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35 b V t e ^: t. 



%m bet Statut b(C ^its((f[44K (d^t ft4> a priori f(&(i<« 
f exfc, baf eilte @eomettie berfe(iet» foiMl^. bem Unu 
fange mS» att^jgebel^tuer; <i(« btm ^^»liXt tia4> t>te{ 
ui<i(MiS<^ ff^tt ttidffe/ di8 ble ©eometcie ber ^Wi 
ift bap biel«: im SU^meinen <ui$ jeoec ^ tmip oHei^ett 
(a^en) mW. )ebe f^l^drif^K Siguc« wenn.^e unenblt^^ 
f(ettt s^ebodiiit wirb/, alo ^ne jtt 6c(ta4>teit iPr ^S^ ^f^ 
^e^i^afleii wiie^U^ JUiner fpl^df^ier $t0ure»,bie 
bet thntxt etgeBen imdffen/ wenn äbeti^upt bie ^igen» 
(elften bet fp^atifc^en Figuren Befannt ^^nb. taNtft 
man inbef nut einen oBerfI(l(|>{i4>en SSHcf auf biefe SßifW 
fenf4>«ft itt i^em gf^enw^i^igm ^uf^nbe/ fi^ mi^ matt 
gefiel^ttf ba^ fTe gor 1»^ i^edon: cnifttnt ifi tmb^^ ba^ 
fte in t8erg{ei4> m{.( bet eBnen unb bet f6tpetU^n (Seo^: 
mettie ungteict) geringere ^ortf4iri|te ^tniülbt |at. OU^nt 
eimnal in bet SeJ^te t>on t)et Jg^Ui^^^if bet fpl^if^Kn S>teis 

t(& ttefett gi.bie^iia(9siM«iV «Qnt pkmi(tHt(JfcN^<^ 



VI — 

beffelBen ©egetiffanbe«*); t>ergeben< fielet man fi4^ ita4l 
@agen um / au« benett (14^ bie &l€l6}l^tit ber ebnen 
^araOetogtamme ober ^reiecfe/ bie auf einerlei ®runb> 
Itnien unb in>ifd(^en einerlei parallelen liegen / ober; bi< 
gteici^e @runb(inien unb gtei4^e ^bf)t })aUn, ahltiUt 
liefen; — ba t>c^ an« bem wn Se^eO gefunbenen in 
fereffanfen @aQe/ baß bie &pi^tn berjeniger 
fpl^&rifd^en S>reiecfef tot\(bt eine gemeinfci^aft 
(id(^e @runbfeite unb gleici^en ^Udi^enraun 
l^abeu/ in ber ^eripl^erie eine« f (eineren ^reü 
fe« Uegen**) — bie a)?6g(ici^feie fold^er @a$e l^er» 
»orgelet. 

S)ie ttrfa4>e ber 93ernad(^(afltgung biefer SBiffeui 
\^aft iff xocÜ)! barin iu fudE^en/ baß man in ber !S(iro> 
nomie unb in ber mafl^emafifd^en ©eograpl^ie^ n^efd^eti 
2Bljfenf<&aften bie ©pl^arif o^ne ^votiftl i^re (gnfjfe: 
l^ung berbanff; mit einigen @agen über bie ituge(fd(^ni((e 
unb {Vl^Srifä^^en S)reiecfe befriebigt änb burd^ ba6 Se^ 
bdrfhiß ni^t miut angeregt xoutbt, bie @pl^rif mil 



*) €{tten JBeteg f)Uin flfett t), gotflnet Jn fdner fi>^5ri: 
fd^ni ®eomettfe (fBerIht; 1827), »enn er @. 69 ouebrftdUcI^ be 
ikiertt, bafi e6 in ber fp^drlfdj^ett Geometrie {rinen ®a^ gebe, un 
SU Umi\m, baf ein fpIS^irtfd^ed sletc^fc^ennige« X^refecf bttrc(> bai 
t)on ber ®^ige auf bte (S.runbfeite gefiKte ^erpenbtfel In jidc 
gteld^e ©referfe jerlegt »erbe! 

**) Nova Acta Petropol. , T. V. p. 1. — Segenbre t^efl 
ben ea^in feinen I^I^ents de G^öm^trie (12"» ^d.) 6.^20 mit 



Vtt 

Oirifmt Jfaifi»erffamreit iit ieorBdfen. 3ki|cr 1(1 « 

tut Sl^itömfo ^4)' ea(wi4((t twb IfebetKetA Mri»o8> 
ÜMiiiWKt lot. SEBie cAtst tie cIm Sfomedrle/ onfoi^e 

nttt frdtActt 3nx^n/ ^«t^ >^% ^ — .*»{< ^ 
SQame l^tt — itrat S>afe9n gelangte^ itnterseortiitf/ 
ft4^ itt «hier fe(6({ftatibls(ti W^tn^ö^ft ec^oSen ^(^ f» 
gfM^rt oitf^. ter @p^f bie(< t»iffetif4Kifit0^e ^Mbft» 

t>U eitijigettf l^be» ^eotw^e tinb SRcndatt^ itt l|reii 

bcei !^d#erft bec €>p^i:if dct^ati. S>icfe SEBccfe inbef, 

»etot f4K>tt~ ^ bie Seit i^er SSerfaffer Mrblei^tt^^ ge- 

nuftA fnb «Mgett bec &äfmtfiüisUU ttt (StKtvkfedio^ 

«Hb S>«c^(btn^/ totgeit fo utatiUfKr tmfrn^^baven/ itt 

f eitlem titt^vett OtefitUate füH^rettbett Unterfit4>ttttse% 

bie i» ^ibett tU @ebti(b be« Sefec« o^tte SBefctebiguttg 

(affctt*), UinttxotQfi geeignet/ eitt befotibered 3irteceffe 

führ eine SEBiffenfdboft i» wutm, neben t»e(<l^tr fo »ieie 

«nbere Gebiete ber SRatl^ematif ttng(ei^ gr&fercn &t* 

nnf gett»A|ren. SJtit Sted^t (inb bal^er in nnficn mo« 

t|em<rti|<|Kn Sel^rbä4>ern jene 6% dberaO au0gef(i(offen. 

^a$ S3ebärfhip einer Bearbeitung ber &p^it 

M^ ber oben angebeumen tS^tt ift nnterbep tite^r unb 

mel^r rege nnb Uut geworben. 3n biefem ^ime gab 

^ol^( feine fpl^rif(^e Geometrie (Berlin I8I9) nnb 



b« SJoaen. 






micbi^'iti stDci ^^e{(e/ bie iteor biefelbm ®cgen({&nbe; 
aber auf »erfciiiebene ^ife bel^a^eltt* SRoti loHtt ftdb 
tttoilidi^ tjarauf befdt^rAnfeti/ ol^tte -ig^ätfe eigen^dber 0{edi^ 
imng/ b(o< bttr4> geometriifif^ S3etra4^ung; bti StgenfdJKif' 
fett bec ^ugetfreife uttb ber barauö gebitbefen Siguren 
$tt etitwkfebi unb burdl» ^onfboftion bie gefachten 3i^ 
fett ju befUntnen ; ober tttatt bebietit |i4^ baju btir 8(e4^ 
nung tttit ben trigotteittetrifi^eD JgnUf6gr6f ett. (Ecfiere« 
erjettgt bie ge^tttetrif4^e; (enteret Wt ttigottottte« 
trifd^e Cpl^artf; ju bec* bie fpl^drifdi^e ^rigottometrie 
gel^&rt. S>em ^nl^^^Ue tta4^ iergtojett ftdi) beibe* SSor^ 
Oegenbe« SBerfd^ett etttl^U bie g^etrifdbe @p\fix\t. 

SDie %f&i\, ber l^ier aufgettomtitettett @ä$e tittb Sluf« 
gabett l^ätte fi(|^ jwar ttttt ettt Sebeutetibetf »ermel^rett 
(affett; inbtf tDar ttteitt ®ruttbfa(|/ tiur bacF S9(d(^figere 
tinb bä0 jttr Cnmicfeluttg eine« fold^tt 02ftt§tge aufjui 
ttel^ittett uttb als eitt jufaitttitett^gettbe« ©attje «t6g((4^fi 
jeinfa4^ barjufleQen. 3^ei j^atipteleittettte ber @pl^irif/ 
burd^ mV^t biefe aBiffettfcfKiffi in i^rer (Eigentl^ämUdi^ 
feit 4>ariiftertftrt toirb unb \i\t bai^er \Xi ber S>ar(leaung 
befiimmt ^en^ortreten mäffeu/ liegen in ber Polarität 
unb in ber (Entgegengefe^tl^eit ber fp]^&rtf(^en ^^ 
guren. (E0 iß in ber %kjoX {u »etti^unbern/ tDte bie fo 
l^ddi^fi intereffanfe unb vx tl^ren folgen fo n^id^ftge (Ei^ 
genfdbafi; nadi^ u^etd^er jebe« fpl^drifdi^e ^ot^gon^ jebe 
JSurt)e ein ^olarpot^gon^ eine ^otarfurbe l^at/ biei^er 
Aberfel^en tverben fonntef \i(x t)on bem fdt^on Ungfi be^ 
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XI 

(aii1Bt:^(Ae/ fb gef(|Ki^es nur tcr itätse wcg«^ obdt 

(^ mir «iid^tbefalMit «NAf. tlii« l)em cr^m Qrunbt 
wil^Ut i^ pc Un ^xbpttn SCttUtk fdcgere irnb 
im So«ftMrfi{fbe(0;|imiil»»9etientmtt9:J^!att^ifrei0^ 
«Hb «irnMirf auf bent* iwdteii €trtmbe fe(e bofir otnl^ 
ffihelau^^i 01 6r m (f t et <; . ipeiC biefi :S3cmKtut»$ 
H0ilü9k«?fUM> ttr In btr ibiim SedmefdeiMcfMnnenbtt 
SI{orma(e anolog^ bemienigen Jgyauptfceife, ber auf bem 
S3(cti^ruttg0f ceife einer fpi^irifd^ett ^urve im'95ecil^ruitg5i 
punfte»)fMifce(^ fie^t^ Wigeiegt toirb. ^dr ben foge« 
nannten fteineren ^rei5 brang ftq^ mir ber ^udbrucf: 
Qlthtntttie, in boppeitem @fnne auf; einmal/ wtii 
bie &)nt biefe0 ^eife« ni4>( burd^ ben SDlittelpunft 
ber ^ugei/ fonbern neben bemfelben vorBeigel^t; bann 
aber, weit- tiefer ^^cei« nidtx von ber aBi(Jt>tigfett/ wie 
ber J^auptfrei«/ i(!. — S)ie jur Unterf4)eibung ber 
beiben ^o(e eined Greifet) getiodl^Ue 5!3enennung bed p o< 
fitit^en itnb tti negativen ^oUi ifi freüid^ tt>ia< 
t&^tUa^, jebo4» bem Segriffe biefer ^uöbrMe nt^it 
t»^erflrei(enb/ t^ielmel^r ni4>t ol^ne beutfame l^e^iel^un» 
gen. Sin ft^ ober ifi biefe Unterf^^eibung^ fo »ie bie 
ber Beiben @ei(en ber (S6nt unb bed Greife«/ buri^an« 
tti<^t unwefent(i4> unb bie einfadE^ere, BefHmmtere S>ars 
fttüuni, m\äft ffe m6gß(^ madl^t in ber (Entwicfeiung 
ber potatitH, fo wie meieret anberer, bei bem Slebens 
fceife »orfommenber ©genf4>often, in tirSTugen fattenb. 
Wod^ mtt^ iäf bemerfen, t)ü$ ber (e^te Slbfc^nitt 



'^ \ 



• ) 



t * « f # • • f 



» # 






• >j 



I 



. ' ■ 1- 



Einleitung« 



1) ^{e ei>^Art( {# betjenise £M ^ ^omefrier 
in totrfd^em bie Ctseitfc^dfitett ber attf einer ftttselfljc^e t>er^ 
jeic^eeen gtdtiren betrautet werben. @{e \i%t ißc^ einfM^ 
(en ttt bfe ntebere nnb In bie %h\^ttt iSp^nl. 3ener 
bie niebere Gp^drtf , befc^rdnft ffc^ anf bie tSetradj^tttttg ber 
Xretfe nnb ber aui S3ogen folc^er Greife gebtibeten figuren 
attf ber Xttftelfljic^e. IDiefe/ bie (&(ere, befc^dftigt fi^ xxAt 
ben Cigenft^äften ber ^rfgen frummen Sinien^ t^elc^e anf 
ber 5(tt0e(fl4d^e er{eos( merbem 

2)ie niebere Sp^irit fatnt in fXäctftc^t ber SjilftmlU 
(elf loelc^ itr Crretc^nns i%tti 'S^tdtt angmenbee werbenr 
toiebentm in bie geemeerifc^e nnb in bie (rigonometri* 
fd^e ober algebraifc^e greift werben ^ fe nac^bem bie 
•orliegenben Orftgen hM bnrc^ geonietrifc^e 5(onf{mftion 
bargefteittf über mit J^fe ber trigonoraetrif^en gunftionen 
bnrc^ Stec^nnttg befKmmt werben* Sn ber (enteren 4e(6rt bie 
fp^irifc^e Srigonomeerie; — Oegenwdrtige« SBerfc^en be* 
>mbc(t bie geometrifc^e Gp^drit 

2) aSa« ba« a3er(4ltoi§ ber GpMrff in ber ebenen 
Oeometrie nnb ber 6(ereoniefrie betrifft r fb fe$( fle beibe 
ABÜTenfc^aften toran«. S>enn wenn anc^ bie niebere 6pH^ 
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ri( mah^inm ton ber it^tt btä tltpttUd^tn MntM f)or« 
getragen n^erben fann nnl) mu§f fo f{e^t ffe bdc^ {» bem« 
ftlbttif fo wie {tt ben ^of^ebem äber^auptf in einer fo ge« 
nauen 93ejie^ttn9f ba§ ibr @inn erß bann toOßinbis ht^ 
griffen mirb, n)enn bie 5Senn(nt§ jener oorbanben {f{. 3n 
tt)eiterem Umfange aber nimmt bie f)ib^tt ©p^&xit bie 5tenn(« 
nig ber @tereometrie in Sinfpruc^; ffe fe$t i. 95. bie Se« 
fanntfdjaft mit bem ^egel nnb bem €Q(inber Doran^ beifBe« 
trac^tung ber fp^ddfd&en 5Sege(f(^nitte. £)a§ auc^ bie bS^cte 
Geometrie ber Cbne biefem £bei(e ber ©p^driC oorau^gegaft« 
gen ftt), ift toenigffeh^ naturgemäß ünb fc^on btib<^lb {u 
xoünfdbtn, xotil burc^ ffe bie fp^drifc^en Würben ein befon« 
beretJ ^ntereffe gewinnen* " 

^ ' Xnmerf. ün^ bem ^ngebeuteten l&^t ^ä) abnehmen , baf 
M ®e6ret ber ®p\)ixi( ein t)iel au^gebel^ntered, aM ba6 ber ebe« 
nen ©eometrie tfl, n)e(4)e au6 jener ficb al^ ein befonbertr %aU 
ableiten Idft, »enn bie Siu^tifllii)t atd unenbUd^ gtof , bie Stgu^ 
ren auf berfelben aber enbli^, obes mm iene atö enbUc^, biefe 
al^ unenbtfcb ftein gebad[)t »erben« 
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(Gort ten Steifen auf tec ;^udelfl&4)e. 
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s- 1 

Sr(I4rttngett. 1) 2)ie j(uge( if{ berienige ASrper, 
btfftv^. Obtxflid)t in aUtn ibren fünften eine unb tiefelbe 
Cn^cniung oon einem innerbalb ber 5(uge( liegenben 9^unfte 
^ati toelc^er bei? S))itte(punft ber ;Ruge( ^ei§t 

2) £)ie gerabe Sinie^ n>elclbe ben Stbflanb pti SKitteU 
punfteö t>on ber j(nge(f{äc^ mtftf beißt ber iSabM ober 
^albmeffer; unb bie gerabe £inie/ mldtt, burd^ bm-^ituU 
punft ber ^ugel gebenb ^ jtoei fünfte ber ^uge(f{4(^e t>e(;bin« 
btt, ber £)ttrc6meffer ber XugeL 

Sttfag. fAui 1. folgte ba§ aOe 0labien einer J!^ugel 
gleich ffnb , unb ba jeber Pnrcgmeffer ber ©umme itotUt 



fftübUn dlti^ i^, bog üti4 ^t SDttrdnKflfer eitter Xu^ü 



Se^rfa^. ^urd^ ({»e gerabe Vmit totrb bie 
^tt^elfldc^e {» {wei 9)ttttften sefc^nUtem 

S5emei«. €« fep (SigurlO AB bfe gtrabe Sm{<, M 
ber 9fiinüpnnUtft Sb$9tlf utib A etn {Dnrd^fc^itittfintnft 
ber gerab^tt iinU mit b^r £)t9i;Iff^e. ^att filU ooti M 
iia 9)crprnbiM .<KHf ,AB:r ml^ti bUftlbt m .€ treffe; nt^mt 
CBrsAC anb MB; fo tfi bo« SDreied MCB^MBA; bo« 
(nt MB==MA; jfol9(ic$ ^iMKl^ B un ^nntt ber Xugerflic^e» 
9({fi> fi^neibet' bte @erabe AB in itoei ^umtttn bie ^uget* 

• Sttfö'Ä 1* 3«*< »^tt M attf AB ^{oflene gerabe iin 
m€f wtl^t ipifd^m A mb.B üntti^i, i^ Hemer alö MA; 
ba^er Hegt ber ^if^eil AB ber fc^neibeoben iinU ganj mnet^ 
l^älb; ber. .Ktt^tL 

3ttfa$ 2. €i{r brttfe^r £>itrc^fc^ni(t. {<{ nlci^e 
J!ri&gli.€l&,/ t»et( Don einem fünfte nac^ einer geiaben £ime 
mv ixoti iltidit ^mn miilidli ftnb.r 

3ttfa| 3. gdW Cm A, fi>:^CB=CA=aO. SÖeibe 
•iDttr^f^nftte faVen atfo in €inen\|iH'amniett; nnb bU Um 
AB ip, eine Xangen^c:. 3f{ MC griger^ atö ber fKabin« ber 
j(ttge(/ fo fann bie ®erabe AB gar nid^t bie ^ugel'fldc^e 
trefeni t^eil febe iinbre iinit tM)n M nad^ AB Idnger a(i 
bie f4rjefle MC ifJ* ' / 

3Ufa$ 4 jSe^fbte fc^neibenbe Sinie bnr^ ben ^it* 
ttlpuntt Ut XnQtlf f(f ift ber in ber jengel befinblic^e .£^i( 
berfelben tin ^ur^mefTer* 

£>ie Sttr4(4fniti^t>ttit(te eincö SDvr^mefferd mit 
(er Stngtlflipl)t pennen n^ir @ e g e n p n n f t e* 

2^f4$ 5. .3*e!^er>iinft ber '^tt||e(f{4cf)e M einen ^ mb 
nnr einen @egeii^untt* 

1* 
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Se^rfd^* S)er Sintäffdtnitt einer S&ne mit ^er 
Stnitlfliäft'ift tin Xttii. 

Zttotii. ei fe? (Si8tir20 COFE btt iöntdififmitt 
einer S6tte mit ber IRndtlfl&M. fßen bem ^itttlpnnttt A 
ber J(ttdel f^Oe man eine Genfre^te AB auf b(e &m ECDF^ 
ton bem fünfte B , in mtldtm ftt bie €6ne trifft/ Me 
man in berfe(6en ^ne bie @erabenBC,,BD hü {u ben tmj^ 
fc^nttten C, D «jjpbtr j^rtimmen ECDF; bie fünfte C, t) 
terbfnbe man mit bem SRitteipnnfte A ber ftttgel bntdi bfe 
gtabien AC, AD. 60 entfiel bie an B rec^tttinflise« 
IDrdetfe ABC, ABD, beren ftondmeni aui ttx Qleic^« 
(eit i^rer J!}9ptUntiftn AC, AD, (dtabien ber Xnstl) uiih ^ 
ber gemeinfi^afitiic^en ftat^efe AB erMt* Saran« ' folgt: 
BC=BD. IDa nun D feber beKebige Vnnft htt ^v^ 
fd^nitted fepn fonnr fo (aben aOe ^utifee be< in einer €btfl 
Kegenben 2)ur(^fc^tti(te4 gleichen 9lbf{anb bon B. 9Rk^ih 
tut berfetbe tln Xttii, befTen gRitfeipnnft B ift. 

Snfaü 1. >Da« $er}>enbtfel AB, bie <?ntfemnn9 ber 
Stttiithnt bom IRittetpnnfte ber SnitU ftxf mit d, ber 9ta« ^ 
bind BD mit r, ber AnfleirabinJ mit R beieic^net. 3to(* 
ftfitn B| r, d befielt nun bie ®(ei(^nmid 

d»+r«=Raj 

Uta welcher erflc^tlit^ iflf baff r abnimmt/ i»tttn d $r5fer 
Wirb/ nnb r roiä^ftf mm d abnimmt 3n ^Sorten: 3t 
nd^er bie ^rei^ebne bem SRittelpunfte ber Su^tl flt^tr befto 
^rifer Ift ber ^rei^; U entfernter fene^ beiflo Keiner biefer. 

3ttfa$ 2. 3(1 d=R; fo ifl r=0. ©er Ärei« »irb 
alfo ein ^mtt unb bie Cbne berä^rt bioö «ie Xnitl ^ 
d>R, fo n>irb r ttnm6g(ic^i bie Cbne fann bie ftuge(fl<((^ 
gar ni^t treffen* 

3ttfa$ a 3ff d=0, fo ifl r=R; ber ftr*§te SBert^/ 
tt>elc(^en r lahtn Um. 2>er 5(rei< aifo^ beffen &nt intib 
ben ^Kittetpunft ber 5(nseC ge^f r ifl sr6§er a\i |eber anbre ; 
fein Kabittö jf{ bem ber ftugel gleich 6oIc|e Greife nen« 
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nUltt hmdf ber Jtttgil aSittdptmtt gtMf Steiettfreife ' 

^a bti f€bem i^ttp^effe re=R {({^ fo flttlL aDe Jt^o^ 
frdfe eiiianber ilüäf. 

3ttfa$ 4. aSe j^reiftf toeti €6tien «om SHitUIpwM 
Mr Jtttsel sUc^t <Eiitfcrtiims ^bcQ^ fbi^ mmbtx gbt^* 

Se^rfa$. Soeifftelfe auf berftuselfUc^e m&f^ 

fen entoeber ftc^ fc^netbett nnb )oar i« ^j 

|tod f^ittiftetif ober fie bertl^ren fid^ Httr ^ 

in tintm ^untt^f ober fie treffen ftc^ sar 

nfc^t ) , 

Ztmtii. 3^e{ JCreife otif ber ffttse(fI4cl^e I5tmett nttr 

. folc^e. fünfte mit etnattber semetit ^ahtUf toelc^e in bev 

iDttre^fd^nitt^dme t^rer betbea (Ebnen nnb anf ber StuQtU 

fUf^e neften* 6te mäffenaber anc^ feben Vnnft semetn ^o« 

(en , bem biefe beiben 9RtttmaU infommen ; btnn litQt ün 

IHmft fn einer €bne nnb auf ber Xuitlfliä^t^ fo ^t^itt er 

{tt bem 5Mfef b.en biefe Sbne mit ber Angetfldc^e bilbet 

SDa^er liegt |eber f^nnftr ber snr IDnrc^fc^nittälinie beiber 

€bnen nnb (nr AngelfUc^e ge^&rtv in jebem ber beiben Arei^ 

fe f mtldft bie £>nr(^fc^nfa(te lener €bnett mit ber Angel f{nb* 

2>a aber bit gerabe Sinier in melc^er bie (Ebnen ber beibeit 

Xttift ffc6 fc^neiben^ entmeber in imei |)mtften bit Stu^tU 

fldc^e fc^neiben , ober fit nnrin einem |)un(te berü^ren^ ober 

ftt gar nic^t treffen mngr fo folgt r ba§ bie Xreife anf ber 

kngel entWeber in {toei V^nften ffc^ begegnen ^ ober nnr in 

einem f ober in feinem. 

3nfa$ 1. J^anptfreife fc^neiben ffd^ immer in itoei 
Gegenpnnffem SDenn i^re Cbnen^ benen ber aRittctpnnff ber 
Xngel gemein if{^ fc^neiben ffcfr in 6ntm £>ttr€^meffl^r ber 
Att<e(f beflfen Cnbpnttfte Oegenpnnfte f{nb* 

SnfaO 2. 6eH ein ^vipttttU bjirc^ einen f^nntt a 
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ber XuQtlfHäit, fo 0e^( er andt bnt^ biftn Oesenpirnft a'. 
^tm tin {tpeiter bttrd^ « se^ettber J^oofXfreid fc^ndbet flc^ 
mit bem ttftm in itoti ®tQtnpuntttn , itnb a ^at imr etiim 
QtQtnpnnH. 

3ttfa$ 3. ®e^t ein Xttit bntdt itoe{ ^esenpunfte ^ ftf 
if{ er ein J^atiptfrei^. SDenii in feiner ebne litit bie gerabe 
Slnief i»fld)t, bk ©egenpunfte terbinbenb^ bnrc^ ben aSitfiU 
pitnft ber JCugel gebt Solglic^ gt^t bie ebne bnrc^ ben . 
aRimlpunft ber StmU 

it^nfa^. SBenn (»et jn Derfc^iebenen ftreifen 
Sebi^rige S3osen# ton benen jeber fieiner 
üli ein ^albCreiJ ifl^ gleiche ®ebnen ^a^ . 
btn, fo if{ t>ott biefen SSogen berfenigef 
loelcber {u bem gr6§ern 5(reife gebftttt ber . 
Heinere- 

IBemei«- €« fe^en (fSignr 30 ADB mtb AD'B |t9e{ • 
{Sogen f toelcbe bie 6ebhe AB gemein ^aim nnb ber 9ta« 
bin« DC bej S5ogen« ADB ftt) griger^ atö ber tStabmi 
D'C bti 95oger« AD'B. S5er6inbet man bie ««bpunfte bec 
SSogm mit ben SRittefpunften ibrer Greife burcb Slabien CA» 
CB; CA, CB, unb jiebt CA' paräOel mit CA, CB'JfCB; 
fo ift ber ä3ogen A'DB' dbntic^ bem S3ogen AD'B ; ba^er 

ifl 

A;dB'_ ADT8 

"Ä^~ AB • 

5Da aber SBogen A'DB'>ADB, fo i(l 

A'DB' ADB 



A'B' ^ AB 



$ folglich andb 



•. t 



AB ^~KSr* 
folQtidf AD'B>ADB. 

3ttfa$ 1. S);c anbre X^eU AF'B be!$ fU^necen JCcet«, 
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üudi batttt 9&(tid> toenh ber föoQtn beS iltitutm 5(retfe< 
nic^t Hemer atö ein ^albhtii ift. 

3ttfa$ 2. SBie ber S&ogen ADB ütim i^, ali feber 
ber beiben X^eile beö Heineren £re{fe^; fo i# ber anbrt 
XN( AFB M grögern Greife« griger aH imu 

8e&rfd6* Sßeno iwei'^unfte ber Sn^tlfU^t 

. frttre^ S5ogen Derfc^tebener Xretfe t^erbun^ 

. ben werben^ fo if{ berfenige Sbqitn bec 
fletnerer beTfen Cbne Dom ^itttlpunttt 
ber £uge( tint fleinere Snefernung ^at 

S5 e » e i «. (£i fepen (gigur 4) A , B jn>ei fünfte ber 
Snitlflidft unb burc^ . biefelben mehrere Snift gefegt 

S)ie €6nett biefer 5Sreife fc^neiben flc^ in ber geraben 
£mte AB, bte alfo gememfc^afllic^e €e^ne ber t>erfc&{ebenen 
SJpgen ift^ S>a nun berjentge £ret^, beffen €6ne eine fleU 
nere Entfernung oom *SRitfe(punfte ber JSugel Ht, ber gr6« 
§ere ift, unb unter ben tint gemeinfd^aftUc^e @e^ne ^aben« 
ben 93ogen ber {um grö§ern Greife ge^6rige ber fleinere {(E 
(S* 50f fo tfi bie SSe^auptung et>ibent« 

3 u f ä 6 1« 2)a ber J^auptfrei^ burc^ A , B ber größte 
unter aUtn iftf fo i(l ber %ogen beffefben itt)if4en A unb B 
ber tltjxiftt. 

3ttfa| 2. S)ur€^ jmei fünfte ier j(uge(fljc^ef b{e 
nicftt ®egenpun{te finb^ fann nur tin J^auptfretö gelegt 
toerben* £>enn ginge burc^ bie fünfte A, B noc& tin {toei« 
ter J^auptfreiJf fo n>ärbe er au§er A, B ^uc^ bereu ®e« 
gcnpunft A\ B\ alfo t>ter fünfte mit bem erflen ^aupt« 
freife gemein ^aben ($. 4. 3uf. 2.), xoai nic^t moglid^ ifl. 

S)tre(t folgt e^ aud^ barau^r bag bie €bnen 6eiber 
<$aupt{reife: burc^ A unb B {ufammenfoOen mäffcnf tt>eil 
fie brei fünfte f A, B^ unt^ ben a);itte(punft ber Auge( ge« 
mein ^obem 

^nmerf. SSegen auf. 1. unb Suf. 2. micb ber S3ogen be^ 
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^^Mq^tfceifrf all boi SOfaof bev f)^(Mf(diieii Cnffmmng ftHlic' 
9>im(te be( itttget^dlK ietrac^ttt * 

Sttfdtf 3. 2>te (f^Mtifd^) C^tfennnis fMfer CkgaM 

tnuifee ton dnanber i|l ein falber j^ttptfrett. 2>ciit tnet 

'^(ttgelbtttc^imfrec/ an beflTen Cnben bie beiben Sksenpatiftt 

He^etif 1f{ iagletc^ ber 2>ttrd&meflret bt< bttrd^ fle selegtctt 

J^upt(reife4 f ben er alfo ^albirt 

Bttfa^ .4! £>ie €ntfehiiui9 loeier ^mUt A aat B 
(Siffttr 5.) «Ott eiitattber t^ ber ^tjferttttits i^rer ^gettputttte 
A' tttib B" gleich* Senti fegt ittdt bttr4 A tttib B emes 
it^aitpt^retj , btt anät bttr4 A' tmb ff ge^ ($* 4 Suf. SL), 
fo ig J^attfrei« ABA'aBA'F; ba^er tto^ Slbjtts t>oa 
BA', ABssA'B'. 

3 tt fa e 5. 3e^er t^tntf ( itoifdftett A ttttb B flitbet fei« 
^tmt Oegettpittttt itoifc^ett A' tntb ff, ber eben fe weit tos 
A' ober B' äbfl^t, «U letter t>ott A ober B. 

Znmtxt Wtan tonn ba^ec fotd^e SBogett, t»it AB, AV^ 
Gegettbogett ttnttiett. 

«.7. 

CrHirttttg. SRac^t itiatt bie Otrabe AB (gidttr 2.)^ 
Welche bje e^tferttuttg ber €btte eitte^ S^reife^ 9ott bent ^iu 
UlpnnUt ber ftttgel ittifCf burd^ SBerfjttgerttQS ttad^ beibeti 
Geitett {tt eiitem Sintä^mt^tt, fo ^ei§t bfefer attf ber ftrei^ 
Mt in betn SRittelputtfte fettfrec^t ^e^ettbe {Dur^meflTer bie 
S4fe betf Xretfe<, ttttb bie betbett ® egenputtf (e f itt loelc^eti 
bie aic^fe ber ^ttgelfric^e begegnet, Reifen bie ^ole beflilbeti 
ftreifeö, bie wir fo nnterfc^eiben woDettf bd§ wir ben einen, 
gleic^biel. welken, ben poptioettf ben anbem ben negatioen 
^ol nennem 

3 Ufa 6 1. 3e' ^: 5trei< ^at nnr eine ad^fe, weil bon 
bem 9)Iitte(pon(te ber Jtngel auf feine ebne nnr ein 4)erpenbi(el 
fjBf; aber eine (Hc^fe ge^Srt {tt aDen ben Stctiftn, berm 
ebnen mit einanber parallel ßnb nnb oon benen einer jene 
8c^fe Jat ^ 
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Goh^e f^araKelfreife'alfü H^tn fi^t getCefaie 

S>a ai<r unter bicfeti p^täMtn 9£Hm wie ^t hwtäi btn 
9HifUfpwat bn Sn^d fte^/ mb attf &ntn, ble ftdt fdtntl^ 
Un 0»U bfe bet i^attpt(nlfe)f etee onb biefelbe grabe SftHe 
ttid^f fmfrec^t ftm tann; fo flnbet in0 ben ^auptlttifm 
(eine Semefnft^afe ber Seifen nnb 9^lt ftütt 

Stt f aO 2. ®et( nran mf b{e (?bne eine« Areife« fen^ 
teilet bte Cbne ttotitt J^tiq^tf reifer fo ift ber S>ti^^itt 
ber beiben Cbnen bie 9MSifie nnb bie Shirc^fc^iiitte ber 4>au))ti 
beife flnb bie |)o(e jene« Areife«. 

*• 8. 
2e^rfa$. ^eber^ol eine« j^reife« i|l ton aU 
(en fünften ber 9)erip6erie beffelben gleich 
loeit entfernt 
9efi>ei«. e« fe9 CSisnr 60 DAA'E tin Arei«^ bef# 
fett aid^fe FQ bie ebne beffelben in B f^mbtt £)ie ^U 
femung be« ^olä P oon ben btütf>idtn ^rnttm A, A! ber 
^erip^erie wirb bnrc^ bie Sogen PA, PA' ber J^anptfreife 
PAQ, PA'Q aeraeffem CJ. 6. Slnmert) 

SDie €bnen biefer i^auptfreife fc^neiben bie Sb^nen be« 
Areife« DAA'E in ben auf PQ ©enfre*fen AB, A'B, 
welche al« SXabien einanber gleid^ ftnb. ^it^t man bie StUß 
$tlfabitn AC, A'C, fo fiob bit SDreiecTe ABC, A'BC mu 
gen eiftic^^eic aOer ®ei(en fongruent» ba^er bie Sentriwin^ 
ttl AGB, A'CB unb folslic^ auc^ bie S^ogen berfelben AP, 
AT einanber gleich. 

9(tt« AP=AT folgt fi!r ben anbem Vol AQ=A'Q. 
'^n^erf, ÜSon (anu ba^er Ue 9>ole elne^ Acefred auf ber 
^ Angel bie fpoictfc^m üRittetpunfte unb Me Sogen AP, AQ bie 
fp^drlfcbeh Stabfen beffetten nennen, \>on ml6)m Stablen bann 
ieber ba^'9upp(ement be< anbem {fl. 

SBlcb ffinftfg f^^lec^t^in t)cn bem üSIttelpunfte eines fclcf^en 
Areifee gefprotben, fo fott bamit bet n jd^fie 9o(/ alfo unter 
- bem StabM ber ( l e f n e r e Don ben beiben gemeint fepn. 
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3 u f a 6 1. SOIe iptttt(te> mlc^e dnerlei etttfttnuni t>en 
dttem fünfte P btt Xu^tlfl^dtt ^abtn, liegen m einem fbe« 
|ien j^mfe. JDenti man Md^ ^^f^ ii»ti jencc fünfte A^ A' 
eine S6ne fenfrec^t auf bit grabe £ime ^ toetc^e Doit F^ nac^ 
bm ^itttlpmtu C btv j^ugel ge^t 2>et 6c(^nitt btefer 
f 6ne mit ber A»|p[^c^< ift ein ^rei«, befiVn ^itttlpmtt 
P, öttb beffen tXaWw aOe =PA=PA' flnb/ in bcffen ^e* 
ttp^erie alfo aDe jene tm PA i>ott P entfernten ^unttt 
liegen* ; -^ 

3ttfa$ 2* 3e Heiner BC {({^ beflo gr6§er (jt ber 
SBinfel ACP; beflo grSger.alfo ber Stablu« AP. 

S^Ot B mit C nnb bemnac^ AB nnb AC mit ber auf 
PQ ©enfrec^ten aC jufammen; fo »irb SBinfel ACP=: 
aCP= einem Steckten r unb ber fRabini aP ein 0uabrant* 

SDer tSialiuß (aP) beä J&auptfreifeJ ift a(fo tln 0ua« 
brant/ beffen (Supplement (aQ) eberifalTö tin Üuabrant OL 

3ttfa$ 3. Söa gleiche @e^nen gleicher Areife {u g(ei« 
,^en Siegen ge^Sren^ fo fann man einen Arei^ auf ber Xn^ 
gelfldc^e befc^reiben mit ^älfe eineä girfetö, beffen £)effriung 
bk @e^ne beö Cfp^drifc^en) Slabiu^ migt Sind) n>trb man 
ben fp^jrifc^en ^ittelpunft eine^ 5Sreife^ ftuben, xotnn man 
um {tt)ei fünfte feiner ^erfp^erie 5(reife befd&reibt, beren ^a^ 
bien bem feinigen gleich finb« £)er £)urci&fd&nitt biefer iSreife 
innerhalb be^ DorUegenbed mu§ ber ^ittdpnrät beffelben 
fepn^ toeil biefer in febem ber beiben Xvtift (iegt ^ieraü^ 
ergiebt fld^ ber &a^x 

^H ein ^mtt innerhalb eine^ JCreife^ auf ber Augel^ 
ffdc^e t>on {tt>ei fünften ber ^erip^erie um ben (fp^^rifc^en) 
SHabiu^ beffelben Areife^ entfernt^ fo if{ er ber äj^ittelpunft. 
ober $o( beffelben. 

3ufa$ 3. ^irb auf bie S6ne einej jtreifeö fenfrec^t 
bk Sbne tinti i^auptf reifet gefegt f fo ge^t ber inner&a(6 
btS erflen Areife^ liegenbe S&ogen beö ^auptfreife^ burd^ ben 
3KitteIpunf t beffelben (§* 7. 3uf. 2*) , ber a(fo ber ^itUU 
punft biefed fp^drifc^en ^urc^mefferö ift 
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^ttfat 4 9ita Suf. % ttnb 3tif«.3. ergfeBt. ff($ für 

jgaupffreife mJ6efonbere: 

1) Z>er 9R((fe(punft ober $o( einetf ^auptfteife^ {^ ber« 
ienfge yunff r tt^eld^er Don itoet ^mUm ber ^erip^erie befi 
felben um einen 0oabranten abftt^t 

2) 2)er Cnbpunft be^ Üuabrantenr beffen €6ne auf ber 
e6ne emeiS J^auptfoeife^ fenfred^t f{e^t/ {f{ ber $o( biefe« 

Znm^tt üoi) ifi in 1. nld^t ju fiSetfel^en; bd{l ble bott 
erwil^nten j^et fünfte nic^t ®edeftpunfte fepn b&cfen; »eil bte 
lon'biefelben aÜ um $o(e befd^rtebenen ^duptf reife ntdl^t t>on ein« 
attbet t)erf(l&lebert fepn f innen (5. 7, 3uf. 1.)/ fonbem {u einen. 
aufornmenfaUen, alfo feinen Suvc^fd^nitt^punft geben, tvie in 
3uf. t 

§. 9. 

Se(rfa$« fSenn mehrere treffe fic^ in benfeU 

ien itoei ^'unffen fc^neibeu/ fo (tegen t^re 
9)o(e in einem unb bemfelben J^auptfretfe. 

fötrotii* @c6ne{ben flc^ mehrere .Greife! in benfe(6eti 
|toe{ ^^unfteUf fo ^abtn fle bte ixcifd^tn benfe(6en enthaltene 
serabhmde ©e^ne gemein. £>a nun bie Steife ftbe^ ^reife^ 
auf bet ebne beffelben fenfrec^f (te^tz fo fltbt bte €6ne fe 
}ioeier Steffen auf bem ^urc^fc^nitt ber 2Hge^6rigen Xvtiitb* 
mtif b: i auf ber gemeinfc^aftlid^en @e^ne fenfric^t. £>a^er 
miffen bie ebnen / welche burc^ febe {toei Steffen Qtbilbtt 
werben f entn^eber unter einanber parallel ftt^n, ober iit et« 
ner ebne liegen. &flmi iil aber nid^t miQliäf, toeil )ebe 
biefer Steffen » ebnen burc^ ben aStttelpunft ber XuQtl ge^t 
$Da^er Hegen aDe in einer &nt, mläft, bnrd^ ben WtittH^ 
punff ber Angel ge^enb^ einen «l^auptfreid bilbetf in n^etd^em 
bie ^o(e aDer fener Areife liegen. 

3ufag. ©inb a unb b (gigur 70 bie Surc^fc^nittd« 
puntte, a^ ßy y bit $o(e ober a)^itte(puQfte ber f!c& fc^nei« 
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benbeniCreife; fo fiiib aa/ a^, af bk fp^iüfdtm tMitn 

®i«b itofi hitftt Stobim fhtabraiiteti » ttma aa» mfi, 
fo fittb a ttiib b b(e |}0(jt btt J^auptfrcifetf aßy ($. a Sttfl 
4.); alfo. aud^ aOe dbrige Slabieo Üttabraiitetu SSenn alfa 
imei ober mebrere fyatxpttttift M in bmftlbtn {m^i pvmU 
Un f^aeibettf fo f{Rb biefe S>wtätfätmttipuntu bte f^ofo 
be^fmideti Si^vipUx^tfi, in toel^em bie 9oIe Jeaer Xttiüt 
liegem 

f 10. 

erfUrttttg. S)en SBinfel ober bte Sle'grro; ba'9b^ 
mn {toeter j(reife t^L;;: toir fc^Iec^l^m beti ' rafel ber 
JC reife nennen/ nnb U Jr; bieftnSnSbruc^r^-'.fl anfX^file 
ber Kretfer auf SBogen c r(!e^:u a(fu unter bem SBio« 

(e( ober ber Steigung jtoeier XwßboQtn ben ^infel ber iu^ 
gef^6rigen j(reijebnem £>ie SSogen eine« folgen . SBinfett 
Reifen bann feine Gc^enfeL 

3ttfa$. SBatf a(fo oon bett Steigung^toinfefn ber S6« 
nm gi(t# gilt auc^ oon ben 9ßin(e(n ber Areife unb SSogen^ 
f. 95. bag bie 6umme jn^eier 02ebentoin(e( gleich }n>ei !)tec^« 
ten if{; ba6 Gc^eitelmitifel gleich f!nb; ba^ in einem fünfte* 
eine^ SvtiftS nur ein $erpenbife( m&g(i(^ ifl u. f. to- 

. ^ n m e t f . SBemt t>on bem SBinf e( jtl^ef et 66nen getebet mhb, 
fo bdtf man ni(bt au^et Zi)t iafftn, baf {trei Sbnen ishmer t)tev 
SBinfet bilben. ttntetfc^eibet man bie befben @titm, meiere jebec 
<S6ne {ufommen, ai6 ^offtit)e^unb negative; unb bejetcbnet 
fte f At eine 6bne butcb A unb A , f&c eine {meite &ne burcb B, , 
B^ fojaffett ffc^^ bie \>kt SBlnJel^ beiber ebnen but* AB , AB, ^ 
AB, AB batfieUen* m AB=AB; AB=AB, alfo bie itoi\^m 
entge^engefe^ten Seiten ber (ihnen tntf)alumn SBinfel einanbet ^ 
gteidS) ftnb. 933^el(l^e ®eite iebet @bne M bie pofttiüe ju ne^^ 
men fep, ifl im ^(Ilgemefnen Yoiüt&^xÜi); ^burc^ befonbre Um« 
{idnbe fann bief Ubod^ entfd)ieben n>ecbem Sa butd^ einen bet 
t>{er Stufet sn)eiet 6bnen alle bejlimmt ftnb, fo fann man bei .' 
SSetradf^tung jioeiet ebnen an einen SSfntel {l(^ i)0,ltm, unb bie» 
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fenfj» ®fttm bet iSbnen, fnH^i^m betint (et gemeinte SBbtM 
Hegt/ oll )K)f&tt>e ml^meti. tlmgefe^ct, flitb hgmb »{e joei @e{» 
tm ber (Ebtten al6 poftttoe beiei^neti fo tonn man hm toifcbni 
(bnen beftnbU^m SBinCet a\i ben SBinfet bet.ebnni onfeben, 
toemi flbtecb^bin^on ehtem SBisfel gefptoc^en »icb. 

2>iefe $Bemet(tm0 ijl nldft ilMfgfätig, toit wk fog(ei(j{^ ttnb 
t»eftet^fn feien »eibeii. 

$. IL 

. 9(iifdabt Seil QBinfel i»e(er Arejfe lu 5cii 
:, Üimmen. 

«ttfUfstSi flßir «)otteii {mei %iUt tMt^Obtm 

1) foeiis b(e seseicacn Xccife ft^ f^tteibens - 

2) wenn ffe ft4 «tc^t fd^ben. 

1) et feveit acb, a'cb' (Sisnr 8.) Ittd iMref t^cfa^e 
^dt in c itnb e' fd^neibett/ beten Cbnen a(fo bie gerablimte 
Ge^ne oc' gentem . ^bem iDiejentstn Geiten ber beibe« 
Arei^ebnettf weld^e bem tR(tte(pttn(te bec Angel ingefe^rt 
fittbr migc« oUpofftiber atfo ber eben ba^in gel id^ttfe SBin^ 
fe( bet €bnett aii ber jn be#intmenbe getternmen n^erben. 

^ tegt man bnrc^ bie SKittelpttnCtr ber beiben .KretTe etnett 
j^anptfret« , beffen €bne burc^ bie Sc^fe berfelben ge^ ($. 9«) 
mtb auf beii Cbiten beiber fenfrec^t flt^tt fb fc^eibef fit 
biefe jtrei^ebnen in ben grabßnigen SOtm^meffetn ab, aV, 
bie ittg(ei(( ®e^nett be< <&aop(f teife* finb« SBenn tinm bie 
bfei 2)iit(^fd^ntfMUnieti btder €bnen nid^t pataUü (Inb, f» 
trefen f{e in einem ^nnttt lufammen. & m&fftn alfo bie 
brei 2)ttr4f(^mtfe ab, a'b% cc' fld^ in einem f^nnftef d, bem 
fbmätfdtnittipunHt ber @e^nen «b nnb a'b', fd^neibett. 

2)a tinn bie €bne be< J^anptf reifet ab'ba' auf ben Ui^ 
beti Areitfebnen acb^ a'cb' fenfrec^t flt^t, fo flt^t beten 
2)ttr(^fcbnttt oc' auf bem J^auptfretfe fenfrecbt; ba^er ad, 
ä'd auf cc red^ftt^inflig , nnb bet SBinfel ada' ifl ber gefachte 
8leigttttg^t9infe( bet beiben Sret^ebnem 

Um biefett ui^tt |tt beflimmeii/ etianete man ß4ti ba0 



14 — 

f 

(er 8ßin(e( (Oeter ftdf f^netbenben Ge^nnt g{e{4 btt ^Km 
6ttiiane btc it^ifc^eii feinen Gc^enfeln onb ttvifc^cn ben 
Gc^cttf ein feinitf ed)tiUltointtli enthaltenen ^ogen , alfd 

ber SBmfet ada' = — '^ . ' , ■ ! ^ Ijl^ Do» bmcti 

• ■ • z ' ■ • •• 

bHb Don Beiben Areifen ein dtfc^tofTen, uaßtL üttt ani$t* 
f^Ioffen tfi. 9Bir {6nnen a(fo bai^ sefnnbene 'Iftlefnltat fi 
au^fpred^en : 

S)ec ffttmniitoinhl jtbeieir flc^ fc^netbenben Greife Ifl 
gtdc^ ber Üalben (Summe* ber beti Serben dn^efc^Ioffenen nnb 
an^gefc^Ioffenen 93o9en be^ J^aupttretfe^/ ber bnrc^ {^re 
SBMttel^äe tr^^e. Ohn ibtttlä^ntt ttaan bie ^ogeif bb% 
aaßa^ nadf tttt Reiten. btr^Arei^einen, ifbife^en benen fft 
liegen f fo liegt aa/Ja' jt^if^tn bea pofftit>en > bb' {mifc^eti 
ten negoiitietf. (Seiten becfelbenf a(fo jeber {ttifc^en gleic^ar« 
tigen @tifenf ttdbrenb bie anbern beiben SBogen b'a, baf 
|n>if[^ea ungleichartigen @eiten liegen. S>a^et (dgt f!4 bei 
ebenanjgefprod^ene 6a|:fo {{eDen: ' . 

IDer Sleignngön^inia (n^eier fidt fc^neü^enben Areife ifl 
gleich ber falben ©umme ber itoifäftn bin gleichartigen @tu 
ten t^rer €bnen enthaltenen 93ogen be^ burd) t^re ^itttU 
punfte ge^enben i^auptfreifej* 

2) IDer SaC, tüenn: bie Areife ffc^ nic^t fc^neibeur I46t 
|lc& au^ bem 3(6ge^anbe(ten leidet ableiten. £dft man ndm^ 
Iic6 ben 9)7ittelpun(t bti Areife^ a'cb' flc^ in bem J^aupt» 
{reife aba' ^erabbetpegen r n^d^renb ber anbre Areiä bleibt> 
fo nimmt ber e i n gefd^Ioffene S5ogen bb' ab; n^irb bei ber 
flogen S&eril^rung ber Areife SRuQ unb ge^t bann über tu 
einen au^ gefc^Ioffenen SSosen, ber fAr einen negatiPen eini», 

im^mm ttt neömm fft SD« ©umrae BSS£±^ »„- 

»anbett flc^ alfo in bie ©ifferenj . «^fa'— ^^'fa' Unmittelbar 

(dgt flc^ bie^ burd) ben ®a$ ermeifent SDer fSimtd'f»aft 
&^antin tinti Areifeö ifi gleich ber falben JDifferenj ber 
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Don t^nen aHtfätnltünin ^titn bti XttiftS. @tnb nim^ 
Uc6 CS^gur 90 aeb , a'eV. {i6e| flc^ tddft fc^neibenbe Sttift, 
fo Hegt ber ^tndifd)nHtcc t^rer €6nen außerhalb bcr XuQtlf 
mb aai' btn oben ^tf&^tttn 6ränben ntäffen attcff ^{erbfe 
©ttrdjfiftnltte ab, a^lrfcnb cc' ffd^ in dnem^ fünfte d freffetiV 
tmb brrSBmfel ada' ber ©efanfcn ad> Vd-, ber tSltiQunfii^ 
t»inta ber ^Sretfe fe^m SDefRn 9Raa0 i({ -ntttr bte ^a(be2Mf> 
ferenj ber SBogen aa/Ja*^ tinb bV. 

SBeieic^nen tok andt ^itt bie SSo$en fo^a' mtb bb' nac^ 
ben (Seiten ber ^ret^ebnen, fo Ikitn beibe ixoif^tn ben po« 
|Ui>eti> Geifi.^ berfelben^ ^mibttnb. i^if^n .titn m$<uhm 
&titm gar fein X^ei( ber Auge! Hegt "^ 

€ö (({ a(fo ber SSJmfel (»eier f!^ . nfc^e fJ^nelbenbeiW 
5(retfe anf ber ^ngeffTdd&e afm^ ber ^dlben S){ffereni 
ber , imifcben ben sFeidbartigen @etfen> A^m . Sbiien (iegtnf 
btn Sogen beä J&apptfreifeöf ber b'urd^. i^re ^iUtlpnnttt 
«eftt . . . '■ 

SCnmetf. $8e!be &&ii {!nb 3(na(os!em b^ er» Junten pioß 
trfmrtrif(bett Cd^e. 

Sttfäl; 1. £)a b'd ber SSerd^mng ber JCreife ber 95o« 
gen bV Derfc^tt^inbetf fo {({ t^r SReigons^minfel bann =^ 

-~. ^n 8EBorfent ©erSBmW jtoeier fic& berö&renben 

j(reife auf ber j^ugelfldc^e ifl ber J^dlfte be< tmifc^n bet 
pofftfben Seiten i^rer (Ebnen enthaltenen SSogen^ be^jentgen 
j^ai^rtfreffe« gleid^r ibelc^er burc^ bit SRtttelpnnfte ber Areife 

.3ufa$ 2. @e^n toit ia obigen Sorntelttf unb {t^ar 
In ber bti erflen SaBe^ für aa^a' ben gleicben ©ertb 27t— 
2r— 2r'4-bb', »0 r, r' bie fpb^rifc^en Slabien ber Äreife^ 
^ bU ^ilftt tinti i^anptfreife^ bebeutet/ fo i|{ 

ada'=7r — r — r' + bb'j 



=(f-')+(i-'')+»'' 



; 



Sni iWÜttn gatte (d aaßa! =2n -r 2c— ,2t' —hh'-j bafitt 
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-(f-O+Cl-O-'"'' 

per SBinfel (t»eier M fc^ndbenbeii Sttfj^ft a(fo ber Cinmmf 
attf btn Aomplemeoten idrer KabtcPliib bem »o» leibai 
t{n$tf4^iofftntn SSosen be< burd^ (^re WiittdpmUt ge^eibai 
J^tfreifc« 8Ui4. Sbtl M tiiäit f^ttdbmbcli Xrdfm tritt 
bit ^ifTeren) iXolfd)tn ber 5(empIemeRteiifttmiite tmb bb' eia. 

SeiM BerS^relMti j^reifen etiblic^ toirb ada'=r~A 

4*(^^^\ olTi) ber 6it«ne otrf ben S^n^tmatUM 

ber Siabiett gteuft. • . 

3ti allen bre{ gSOen $IBt flc^ ^att ber Xomplemeatoit 

fhmrae (^~^^ + \^~^j *ö* ©upplemettf ber SUbtaip 
fttramc ITT— (r+O ffften. 

3ufa,b 3. . SBirb im {tiüeiten gaOe bliaac^a'^ fo (jt 
ada'=;:0; bie Greife ffnb alfo pataUtl onb in 3af* 2. iß 
bann 7r=r+r'-|rbb'; bie $Q(e ber beiben Äre{fe alfb 6ei' 

' 3«f<^$ 4. 3(1 einer bon ben btiben Äreifen etn^ottpt* 
fmif tttoa berr befifen Slabiutf mif r' beieic^net »ar/ fo [ft 

1) lyenn bie «reife f!<^ fc^neibent ada'=i:|.— r+bb' 

= Äbraplem» r+Bb'= Äomprera- fr— bb'); 

2) toenn tie Äreffe flc* Qic^t ereflfen: ada'= ~r— hb* 

= Äomplem. r— bb'= Äomplem. (r+bb';,- • ^ 

3) wenn hk Äreife ffc^ berö^ren: ada'=~r j 

= Äomplem* r. 
3ttfa( 5. ee^t ber J^auptfrei^ bnrc^ ben S^iteel^ 
pnnfe \>ii anbern £reife4,fo i(l bb'sr, mib ada':?s^. 
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3>er (fp^irifd^e) Stabitttf ftt^t difo attf fefoem SttOCt 

3(1 aud^ ber i%t\tt ^tü* ein J^a^tfret«, fo (f{ ftM 
Stabttt^ ein Üttabrant 

IDetnnac^ (te^m^'tfSe tem ^o(e dnt< J^ttpffreifetf <mf 
bettfelben dejosenen Ünabranten fenfrec^t auf bemfeKen. 

Itnb ba^er ße^t lebet i^auptfrei^/ ber bttrc^f bie ^ttt 
cinetf anbent ge^tr aof bemfelben fe^ed^t 

8ttfa$ 6. Gfttb »eibe fl4 fd^neibettbe j(retfe SiawpU 

aaaa/Ja'. ffn SBorteti: 

S>er fEBinfel {tpeier J&atq»((rdfe {ji stetc^ bemfenisen SS<m 
Sen be< burc^ t^re 9)o(e ge^enbeft j^tuptfreifetf^ «»elc^er )n){* 
fc^en ben t>ofletDeR/ b. t. in>tf4en bot ben Sßihfet einfd^Qeif 
genben (Seiten i^rer €l6nen eirtl^atten ifL 

6inb ^^9 Cgignr ^00 ABC, DEC j^anj^ffreife tu» 
FBE ber bnrci i^re fole g^enbe^ fo ift QBinfel ACDaBBw 
«Da bie' 2>nr(^fcl^n(tfe itoeter J^auptfretfe jusleid^ bie 9o(e 
betf burd^ i|fre 9)o(e ge^enben j^anpef reifet r alfo BC nnb CE 
£lnabtanfen f!nb ; fo n^irb ber ben Sßinfel ACD meffenbe 
SSogen BE sefnnben^ toenn man (eben ®4enfe( gUid^ einem 
flnabrantm nimmt nnb i^re €nb)>unf(e bnrc^ (inen J^anpfii 
iogen ber6inbet 

3 Ufa 6 7* £>er SRebentoinfel adb' doq ada' ift 

m imiivx gatte.... =r+r'+bb'; 

im SBerfii^rüng^fatte.; ..=r+r j 

wie bie< anc^ ao^ adb'=^— ada' fo(gt 

t(irfga6e. 2)ie Cnifernnng' ber 9)ole it^eier 

JCreife auf ber ^nge(f(i4e )u bef{immem^ 

SufUfung* & fepen acb, aW (Signr &) |toei 
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;^tfe; bk Ifioh btä ttfltn A'\ «i, bie bti iWtlttnA'j if. 
$Da tebeV &xt\i {tvet ^ole Wf fo ^nb Dier 4Po(a6fUnbe 
Üpr^betif d"d'^ d'^d', dd*, ddf, «nter bcnen d"d'=dd', 
äT« ©egcnftogettr unb d'd''+d'd=d'd+d'd"=^, barcft 
einen/ olfo lebet btc äbrigeti ieflimint <f{- €^ finbet alfo 
and^ ^iecf t^enn man fc^Ied^t^in Don ber ^olentfernung {toetec 
^eife fpric^t, biefe(6e Unbeßtmmt^ett ftcAt, ote oben bei ben 
SBinf ein ber Greife. 9Qenn tt)tr inbeß an4 bie $ole in pofff iDe unb 
negotioe nnterfd^eiben ^ nnb {toar ben oitf bec pofftroen ^tiit 
(er .Krei^ebne (ie^^nben alö ben f)offtit)enf nnb bie €nffer« 
tfnns ber t>oftt{t)en ^o(e cM bie abfolute ^olentferniing ne^« 
Bieni fo er^^It bit Slufgabe bhUi^t S&efitmmt^eit 
; S>ieö ooratt<$efe$t/ fe^en d> .d" bie pofitiben ^It btt 
«reife-. 3^r Slbjlanb dd'sa^d' kft =d!'h+hd!i:=zdrh^ 
W— bV=:r+ir'— bVj fär. n* :ni*t treffenbe Äreift i(l 
d"d'=r+r'+bb'5 fär «reifer tie |i* berd^rettr d"d'.« 
r+r'. SDiefelben SBJerf^e fanbe^ wir oben ($. 11* Snf. 70 
^ ben SRebenn^infel be< Don ben «reifen d^itt>eten tRei« 
anngötoinfeW. 

31(fo tft bie €ntfemttns berg^ole {Weier «reife bem Gnpü 
)>Ienient i^re^ SBinfet^ gleich. . > 

3nfa$. S5e{eic6nen n>ir alfo. bie Reifen einer «rei^« 

ebne mit A, A; bk einer {toeifen mit B, fi^ bie ^ole ber 
Äreife mit «, «5 ßf J\ fo tjl AB + of^=AB+ö7= 
AB +'a/?=5Äß +'^= ^* 

Slnfga^e» C^ ifl ein «reid gegeben; man foll 
tintn jtt^eiten «reid bef^reiben, ber mit 
bem erf{en einen gegebenen Sßinfel mad^t 

91 n f 1 6 f tt n g* €d fep acb (gfgur 80 ber gegebene Ärei« 
unb ber gegebene SBinW =w» SBoii bem aRitferpnnfte d" 
bti «reifet acb mi ne^me man in beliebiger Sli^fung in 
einer Entfernung =7*— w einen jtoeifen gJunft d' unb 6e* 
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f^nibt »m d' einen Xttii h'cW Don Mitiiitm 9tab(tt<# 
ml^tt itt 9(ufda6e gendden. xoltb. 

Sbttotii. ©a bie ^crehtfemnng Beiber Äreife =d''d' 
s=^-:^w «ttb ber SBinW bcr Äreife bem ©upplement lenet 
sUii^ ift, fo ift berfelbe =w. 

3itf a$ 1. S3efcl)rei6e man um d aU ^itftlpmU etnett 
Arettf befien 9tabiutf =dd% fo fanit lebet ^mtt in ber 
V^i^^ beffelben für d' QtMmmtn mtitn ; atif er^a(6 ber^ 
fenltt aber fann d' nic^t liegen. £)aratt4 folgt: 

Silt SRittelpunffe aller ber Xttift, totlä^t 
mit einem gegebenen Greife einerlei fBinfel yr 
madttn, Silben «lieber einen ^rei^z beffen 9)7iN 
ttlpnntt ber btß gegebenen unb beffen Stabin^ 
iai ©upplemenf Don w ift« 

3ttfa$ 2. 3fi ber gegebene Svtii ber ^anpffreid ABC 
CSignr 110 f fi> (('<9^n bit (pofftiDen nnb negaeioen) ^ofeal« 
ler Sttiftf bit mit ABC einen ®inW=PD machen, fnben 
greifen ^araffettreifen DEF, D'E'F, n^elc^e «m P, F, bit 
yo(e m ABC, mit bm fSiabiui =PD=KD' befc^rieben 
toerben. 

S:^tm jeber ^at {ugteic^ ali fHabini FJi'=F'D, bit 
6ttt>p(emente ton PD. 



?öott ben fpl^fttftf (^en löreterfen 
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^rflirnng. ^ fpHrifc^etf SDreied ifteittboo 
brei SBogen breier t>erfc^iebeiten «l^atiptfreife etngefd^Ioffener 
^^eil ber ^uge(f{j(^e. 9ßirb t>on me^r alS brei SSogen eben 
fo Dieter Derfc^iebenen J^auptfreife tin %^tit ber 5^uge(f{4c^e 
Uit&nitf fo ift er ein fpHrifc^e^ ^^otpgon^ beffen^ fb 
toie bii fp^drifc^en Sreiecte^ @etten |ene etnfc^(ie0enben S&o# 
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gen fivb. S)ie ^rdbifafe dfeic^feitis/ dleic^t^inflts, 
ungleic^fettidf ttitlm&%ii it. f. n>. fornmen bte« 
fett Siguten m teinfe(6ett ©ititte {U/ t9ie ben gletc^ttamtsen 
ebnen. 

3ufa@ 1. .3n einem fp^drifc^en >Dre(e(fe (ann (eiite 
Seite m S^ofblmi fepn. S)enn ift onfer ben Sogen (St>^ 
9ttr 12.) AC, CB, AB Der le^te ein SiaVbUtii, fo flnb A 
it'nb B Se^enpunfte; ber bnr^ A unb C gelegte J^auptdütf 
ge^t a(fo aud^ burc^ B unb ti flnb AC, CB nid^t SSdim 
t>err(&tebener Steifer fonbern ACB ebenfaDtf ein S)aV>txt{i, 
ber mit bem anbern bie ®pinbe( ACDB hiVbtU 

©0 .lann anc^ fein SBinfel tetf ^retecfe^ in>ei rechten 
SS^'nMn gleich fepm 

£>6n)o^l fp^^rtfc^e IDreiecCe m6g(id^ ^nb m\t einer @ete 
itnb einem SOBinf el , bie baö SRaaf eine« J&al6freifetf ilber^ 
fieigen; fo X!i%t flc^ bie ^Betrachtung berfelben boc& auf folc^e 
{ttrücf fiü^ren / in benen febe eeite, fo tt>ie teber SBinfet Hei« 
iter aU ein ^cMuii iftp auf toelc^e tvir nn^ ba^er aDein 
(efc^rjnfem -* 2)affe(6e gift Don aDen fp^^rifd^en $0(9« 
gonem 

3nfa$ 2. ®ie &ipiiitn tinti fp^drifc^ien S^reiecfe^ ober 
9)ol9goned f innen ni^t alle mit bem SRfttelpnnft ber ^nge( 
tn einer ^bne (iegen^ t^eil fon({ fdmmtKc^e ^tittn in einem 
j^auptfreife liegen 9. i>\t d^nje gigur a(fo nur ein ^rei^ fcQtt 
würbe. 

Sa^er fd^neibef febe burdft h\t Scfen eine^ fp^drifc^ea 
^tixidiif ober/ tt^enn ed m&g(id^ i({, eineö fp^4rif^en $0« 
(pgone^ gelegte S6ne hit ^ogelfldc^e in einem Siebenfreife. 

%nxmxh 2Da bte (Sbnen ber .Steife, beten SSogett et» 
fp]()itirc^e6 Steted ober ^olpgon bilben, tm ÜRfttelpunfte bet Xu^ 
gel {ufammentteffen , fo bilben fi'e einen f5cperlt(^en SBinfel bott 
eben fo \>k\ @efteh oif bie Si^nt auf ber S^ix^d^Mjt ^at, beffen 
@ptge im SRittelputtfte ber Au^et liegt; beffen ©eitentoinfel butc^ 
bie Seiten be6 fpbitifc^en ^olpgoned gemeiffen n^etben nnb bejfeti 
Sleigungöwlnfet biefetben be6 fp^4rif(^en Polygone« ffn^« 
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.^ S. 15. 

Vit |lo(e ber ^zitvx tinti f))^drif(^en $o(9$oneö gebilbet 
tx)/rb, ^eift bad ^olarpofpdon beffe(6en. ^ ' 

Unter bm $o(en ffnb ^ter Obtejentgen dememtf toelc^e 
auf Hn im intum Slauitie be^ ^olpgoned (u^efe^rten @ei* 
ten ber S3o$en (iegeiif toeld^e ba< ^olpgon bUben* 32enttm 
mir btefe tnnerti Seiten ber 93ogen bte poßtibert , fo ßnb bie 
9}o(e bie i^ofUioen/ tote oben §. 12. 

St^rfa$. £>te $o(aritdt ber fp^rifc^en $0(9^ 
dotie if{ 9e9e»reifid/ b. %. {f{ ein f^olt^goft 
P ba< $oUrpol99on eineJ anbertkP't' \^ 

' tft aitc^P' bad $o(art>o(9$on Don P. 

SSetoei^. €< fe9 abcde...« (Sigur 13.) ein fp^drt« 
fc^ei $ol9doii (P) tinb bie (poßeioen) $o(e oon ab, be» 

cd, fe9en bejddüd^ a^ /9, /v^-* SSecbinbef man biefe 

\t>ttrd^ SJoflen aßjfiy, yd...-, ju einem |Jor990tte (F)/ fo 
if{ CnaCft §. 9. 3ufO ^ ber ^ol oon aß; c oon ßy; d ooti 
yd tt. f. to., atfo bie WinUlpunftt oon P ouc^ bie $o(e 

DO» P** 

§. 16. , ' ^ 

Se^rfag. S^^fc^^n ben $o(arpo(930tten finbet 
bit S5eiie|ung flatt, bag bie 6eiten btß^ 
einen bie Supplemente, ber SSintel bed an« 
bern finb* 

9 e to e i ^. £)a bie ^ntfernuns jtt^eier ^ole bai 6iip^ 
plement btß ^inttli ift 9 toeic^en i^re Greife biiben ($. 12.)^ fo 

finb (Sigur 13) (^ßi ßy^ yi be^ilfliic^ bit Supplemente 

ber fffiinfel b, c, d^... Unb ba bie fünfte b, c, d,... 
bie $ole bon ccß,ßy,f3... ßnb, fo f!nb aW bemfetben 
®runbe bc^ cd, de...« tie Supplemente ber SBinfel ßf f, 
d,....; alfo bit Seiten }ebeö ^blggone^ bit Supplemente 
ber ^iufel bti aqberm 



^fnmetf. 1, Untec ben ^elygonm {!nb ^fet Me Scetecfe 
Wft tegtiffen. ' * 

2Cnmetf. 2. 3e gci^n bie ßol^l bet Seiten dne^Dp^dti« 
fd^en ^olpgoned koirb, .beflo tnel^t n&f)ttt e^ ftc^ einet fp^dtifcf^eti 
Äitoe. • 

Sa^et muß e6 and^ $olarftttt)en geben, b. ||. foldj^e Jtut^ 
Den/ beren fünfte b!« Elemente einet; anbetn 5tun)e f!nb^ . toeld^e 
Slemetite al6 Steile e{ne6 «^auptbogend (be6 SSecfi^tung^ftetre«) 
(ettdd&tet n)etbem 

£)aß aud^ ^tec bie ^olatitit gegenfeitig ifi itnb bof }ebe {wef 
^ 9olatfutt)m t>on einerlei gorni ftnb, wicb im britten Steile qu 
jeigt koetben» 



^ 
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S&e}e{(^nen tt^it^ bie €cfen eineö fp^itifäim ^mäi mit 

«, /?, y5 beren ©cgenpunfte mit"«, J, y] fo fc^neiben ficft 
(ie J^auptfreife , beren S3ogen bie ©eiten bti £>refe(t9 

o;/?}/ f!nb , auc^ in cT, ^, y* nnb geben fomit fec^ö S^urc^« 
fd^nitt^punfttf Don benen je }wei ®egenpunfte ffnb. 2)a 
itnt^r ben €cten eine^ /p^drifd^en 2)te(e(f^ feine ©egenpnnftt 
DOrfommen bürfen (§« 14 guf. 10 f fo f innen oiage bret 

©pfleme Don Spunften^ nimlii^ («>«); C/9, ^5 (/>/)? «»'^ 
fo 2U ^reiecfen Derbunben n^erben^ bag anß lebem nur ein 
$unft {tt jn^ei ber übrigen genommen toirb. 

S)a&er finben f!c^ bie m&gHd^en 5(om6inat{onen fener 
fec^^ ^t^nfte }u breiteten burc^ Sntflritfeiung be^ ^robufte^ 

(a + a) (ß + ß) (y + y)j ndmlic^ aßy, aßji ajy, aßyi aßy^ 
aßy'i'aßy^'aßy. 

€^ ffnb a(fo mit einem IDreiecfe ffet^ fifeben anbre ttu 
(nnben/ bie n>ir nd^er betrachten n>oOen« ^u bem €nbe fe^ 
(gigur 14) aßy tm fp^drifc^e* ©rei^tf ^ befien Jöauptfreife 

ffc^ in ben ©egenpunften «, Jj y jum jn^eitenmale fcftnei* 

bem fBertt)ec^fe(n tDtr / mit y^ fo ^aben wir iai IDreied 

etßy^ xoiltiiti bie &t\tt aß mit ctßy gemein ^au i\t anbertt 






! 
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&titm Vif 9 ßv ^^ ^ ^^ ^iti>)){eitt€ttfe «on ayr, ^» AM« 
S3er^(^itns bcr SSmfd (eiber IDreietfe ergieM: e^rß^^ßt 
yaß=i @up)>(enient wn'yaß*, fßa= Bnppltmtnt t>ott yfim 
fdttfji^ntn n>ir alfo bU &titm hti Sitti$di.aßy mit 
a, b^ c, unb jmar bte einer €<fe sestiiilberUegeiibt &tU^ 
mit bem entfprec^enbett 83u(^f{abettf (y/} mit.a« i^^ mit. I) 
lu f toO> f(<^<>^ ^t'^ WinUl mit A, B^ p unb jtoar leben 
Mntcl mit btm feinem ©c^eitelponfte entfprec^enben ^ttc^«» 
ßa^en (/a/? mitA ui f« ttj; fo (d§( fic& ba« IDreietf bar^ 
fleKen burc^ bte S<>(i» 

abc J. ', •] 

ABC) 

Oetttttt tolt n^ tfit enpplimtntt ber ®erfen itttb {ßbti^ 
let btttc^ l^of ({oneale Strid^e ü(er ^eren S$tid^f{ii6ea an,^ ^ {K 

ba^ ©nppremenf t>on a (urc^ T, ba^ tont A bnrc^ A; fd 
x»ivb,i(tß ©reiecf ä/?7 bargefleBt burc^ 

aßy 
abc 

aSc 

€^ se^en a(fo (ei fSertoMfefond etnet Scf e be^ ^re( 
e(fed mit r^rettt ®e0enpnnfte bie nic^t unter berfelben fle^eti^ 
Un 6erten unb SSintel in i(re ©npptemente d(er. 2)a(er 

i^ßy] 
abcS tie anltedenbett 
ABC) 

Iaßy\ [ci'ßy] ^ßy 
TEcJ ^ I abc^l • ja^c 
^e) (äbc) (abö 

S2AC6 bemfe(6en S3erwanb(ttng%fe{fe t»ir( manjuta 

ab£ 

ABC 
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^tüiitm, vüdfti bitfttbtn 6eitm mib SSBinfel ote (qfly). 

imb (aft')=(aiSy); enblic^ noc^ c^f= a/Jy. 

Unter bm ac^t 2)retftreti/ loeld^e burc^ btef J^attpffreffe 
' ^ Sebübet t^erbett/ finb alfo |e itoei cinanber nat^ i^vtti&tU 
fm tmb 9Smfe(ii ^(ei^i ttJmUc^ 

aßy=aßyj 
ctßy^aßy; 

Jbemerfen »(r babei noc^V baf in fcbem ^aore sleic^er ^ttU 
tdt bic €(Cen beö einen bit ®e$ent>un{te ber Ccten im atu 
beräf folslic^ auc^ bie ©eifen bi^ einen bieOedenbogeit 
. ber ®eiten^im anbern finfi fo {6nnen toit foh^e füglic^ 9 c« 
0enbreie(fe nennen« 

3ebed fpHtifc^e 2)reie(f tf{ a(fo feinem (Se« 
genbreiecf nac^ &iittn unb aCBinfeln gleic^: 

, S^a mit jebem fp^clrifc^en iDreiecfe and^ fein $o(arbreied ' 
degeben^ iflf fo f!nb mit einem £)retec^e ftet^ acbt Der« 
fcbiebent S)reie({e gegebem 93e|eid^nen toir ndmlid^ bie 
$ole ber @eiten eineä S)reiecE^ mit a\ ß't y-^ beten ©egen« 

>nnfte mit ja ^'^^ 7$ fr ffnb biefe ac^t £>reiecte folgenbei 

€cßy\ (cr/Sy| (^/*y) l«/^y) 
abc> ) \ a b c I 5 jab c> M ab c> | 
ABC) (SBC) IaBÜI (ABU) 

ABCj ; JABÜJ 5 JABCJ ; ABC >; 
abc) (abc) (aFc) (abc/ 

«0 bie unter einanber ßeMben 2>reiecEe ^olarbreiecTe ffnb« 

, . .§.18. 

. S(ttc^ ititi -fp^itif^c f)o(9don M( fein ®e« 
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den|)oW^^/ bA< Mit iim tlnttUl etittn nnh 

fd^etv 9)ot9done^f in ber angeseSenett Steige auf einanberfol^ 
senb/ tttib a> ßf y, 3\.-.* beten @egenpunf(ei fo i({ ba4 
fp^drifc^t IDreiecf aßy bo^ ®eflettbretecf Don a^i ba^c« 
SBinfel ^:is^; eben fo ffob 'ßyS nnb ^yd Oesenbmeife/ mttü 
%ln fajJirfÄ 7==y »♦ f ». Die ©ttten aber aßß'firf'Wf 
Si..... flnb ben'GeCten aß 9 ßy^ yä,... ali Oegenbosen 
gWc^: — 

3(nmetf. 2)le Sfabten t)om !0lUtelpun!te ber' Jtnget' na^ 
bm ^dm jn^^iec fp^drtfdf^en ©egenpolp^one bilbm ^ml fStperlicbe 
SBInfet, ble n)!e'X)op)»eIfe$e( mit ibtenGpf^fen einanbei: ge^mfib^t^ 
lieden« S)a je jtoel iu ©egenpunftett sej^jrfge Slabfm efnen Jht« 
gelbttrcbmeffer tmb je jmet ^uv^mtfftt nux efne Sbne bHbett; 
fo n>erbm jefte firperlicben SSfnfel butd^ gemefnfcbafitUcbe (Ebnen 
gebflbet, unb fowo^l l^te GdtenMnfet, a(6 l(^ce 92e{sunj6ttrfnM 
fmb ge^enfeMs Sd^eitelivInfeL -üHan Unnte baber fcl<^e fiepet^ 
ti^ IDoppetoInfet mit Sted^t f6cpettt<6e €fcbefteItoiiiIrl 
»ernten, bte einanbec gkic^ ffnbi loie bie ebnen ^i)tHtMnUl 

©enft man ft^ (Smv 14.) ba< fpWrifc&e ©reterf 13^ 

über fein Siebenbreiecf Tißy j^inweg auf fein eegenbretett aßy 

gefc^ben, fo fiUt'y auf ß; J auf ^ SoOle auc^ « duf cv 

/aSen, fb. ip4cbe o^===>^=o}^i a(fo a/}/ ein gleid^fc^enfHcOeis 
IDreiedE fe^^n^ iDiti^nitr (nbeg bei aOsemetner Setracbtung bie 
£>reiecte a£$* unglelc^fertide Dorau^fegen muffen #. fo toirb im 

SlOsimeinen^ nic^t auf a faUttif bk 2>e(iun9 ber ®tQm^ 
brefecfe olfo uum&süd^ fe^n; benn an tin umgefe^rte^ Stufi» 
einartbeeregeti/ tcit bei ebnen ^reiecCen/ fff ^ier nid^f ju ben« 
fen/ t^K bie (onbe^fen. Dberfldi^en bir fp^drifc^en pttUiU 
9^ nk&t beclem . 
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Mi tinttUi @tiün unb aSBinfeln {ufammendefe^t/ betmodft 
tmt ® ecfutts ittlaffen f&nnen / erteuflt . in btt it^tt t)on ber 
mtldi^it berfe(6ett eme @4n>ierigfeft/ bit bti ebnen lOtei« 
(cien.mc^l ^attfinbtt, bit toir tnbe0 umgeM fönnen/tbenn 
üit tioc^ erfbddeti f ba% ein fp^drifc^e^ SDretecC au4 breien 
ftititt S^eflaftbt^eile C^tittn, SSBmfeO dber^anpt nur auf 
2ti^e(erlet 9(rt infdmmenflefegt fepn fann« S)enn fEnb bie ®et« 
ftn tinti iöxtitdi «i b, cj bte SSinfel A, B, C itnb ne^ü 
mn pit I* S3* eine ßütt mit bm anKesenben SBinf elriy . a,, 
B, C^ fo (6nnen B unb C nur tmet Sagen j^abeu; enftoeber. 
jj_a— -C, ober C— a— Bj efn britter gaD ijl unmöglich* 
iiiber nehmen ioit jttei ©eiten ttit bent eingefd^Iojfeneit 9QSinfe(^ 
a/b) <^; fo f ihnen bte ©eiten a unb b nur auf {tt>eier(et 
9(rt auf ben ©c^enfeln be^ ^inUli C lititn, ehtnn'^er in 
ber Orbnung a-r-C— b, ober b— -C-^a. 

sDaffelbe^ (4§t flc^ t>on jeber £erne ani ben Siementen. 
a, b, c, A, B, C erweifen. 

SDa a(fo brei &t&dt tmtß S^mtßS nur auf {»eierfei 
$(rt lufammengefe^t fe^n f innen $ in @egettbrete(fen aiü Übt 
brei ©tütfe immer auf berfc^iebene Jßeife {ufamiiiengefegt 
^nbf fo folgt ^ierau^t 

einb brei ©t&dt tintS fp^drifc^en Zmtdti T gieic^ 
breien &t&dtn tinti anbern S)reieäe^ T, fo if{ bie 9(rt i^» 
rer 3ufammenfe$ung in T' enttoeber t»lt bie in T^ ober toie 

bie in bem Segenbreiecte T bti (entern. 

£)a^er Idgt flc^ bit ©kiOf^tit nac^ @e(ten unb aßin« 
fein j|tt>cicr fi>^drif^en ©reiecfe T, T* enttoeber auö ber utr* 
mittelbaren ^ongruenj t)on T* mit T| ober auö ber mitttU 

paxtn bon 1* mit T herleiten» — 

3(ud^ bei ®egenpo(9g6nen finbet bie UnmigKd&feit i^rer 

IDecEung f{att. £>enn fc^iebt man tin ^oipgon P, beffett 

(Sdtn a, i^, 7, : • . . 9, v^ ffnbf auf fein ©egenpoiogon P» 

beifen €cfen c^, ßy y^...q>^'ip finb, fo baß a auf a fdUtf 



27 

festen ®tiu ttiitn, wie /?, /, d, . . . . an a, anfjo^entte 
©eCfet 

' yßa ■ • , : 

■ ■ I 

S(^er auc^ ^iec tfi flar, ba0 e(tt 9)0(990«. nttc auf ittefetf 
let 9(rt au« feinen Letten ttnjb fiSmfebir. (ie iii fiedebentr £)rbi' 
nuns fi^ ^^ einanber reiben,; |ttTainmen0efe$t^ 
S)enn i* fd. an bit €((e ß festlegen ftci^ t^ir^S^ctett xs unb yp 
cnmeber in ber iDcbnuns aßy, ober j^/Jjv. ; ^itÜaÜfii fldft 
Mc^ bie @(eic65eit btx fp^drifc^en ^olpsone ^efitwebet auf 
ttnntttte(6are Sondtntni,. obtt auf mittelbare burc^ *'ba^ ®e« 
Senpo(9gon gi^Anbem 

^nmetf. ©pl^dtifd^e Sceiede nnb ^olpsone^ toeld^e aulP 
dnerlef ©eftm unb SG3inf ein befielen, unb ih betten teun^^gldd^e 
®tfi(fe ft(^ an einanber fügen, ober nad^ entgesettsefeittn Siid^« 
tuttgen, ]|dfen'f^9mmetrif(l()f ^reietfe ober ?>o(9done« . 

Xu^ bem £)bt9en ifi fiar, baf fptnt^etciftbe 9)o(|i3pne obec 
S^reiede nic^d anbete, aU ©egenpol^gone ober ©iigenbreiectc ffnb» 

s. 20. 

{t^rfa^ VStnn in jmet .fp^^rifc^ea SDreUefeti 
. {toei &^ittn mit bem e{ndefd(^(offtttin.4i8.i»* 
(e( 9(eic^ finbr fo ftnb bie 2)rete(fe (inan« 
bit gUi^ nac^ (Seiten unb SBi^nfttm 

SSetoei«. 3n ben SüMtam (Sidur 1&) ABC nttb! 
A'B'C fepen bit ©eiten AB, AC ben &tiUn A'B', A'C, 
ber Binfel A bem SBinfel A' gleich , unb biefe bttl Qt&dt 
in beiben £)r.eiecten . anf einerlei 3(rt (onflntirt äRM (ege 
A'ß' auf AB, fo fiüt, »eil A'=A, auc^ AC auf A'C, 
C auf C, unb bie.©reiecfe becfen (!c^. 

@inb aber bie angeführten ©tilcte in ben S^reiecfen auf 
entgegengefegte 9lrt iufammengefe^tf toie in A'B'C unb aßy^ 
bem Qegenbreiecf bon ABC, fo if{ A'B'C auc^ bem aßy 



\ 
I 
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im4 fSl^itcn «n^ fBinfebt tUidtt «eil ti fl<^ mit ABC 

btdu- 

3ttf'a$ 1. 3tt dUi^^m IDrdecfen liebelt sUic^ett 6ci» 
ten steige SBinfel $e9entl6cc unb umgefe^rt. 

( 3ttf a$ 2. 3tt lettm fpidcifc^en IDceietfe Utgtn glet« 
c^eit @(it(n gfeic^e SSinfel gesenä^er. S)enn i'fl in ABC 
6e{te AB=AC, fo iß auc^ im ^eaenbceiecf «/?/ ®et(e 
ttß=tty; ibttpm fft SBinfel 0»=}^$ B=ß. mi dU((^ 
fd^enftic^e IDre^äf e btäm fi^ aitt ABC unb aßy , iinb |t»ar 
C ttät ßi B mit yj Ott« C=y unb B=y folgt ttttn C=B. 

3ttftf$ 3. eittb «Ut @tHtn tina fpWi^litn 2>(eU(f< 
isMc^/ fi> flitb äffe SBinfel s((i(^. 



J. 21. 

itVtfa^*. Mtnn in |t9e{ fpMtifc^en ^ttitdtn 
rtlt &tittn bti einen ben ®t{ten be4 an« 
bern (eiflglic^ sleic^ finb, fo finbi ti au^ 
He ?©lttfeL ' : ' , 

SSeweW. 3tt ien ©referfen ABC, A'FCT ftt) AB=5 
A'B'; AC=A'C%- BC=B'C mb blefe ©eton fe^jen auf 
entgegengefe|(e 9(ct (onf{ruirt SD^an benfe fic^ A'B'C unter 
ABC f6 an bafTelie gebst, bog A'B' auf AB f&üU fo tft 
in bem 8leic^f(*enHic6ett 2)retec!eCBC©mWBCC=BCCf 
hl bem tbtnfaUg sletc^fd^enttic^en S>ttud CACf ifl SBinfet 
ACC = AG'C ; ba^er BCC + ACC = BCC + ACC b- f. 

asittfet AßB=^A'G'B'5 folflli* bie ©reiede ABC nnb A'FC 
gleich nad^ bem bocigen it^tfaiit* 

@mb aber bit &titm in btibtn ©reieden auf einerU{ 
Stet (enflruirtr fo ne^me man fit b<a eine fein Segenbreiect» 

§• 22* 

Se^rfa^* SQSenn eine &titi unb bie anlieden« 
ben SBinfel in (tbei fp^irifc^en ©reiecten 
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d(et($^ fttib, fo finb hit ^ttitdt nft($ &tU 
ttn ttttb ^inttln tlnanbtt ^Ult^. ,. .,. 

, ^ (abp) 

a'b'c'f @e«e cs=c', ©inW A=A'j B*^If. .31» !>- 
A'ffC] , 

B'ttttfec='c^ alfo j»ef ©eitttt m(t bem eingefd^roffettett SSSiti* 
W aWcftf ba^er auc^ r=7; b=P; CäÜ's tiH>rau^ aea 

a'; b=b'; d=:(r folgt 

3ttfa$ 1* J^at tin fp^itifd^ti ^ttkd fttd sfeid^e 
SBtofe(# fo ßtib aitd^ btt benfelieo segenüberfie^enben Geiteti 

a bc j folgt 
ABGI 

iabcj 
Aßuj t^ec'S=5b a ao; 3ttf^ 2.}j 
*.bcj 

worauf üd^ a=b ergiebt 

3ttfa$S. eilt s(ek^(tt(rtc$(< (i)^irc|i(« JDnietf fft 
«tt^ ein dUit^feitise^. 

i 

i 

U^tfai. &inb bteSEBinfer jtteter ft>Mr(fd^en 
JDreiecfe beiäsltcb Qlti^, f^ fitib << aud^ 
btc 6e{fen betfelbetu 



t 
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a5<»eiA' SBerni fe bett ©Kfedfen |» ^"f ' Ja' b' c' 

ABC\ / A'FC 



; f. 



.'V'Br^B', C»C if!} fo (fl in t>en Volorttretecl« 
ABcl , M'^'^l berfelSett Ä=A'} ß=F; lJ=^i d(fe 

t(e ^olatbreiedEe i^renSettetif mithin aud^ t^ren SBinfeltt ttd4 
glel*- (§♦ 21.y 2lu« aÄa'/F*=b', c=c folgt bann as 
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■ • 

Sejrftt^. SDle ©nmrae her Seifen eine« fp^J* 
tif^en SDteiecfe« ift {(einet ali ein ;&attp(« 
ftei«/ 

$5en>ei^« ^an Im ^tird^ bie ScTen btS SDretecfe^ 
ABC CSisnr 17«) eine (£bnt^ totld^t bk Xnitlfiiäit in beiu 
«ebenfteiü AbCisBc fc^neibet. ($. 14 3uf. 2-) ©a unte« . 
bett ^ei^^oaen jn^ifc^en jwei ^mtttn ber ^ugeifldc^e bec 
SBogen be« ^auptf reife« ber fiiriefie ifl (§. 6. guf. 10 f fo 
ift etitt AC<AbC5 AC<BaCj Aß<AcB5 ba^er b/c 
GmnmeaOer Betten Heiner aii ber Umfang be« SRebenfrti« 
fe^f um fo ine^r aifo ((einer M btt J^anptfrei«* 

aßy 
Sttfaö t. SBie im ©rtiecfe {abcl a+b+c<2nr 

ABC 

aß^y 

Ijlf fo i(l anc^ im afleftenb^eiecl < abc> a+b+c<27r, 

ABC 

9lbbirf man Wer auf beiben &tiUn b + c, fb ifl ^+27* ■ 
<27t+h+c; ba^er a;<h + c. 3n SSJortcn^ ©ie ©um-' 
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grJfter^ dl« bit htittt ©eite. 

3 ttf « $ 2» aitt* b.+ c> a folgt b > Ä ~c , 6. J. f e* « 

^eitt be« fpHnfc^ett S)rete(fe« if{ st&ßtr <i(« 
tie SDtfferetti bec (eibeii anbefriu r 

Sttfi^'S. auf 6a* forarbrelecf { AlC> attsettenbef; 

9(eBt bef ?'e5rfaö*A+¥^-C'<27r, b» f^ yr— A+fT— Ö 

tne bet SBinfel eine« fp^itifä^tn £>retetf« {({ 
a(fo f{eN gr&Ser al« i'toei 9lec^te* 

. ©a jebec 2BinW <nj fo ijl A + B+C<:3fi?;. olfo 
ft mb Stt bk @ren|en befiifEBinfelfamme« ,:. . . 

S)te ©cenjen bec ©etfenfumme ifi ttitb 2^i ber SKi* 
({anb betber Srenjen alfo sleic^* 

3ttfa$ 4 Mt im ©refedEe a/?j/ nac^ 3ttf- 1 A+B 

?^iC>^ Iflf fo ifl im SßebettbreicdEe aßy üuät A + B + C 
^n, b* {• A + ^— B+ff— .C>7r, toövani A+7r>iÖ 
+C folgt JDie ©ttmm'e jtteier SBfnfel übertrifft 
ben briften um tDeniger ali imei tUt^tL 

Sttfaft 5* att«nr<A+B+CfoIflt^— A<B+C; 

b* L A<ß + Cj unb au« nr>A+B—C (3ttf/4) folgt 

ir— A>B— C, ober A>B— a 

3« SEBorfent 2)er S(ugentt>intel (A) eine« fp^drifd^ett 
JDreiecf« (b. ^. ber Siebenti^infel eine« SBinfel« im ©reieCl 
ift Keiner at« bit &nmmtf aber griger al« bte SDiferen{ ber 
betben tnntm SSinfel (B, C) be« JDteiecte«, .tbelc^e i^m do 
genöber liegem - > 

* 3ttfa$ 6* S^ie @umme {n>eier @eiten eine« fp^&tü 
fc^en S)reie(f« ifl auc^ gr&ger al« bte Summe jn^eier Sogen^ 
teeld^e t>on einem fünfte innerhalb be« JDreicä« nad) beti 
€nbpunften ber britten @tiU gebogen toerben^ £)enn finb 
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fm S>ttkd ^ABC Cgidttt 18.) DA, DB fol^t Sodettr fe 
ftecUnsete matt AD iü an BC, bit ti inE ttiffU 3m 
©rtletf AEC if{ barm AC4-CE>AD + DE (3»f. 1.)} 
int ©ceW BED if{ DE+EB>DB; ba^et, »enn Uibt 
Ungletc^unsett abbict tmb DE auf 6(^ett Gdtttt fubtra^itt 
»irb AC -^ CB + > AD + DB. ■* 

fSa^ ben Wmttl x betrip/ fo ift er <C4-y^K* aBet 
>C— (y + z). iDentt <« tjfx<u4-y5 ttnb x>a — yj 
■<3«f« 5.) ebm fo ti<C4-2 imb n>C— «, bo^ec x<CC. 
.+y+a tttt^ x>C— (y+«> 

§.25. 

bem dr&§ern ^Inttnit iti^txi @eUe sc« 

^5 'fi 95 et» ei«* €« fe9 im SDreiecf ABC fcer gBinfcl B>iV*- 
a^ad^t man bnxdf bett ^oflen DB ben ^m(e( DBA=:A; 
fo i(l AD=DB. C§v22. Suf* 10. 3» bem Zttitd BCD 

tfl DB+DC>eB, ba&ec AD+DC, b- !• AC>CpA . 

^ • . ■. * 

3ttfa6 1* S(ttd^ (teM ber fir&0ern @etfe bCf? 

SrigetefESinfel de$etfdber* ^enntf{AC>CB, fo 

fann m(|t A=B fe^n/ niesen CS« 22« 3uf* 1.); auc^{antt 

. >iiid^t A>B fe^nf toesen bed eben bett>iefenen Se^rfa^etf;' 

SDa^er muf A<B fepm 

• 

^nmetf. Zai ^olatiuUd xo&xbt baffelbe SZefuItat auf 
birectem SBege geben* 

3ttfa$ 2. 3e Qad&bem bie 6ttmme t^efcLti 
leiten eine« fpMrtfc^en S>reted4 Qth9tt^ obeo 
fleiner^ ober eben fo Qto% i^, ali ein ^albttti^p 
tft anc^ bie ©umnte ^et segenäber (iesenbcii 
aSinfel gc&getf (kinetf ober eben fo grog a(4 
itbft Stetste. 
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!aßy 
abc) a+b^fr, fo ifla^fv 
ABC] 

-^b« ober a=b; itl|b im ZUbttibHki / alo) an^ A 

ABC] 

^B ($« 25« Siff- 1 ttnb i 2a 3ttf. 2«), ober A^/s— ß$ 

ba^r A + B=r». . \ 

> 
Sttfaft 3. UmsefeM: 3e nac^bem bie Gumme 
itüeier fBinfel eineö fpbirifc^eft S)reic(Ie< »r6« 
fftr eben fo srof r obtt.tUintt ali iXotifKtdttt 
' ifl, ifi aud^ bie Gumme ber segenäberfle^etibett 
Geiteti srdfetf ebett fo gVoflf^ ober Uciticr altf 
ein ^irlber J^attptfrei^« 

$.26. 

^ie fo tUn enttoicf e(fen mettoilcbigett Cigettfc^flCe« htt 
A>^drtf€bett Sreiecfetf führen auf aubre nicbt minber toid^fise 
Qolflertttideti f {u beren ^ntxoiädms toir Solgenbe^ borauif« ^ 

t %t^nfat. 1) fSenn bie Gumme {»eier S5o« 
seti (ober SBinleO Heiner ali n ift, fo ig ber 

Heinere <^} 

2) iH bie ©nmme >/r, fo mnf ber «r&f ere > j* 

fe^ttJ 

3) imeibeutifi ift im er({en gaUe ber grSf ere^ 

im itoeiten gaKe ber Heinere; 

4) in beiben gdHett aber H ber itoeibentifle 

3 



S3osen bem Üttabrantett nHtt, ali ber an« 
ber^ 
' JSemei«* SDie Sltc^tidfdt 9on 1), 2), 3) fSOt in bic 

^aö 4) betriff/ fo fe9 

a) für ben erften ^aD ber drigere IBoseti :±: AB; CStsitr ' 
200 ttttb A'B'=AB gemacbt ©er tteinere SSogeti 
tntt0 difo <;AB, foldüdi entfernter bom flLnabranten 

AO fe»n. 3fl ber grJfere S5o«ett >j, etwa s^AB*, 

. fo mng ber aSoranöfe^uns in 1) t^egen ber fleittere 
<A'B\ a(fo ebenfaO^ entfernter bom £ittabratttett 
' fe^n. 

b) 8^ ben ixotiHk goO fe9 ber ffemere Sogen AB ober 

AB'; ber anbere muf n(d^t nur >-2 » fonbern aitdft 

Sr&ferr ttlö AB% alfo ebenfaO« entfernter Dom Üua« 

branten fepn. . / 

11. &nt i^nü^t 93etrac^tund giebt bie Stic^ttsfeit ber 

Umfe^rung: fSBenn Don jtoet S5ogen q>9 ^ ber et« 

nt, g>, htm Ünabranten nd^er ift, ali ber atu 

bttif tp-, (9 mnf 

1) »enn q>+ilß<7t i^, ip ber ((etture nnb <^ 

feonj 

2) Ptnn,q>+tp>ft ((If ip ber grSßere nnb grü 
ger ali ein Ünabrant fepm 

SD'enn e^ fe« 9:^ AB ober AB' nnb 

1) g> + ^<n. SBdre nun ^>Jj fo taugte V^ öuc^ 
>AB', a(fo q>+tp>7t fe^ttf gegen bit tBorauÄ» 

fegung« aßdre ^= j» fo tt^re 9 nic^t bem Üna« 

branten nJ^er» aifo fann ^ nur <i:j, unb mng Hm* 
nacö «tt^ <y fepm/ 



A 
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. 2) €« fe» g>+tp>n:. SBdce V'<2"» fo mfigte er 

, i<ABj affo q>+ilJ<n fepttf tt)aö mit ber S5orattd- 
fe$uns flreim; e6ltt fo »entg fann t^=7r fepm SDa< 

|fec muß V'<:2' ^^^ ^^^ dfi§ere SBoflea fepn. 

i 27. 

£>iefe ©d^e auf bte Letten unb SBinfel be$ M&tifd^m 

S)jreu(fe^ ansetoenbetf ergeben golgenbed; ' 

l):aBentt ixoti.&tittn a, b tinti fp^drifd^en £)reiec!e^ fo 

befcöajfett finb, bag a+b<7r, unb a<b (jlj fe (fl 

a Heiner atö ber Ünabrant 3ttg(eic6 ifl aber auc^ 

A+B<^ un^ A<B, ba^er and) A<'j; alfo 

. f!nb a ttnb A gJeid&artig. 

2) SBenn a+b>7r unb a>b ifl, fo ift a>^; bann 

' - 

jjl andö A4-B>7r unb A>B, ba^er auc^ A>^i 

alfo a unb A gleichartig* 

^a in beiben gdUen b unb B bent ^nabranten nd^er , 
flnbr a(^ a unb A ($* 2Ö.), fo fö(gt wegen 26* 11- ^ierau^ 
ber ®a|t 

:SBenn »on jwet ©ettcn eine« fpbfttt* 
f.d[)en. Steierfe« bie eine tl^ret ©.rope nac^ 
»om feuabtanten entferntet ift, ali ^ie an^ 
bete, fo ijl fie mit bem gegenübetliegen» 

ben aOBinfel gleichartig» 
lEBenben n>ir bieg auf aOFe trei @eiten beä ^tcitdii an, 
unb nebmen c ali bie bem Öuabranfen n&ä)ftt Seite f fo 
folgt ani ber SöergWd&ung 1). »on c mit a, 2) t)on c mit b, 
bag a unt b mit i^ren gegen&ber(teg^nbcn !£ßin(e(n gleich« 
aröitflÄb»:;-'^ .»..:'•. 

3* 
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3(lfo finb tti jebem fpHtifc^eit SDreiecfe 
üftni^tni {toet ©eiten dteic^artig mit ben ge» 
geniberliesenbett Sa^ittfelttf jun^ itt>ar bteje» 
nigen, welche t>on bem Oiiabranten entfernter 
üli bte briete ©eite finb. 

S)ec 9l^ipr0{i(dt ber ©tl^e in §. 25. 3ttf. 2. nnb Snf. 
3. n>egen (äffen f!c^ in obigen ©d^Iüffen bie ©eieen mit ben 
fSßinfeln bertpec^feln, unb ti ergeben flc^ bie ttmf errungen: 

tßon itoti SBinteln eine« fpMrtf^en iDref* 
tdti if{ ber Don bem fSttäfttn entferntere mit 
ber dedenäberUegenben ©etfe gteic^artis; 
nnbi 

3n jebem fpMrifc^en ^ttitdt finb toenid* 
({end in>ei ^infe( nnb jtoar bielenisen^ t^elc^e 
Dom Siechten enefernter finb al$ ber briete 
Sßinfelf mit i^ren sesenilbectiesenben ©ei* 
ten steic^artifl. 
Tlnmext^ 2>aß bie britte Seite mit bem bntten SBinfel im 
Züdmeinm foiDol^l gleid^attig atö un^Ui(i)attli fepn fann, jetgt i 
eine efnfad^e SSetrac^tung. ÜBan fantt= n&mlii) ben^Sd&enWn 
AC, AB, e\m^ SDBinfet« CAB, bereit ©umme nfc^t gtifer al$ 
(in SXmtxant ifl, jebe beliebige £)effnung, flumpfbinf liebe unb . 
fpi|n)tnfltc{)e, ^thm, »dbtenb bie Snbpunfte B, C bet ©eben» 
fei um njeniget al« bie ©umme bet befben ©(benfei, alfo txm \ 
n^eniget M einen £luabranten t>on einanber entfernt fmb. (§. 24 , 
3uf. 1.) 

Stimmt man fiatt ber ©umme bie £)ifferen$ ber (elben^ 

©d^enfel AB^ AC tit(i)t f leiner al§ ^, fo bleibt BC immer gcis 

f er aie ^ (§.* 24. Suf. 2.) , toil()renb jene ©c^enfel fpl|e unb : 
flumpfe SBinfel bitben finnem 

ff . 

3 u f a $ 1. 3(u^ ber Stetiprojitde ber enfiDidEeften ©d^e- 
folgt f ba§ ber btm £luabranten nd^eren ©eiee aud^ ber bem^ 
Siechten nd^^e fBinfergegenuberße^e» nnb nmgefe&rt* J^ier« 
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Mi abt^ fo(|(: Unb v^ti.&tittn QWdf »tlt Dom üuabran^ 
(en entfernt f fo ffnb ti aud^ 6ie i^nen desenAberHegenbett 
§BHtätU unb ttmsefe^rt« 

3 Ufa 9 2. 3fl nntet ben fSinfeln be^ fpUtif^tn iOttu 
tätl ififit% Hn ttdfttx, ober nnter ben Seiten tint s(et(^ bem 
£tttabfarite.n , fo ftnb;biffe. bem redeten 9Bm(e( ober üua^ 
btavm ßm n4c^^eni ba^er mäffen im ttd)ttoinU 
UditnS^xtitä, fo toie in bemfeniftenf baö einen 
Anabranten ali 6ei(e Nt C£lnabrantenbretecf)f 
bie.Aiiiidett Reiten mit ben se^enübtrUedenben 
i^iniän dle{(^art(d fevm 

Suf a& 3* 3f< J9 tintm fp^drifc^en 2>retecfe eine Gefte 
ein ^nabrant nnb ein and'egenber WmM ein rechter ^ fo ffnb 
and) bie btefen gegenübertiesenben ©tücfe eit\ rechter SBin« 

Ui unb eift Onabrant. 2>enn ti fep a='2' nnb B.= j. : 
mm a= J tft b sreic^attig mit B (3ttf. 2.), a(fo 1>=~ $ 
1^(11 B=ä2. i({ A iki^artid mit a, alfo A=^; folfllic^ 

fotti^'b ,oW A=2. - 

S)a^er finb aOe brei ^tittn £luabranten nnb aOe ^in^ 
fei re^tef toenn eine Qtitt mit ben anliegenben ^infeln, 
ober itoei ^tittn mit bem eingefc^ioffenen SBinfel 0uabran« 
ten unb. Siechte f!nb. -<> 

gttfa^ 4 @inb {tod ©eiten bem Ünabranten gfeid^ 
na^e unb {usleic^ nd^er ali bie britte^ fo finb alle (Seiten 
mit ben gegendberßesenben fEBinfetn gleid^artid* 

^enn finb b nnb c bem £lnabranten gleich nabe^ fo {({ 

enttoeber bcsc, ober b + c»^. 3e nad^bem nun b=c; 
i(l au(fi B=C, unb ie nn^bem b+c=n?, ifl ttuc|> B+ 
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XiSft. 9llfo möflfktt b, c mtt B, C örei(^«t»ft ftOnV ^ 



4 




nac^ bec ^t^pct^tfii mit A sUid^atti^f «(fö aOe-@dteti.nitt 
ben geseniiberltesenben SBmfeln gUic^itctid« 

J&ierau^ folgt i 5ffientt )n)e{ (Sdten 0ttabr«MeKi<f(ftbv f» 
ffnb bie gesenfibernegenben SBinfef rechte; ba^ev atte'VSinß 
Ul teerte fe9n muffen , tomn aUt Getten Üuabranfett fhAi*'^ 
IDte Umfe^rung ^ierDcn bebarf leiner 9ia^einanberfe|itto9* 

3ttfo$ 5. 3jt eine Seite ein Ünabrant unb ber je* 
fienfiberflegenbe SBinfel tin rechter f fo if{ iMtiiflfteftii ttiic^ 
eine ©eite ein Öuabrant* ©enn e« fep (grdnr'JLVtm 
SDreiecC ABC &titt CB ;in huabranf f A tin rechter SBiti^ 

ttl nnb AC fet) fein Önabrant IDann fep AD=5— ^ »p D 

ber 9)o( bon AB [% (§« 8* ^uf« 4) 3ie^t man ben Duof 
branten DB, fo i|l SBinfel CDB ein ted&ter (3uf. i) unb 
ba^er AB ein Üuabrant* (gaf* 30 . ^ 



§. 28* •' - 







Segicfa^* (^inh a((e fH3infeI eined fp&^t^j^e.ii 
©reiecfe« fpi§e, fo finb alle ©eiten tlefi ' 
iier aii anabtariten» 

55 e tt> e i «. €« fepen m ©referf ABC (Stgur 22.) olTe 
SBinfel fpi§e unb B ber grJgte* ©a er juglctc^ ber bem^' 
geeckten nficftffe ifl, fo pnb bie Seiten AB, BC ben geaen-' 
öberliegenben ÜBinfeln gleichartig ^ folglid^ deiner atö ^tta* 

tränten } alfo ifl nut }tt Jeweifen, b«ß AC<— fco. . ; 
SB&e AC>|, fo feo AC'=^; judl(i($ anc^' AB*.^ 

ss^. ©«nn flttt> AB'C unb ACE' rechte mm (§. 27- > 
3ttf. 40 unb BiC mit A gHeic^artlg C3uf. 2.),- «rfo FC. 
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<?• 3tt tf« an B* tt^mkdiditä XXttecfe BBt? {ft 

BTBC aletc^rtiS JnK ß^CH, «Ifo «n* B'BC<2.. jo^^e 

ABCT^I^infli tt'm f» ne^r ABC><7; ^esett tieSSoratu^ 

rcftiUtg. . aifo fao« AC liiert > J ftp«. 

OMre AG =^, fo folgt aud bem an B" red^fmmf« 



«^^ *•« 



artta mit BC, atfo <J, unb olfo ABC>2. fep« ajlfifter . 
ttoif jfMQ&m fleflCQ bie iBorau^re^uns if{. aKit^in tfl auc^ 

;3ttfa$ 1« 3ft ber griffte SBmfel ein red^terf fP:;ftnb 
auc^ äffe (Seiten f (einer ol^ 0uabranten; benn bie obigen 
iB'c&iöff% dnbern fc^ babcf nic^t. • ^ ■• j ' 

3ttfa$ 2. . ©inb aDe @eiten grifer aM Ouabrantettf 
fo ifrnb"a0e ^infel ({urnpf. S)enn if{ jeSe ber @eiten a/b, 

c>7r5 fo Pttb"*!? b^f c<2.; ijifo (m tJotorbreiecf atte 
aSinfel fpt(rf ba^er aOe @eiren Ä, B, C lu Solgc be< Se^r^. 
fafie« <|5 mit&in A, B, C>|. 

gttfaO 3^ 3f{ bielliQ'nfle 6eite ^n:0iuibrant, fo gtt^ 
mid^ »KeSBinfet ({arapf*. Z)ie4 folgt eben.fo mit J^AIfe M 
. glotarbriiecfe^ axA Suf. 1^ - 

tiefer 3uf<l$e »egen .(46t f!c^ ber @a$ affgemeiner fo 
attfßeDen: 3({ in tHixa fp^dfrifc^en 2)reie(te ber 
gr6§te 9Bin(e( nic^t gt&ger aU ein Stec^fer^ fo 
finb' alle @eiten {(einer a(ä 0uabranten; if{ bie 
tUtnf{e @eife nic^t {(einer ^\i eilt-'Üuabrantf fo 
finb a((eaBin(<( ftumpf. 



■.'j/it » 
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..Sofal 4. 3({ in änm'ttdtmMliittn fp^itif^i» 
IDrdeife jebe ^at^ete <^, fo ift <md) bit J^pottmtfe <^. 

«... ' • • « »t 

^entt bann ifl >er re^fe fEBmfel ber sr6fiftei' CS« 27. ^uf. 2.) 
J^OpelettttTc <^; benn ifl im SDrdede jabc| A (in fMHi 

(abcj .,„ 

««! «ib b, c>|, fo ifl in (^)^, r<5^». A ^ 8^ 

S$etbe 3ttf^6t (affnt ffc^ fo {itfaramettfafrettt 614 1 1»44 
j(at^eten steic^actigr fo tf{ bte ^^ptttnutt<^ 
' 3ttf<^@ 6- ^'^^ ^^^ Statteten uitsleid^artidf 
fo iff bie J&9»)otettttfe >2v©«tttt 'f^ i» (a/^y) bie 

ÄatM« t>^; €<^} fo linb ta (a^) *ie Äat^etoi b unb 

räWd^rtfg? ba^er a'<:-2 5 forgfic^ ^^'J' ' 

.* 3ttfa$ 7. S>it Sttc^ftsfeit be&'Umfe|r«n8eit Mi 
^ttfdge 5* )xo,^ 6. fdSt in bie Slugen* 

3ttfa$ 8. iDiefe(6ett 3ufd$e auf ^^% $o(atbreied an^^ 
^eibenbetf ergcffenr ^tnb in eine« Auab^ranktübrei« 
ttte bie 9li(^t<|to<ibt?an(en sleic^artiSf fo i#'fre4r 
bem Üuabranten gegenäberliegenbe SBintei 
'1{umt>f; finb fene undUid^nttiSf fo tflerfpi$; 
unb nmsefe^rt 

$.29. . . 

©ie (n §. 27i tmb $. 28* bargeffettten SSejie^ngtn jn»i# 
fc^en ben Seiten unb SSinfeln be< fi^^rifc^en JDffiecf^' fti^ 
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rdi «Mif liiieii lAnfiett nvH 4fäf$tx^-&ii1i. Mvt-bit OUd^^ 
fl)Wrif(*tf ©reUtfe. ' r\ :■' . • /. 

2e(rfa(M Sioei fj^MnfcdtiDretextrniii^ einait« 
ber gleic^r m<nii i»ej/®i(fett ttVI »et SB4tfi 

6.eite i^4::it UPttt:iJfibin intiti^tm^Ht^ti 

* »e«ii«. ^nt^JDreitcfim (Statut 230 -AQC^vA'iTG^ 
f^p AC^^A'fXyQB^CBr; ß«B* tmb AC^ AXT, btm 
aitabw«ni; n« Jieey aW CBi, <?Bf/ . ; : f , 

. : 9|M* lese CB' auf CB; fo ftff A'ff oitf AB,*«« 
V.=^.:* SÖtpJpuiift A' lonti webdc itoifc^ett :^ u9b B, nodft 
über A ^mau^fallen« S>enn fiele A- tttoa in A''^ fe n>ibb< 
CAA" ein slei*fcbentti4e«^©reie*f bec 5fflmfel CM"= 
CA'A , olfi^^ aSiinCei PA"B m^UiOtattii mU .GAB fetüt :tfr 
^it beiben aber m^tt 6eite CB^ric^actlg fep^ »eil in 
ben IDreieilen GAB, CA"B^ .eeite CJ3 tom 'Qttabeanten 
eniferntei.;a{4GA^.:CA ift 9Ufo (ann A" mdft im^tn 
A unb B faOfff« *- Siele A'.Äbec A diitaui^y eftoa .in 
A'"; fo »ärbe »ieber au< ber ©ieic&^eit bon CA nnb CA"* 
bie Unflrefd)arti9«eif bec Söiirfet.CA'"B, CAB foCflen, mit 
n>e(c^en j^efbtn CB^eiAai^'g fj^n jnii^fe« >^^ 
auf A f arten urjÄ^ bie ©reif rfe\^^^^ 

. . 3C,n m*e c f . ' iV SJInb We i?r^f^tfe auf eutje^engefeJtejJtrt f ön# 
flruictV-fo iß ffic ba« eine fffai'ßeaenbreferf jü'nebnini. 
. . JC^mVci, !^' J)a5 rti'aSfnfet CA"A, CA^% unb CAA** 
SRjcbtejipft/ uiife'fomlt obfje ©^tflfie Uiceii ■ «nfljfi« / Ift be«»/* 
'gen ftfd^t lifSgfit^; t»dl bahn C Bec ^öf\)Ott AB ^f. 7. Suf, 2.^^ 
ballet <^ '^^0(9 : £luabcane ni^^t entficiuec t)onr Clnabcanteh fe^n 
ipäcbe, r(i» AB, i : 

3 nf a 6 1< IDer Se^cfa^ ifli anc^ Sdttig f n)entt bie in 
bemfeiben ecwd^nten @eiten (AC, BC) gleicb tötit Dom Üua^ 
brauten abfielen« iDenn baß aud^ in biefem S^Oe A' nic^e 
jn^ird^n Aunb ^, tma in A'', iiegen fann^ fie^t fo: IDa 
AC unb BC ^eic^ entfecnt bom Üuabcanten finb # fo ((i 
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MHtUi'AO=iBCt »6ic'AC-f^Casff> c6rii f» MWeNr 
A'C'=B'C, 9t>txA'G+JfC=n. 3fl AC, A'CsrBQ; 
FCVfo i#Slnf((CAB=:^GBA=CA''B; nab tvcden AC=s 
A"C attc^ CABhäCA^j bo^et mflgtt CA"ß=CA''A, 
«(fo <iUt seKftftnttti tSteffC Stid^te^ C bvc ftol »ott AB trnb 
Ifft &0ttn cyi^eA £itob«an(ett fnm^ 4r«i< iHc^ ongenoni' 
mett unb auc^ nic^t aniune^men tft 2l1tA6^tc AC-f BC= 
*r<^W(r-FB'(!r$ tttt^.A' ^ie i» A", fo miMumntd 
GAB + CBA = «:wCA"B '+ C«A , mithin CA'^B^CAfl 
mb wegen CAA"=CA''A«ii(fr OA"B*a€Afe dfo, »fe 
t>»r^inr C btt Ißil oiw^AB fk^n. CSeit fo MSt ^4 (af 
l^tttt f ba9 A' md)t Mtt A ^itiduifaiCm fauai »k A*^. 
fba^tt tf bie SBe^anptttitgl ef)tben(. 

.^ttfa^ 2. 3t9e{ tec^minflid^e fp>'H eifere 

i^reitSe fUb Qlti^, tDeni» bt'e J^9)>otiii-ttfe unl) 

eine jeat^vte in eciteM 9(e{(^ ftnb. ($.27; Bnf. 1.) 

.• :3li»cf £lnabc<tnttnbrftUäe ftnb QltH^, t»t1Mt 

eitt'Stic^.tquäbrant tt'nJb b<i! betn£in<tbtatitttt ^c» 

V deniKeC'Iiesenbe SBiKfel ^(eic^ ftnl.'-': 

». ■ ■ ■ .'•■■. # • • 

• • :.- ■: ■■^ • ■ . S.^30.-- • '• " ■■■■ ■ •• 

8«$Vf«$. 3»e( fpHcJf*<5"^reiifrfe f{«> ötefd^^ 

wenn {wei SBinfeXunb b.U ^ejte/ welt^i 

'beiri>''1bem SRet^itett «d&erttt t>Vtt ient» 

fflSiÜE^Ttt lseden36e(Xiedtf s,Uidi finb. 

.. SiefoeK. 3|tmi»ett©ce»e(fettCo^y),((?'i5'j''XA=A% 

B'=B'^ ^=b'- «nb B, B' bem Ölet^ten tt4$« ttW_A, A'| 

fo iji. in ben ^olarbreieden (o^c), (a'bV) @ette A^sA^; 

B=b'; SBittfel bTrisb' uttb B, F bem Äuabtanfen nd^ei^ 

idß A» Ä' , ba^ec m^ beät S^orfsen biefe S^retedef mtt^i« 
- anc^ i^e ?potarbreteete {dßyy, (a'ß'y') flleid&. 

3ufa$ 1. 2)ec £e^a6 ifi au(i iHti$, wenn b{e et» 
»ahnten $GBin{e( sleic^ weit t>om Siechten entfernt ßnb. ($.29. 
3uf. 1.) 
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sUiäf, ntnti.bit 4tH»$(fttttfen.ne6fl .einmal «qUc 
^enben SBinfeHn (fji^cn sUt(^ ftnb, '. . ^ 

Jtö'ei mabranfehb'relecfV fl^^^ »et^o 

ittef'tE5.i«>'«r bartttra'b.et Di.|ti''fciita6r.antei» «e* 

«. 31. 

^ • ■ • ■ ■ 

■ ber e7h'^ef*(6ffttte;'to.lttfel VeiJ ,eifjle« «6et 
, ' df8f<f» «l^ Vrt tem-Anbettt" {(li fo ifl bte 
' ' birttfe ©fite' b'e^ 'etffern' 9t6f et, d\i ble 
' 6e^ jweiten. 

• SJ e W e i <. €^ fe» it^lgttt' 24.) A'Cli ÄC j Cß" =. 
CB; bettemW C<C. " SRatt Uije A'C auf AC.fo fiUt 
CflV: pifc^eir, CA unb CB unb.bdc^nnft Beti(t»<ba.ilberr 

1) gaot F aber AB^ »ie B"? /o (fl <?B+BAp>CB" + 
B"A, folQlidi md) 9tb{us ber Gletc^und CBsCB* 
Auc^ AB>AB''. 

2) %m B' witet AB, «Wain B"'; fo jie^e man BB'".- 
> . 3» bem d(e4f4iai<Itc^en S)re{^e €B"'B^^(l SBttt« 

^ f<rCB'"B=CBBT; boi&cr CB"'B>ABB"' mtb uoc^ 
iiie|H:<. AB"'B > ABB"' ; ba^er AB > AB'/'. . ,^ 

3) S41|[il-B' auf AB^, ,Mie b; fo ift.üafifj»^ ÄB>Ab 



I ■ I - 



$. 32. 

8enf«y«^ '^«tt* in iwef'fpNttfti&eit pttitdtn 
ii»ii- ^initl dteiiS), bit eiti-flefd^l offen« 
&titi aber unQltiät ift; fo 'fti^t-btt ^ti$e* 

' 'btn.&eitt eht gcdgeiir SBJnM dtdeitd^er. 
SBetp-fcW.. M A=sA'; B«B'j c>c.j fo ijl in bra , 






u 

Dorigm «offe <?<: C ; woran«- C> C folgt. 

. . 3ttf^.$* 3ii^tn ibei rec^ttornfftc^en SDretecteti eioer btt 
fcfttefen *313iq&( 9(«)c$^ bie anlirgeiiben '^ati^efttt a6^v uti« 

Senuber. 



$«33. 

■» ' ... 

. it^iUi^ ^Vtttt iwei @et(cti etne<.fp|L4V{r($ett 
i6re|ecl!e,iJ . ^totUn &tUttX' ei>«< anbern 
fltefc&r bie br/tfe ©eiVe be< Vrfle.ii a6(t 

^j- ^riger/ a|< bfe be« jtociten ifl; fo i(l ber 

'. ber sr&gern @eite gegettüberlie^enbi 98U« 

feJ 9r69er alA btt ber Seinern @eite im 

/ . -anbern, ^retec^e dedehäi^ernedenbe. 

?»■"-•■•■ -'■ ... * 

fibmtiß. Sfl a=a'; b=b'i c>c;-fo faittt ntc^e 
C<C' ftmt »«9«» §• 31- ? ««c^ *««« nic^C**!? f«(||n^ 
toesen §.20. aifo tritt? C>C'fn)Jt. '•■ -^ '"•■ ■ 

f. . ■ . 
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?e^tfa§- fffienn jtt)e{ ©fnfel eine« fpMrif^ett 
S)re{e(fe< gleich jtoeien SBinfeln eitie^ an« 
bernf bte brieten Sßtnfel tn beiben {Dret« 
eden aber nngleicb finbr fo flebt bem Qti^ 
gern btefer SBinfel eine grögere @e{4e ge« 
genüber. 

:^it0tii. €«fe9 A^sA'j B=B'; OCj fo fann 
toeber c<c , wegen §. 32.^ noc^ esc fcQn^ if^egen §• 22. 
SWfo roug c>c fcpi}-. 

.^nfaQ. 3li ein fcbiefer SBinfet eined recbtwinHtc^eR 
Sivtitdtti einem fc^iefen SQSinfel eineö anbern gleich ^ bie an« 
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bttn Mhm fd^iefen SBinM ^it miUi^ > fo f{e^t htm Qxb^ 
flem iint srigere Stat^tU entgegen. 



te^rfad* *9Bentt in in>e{ fpMttTd^ett S>re{e(fen 
|t0et &tittn gleich finb, ber 9Sinttl abt9^ 
ü^elc^er ber gr6§eren unb ingleic^ bent 0ua« 
brfanten nd^eten @ette gegenil6erf{e(tf tn 
bem einen JDreied gr5§er ali im anbern 
iflrfo if{ bte btitU &tiu fro erflen 2)re{« 
ecfe tltinttt ali tm anbern. 

IBett>ei<- €< fi« (gignr 25.) AC=A'Cj AB« 
A'B'; AB, AB' gr&ger unb htm Üuabranten ncl^er alS 
AC, A'C; enbK* C>C. 

Wian lege A'C auf AC, fo fdBf Cß' nnttt CB. 
aSerMngert man AB bii fit CB in D fc^netbetf fo mug^ 
B' |tk>{f(6en D unb C Hegen* ^Denn Uge B' fenfeft D, efn>a 
tttJ^!> fotte^emanAB^ unbB^B, tvelc^er t>erMngert)n>{f(^en 
A unb C bie Seite AC trifft. 2)a AC<AB% unb bora 

finabranten entfernter tf{, fo ift AC<^ ($.26.) nnb gletc^^ 

artig m «Binfef AB"C, tt>e(c^er atfo fpt$ ifl. 2>a(er ifl 
auc^ AB"B ein fpifter nnb »eil AB!'=A'B'=AB, fo tft 
an4 A3B" ein f^i^eri mithin ABE ein Üumpfer; um fo- 
mt^t ABC ein ffuropfer. 3Ktt ABC mug aber AC gleid^«' 
artig fepn; a(fo müßte AC mit ben ungleichartigen Sßinfebä 
Aff'C, ABC {ttgleic^ gleichartig fe9n; wai nngetfeimt ift* 
Z>a(er (ann B nic^t lenfeit D faOen. €ben fo »enig amli 
auf I>.feJbt^ »eii bann AD=X'B'=ÄB tt>4re, toainic^t 
fepn fann. ^iUt nun B {wifc^n t) unb D, fo jie^ maa 
BB'. 85kgenAB=AB' i(! ffiinfei Afiffcr^ABBi babec 
CBB'<AB'B, unb bidmi^r CBß'<CKßj ba^er ijlCB> 
CB'bvi B'C<BC. 
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^ti/6h PABFB*. f^t man mehrere f&«im AC, AD, 
^>.AG, fo #,ab bi«r< bcfb Hemer f fe ii4^er f!e an bem 
{(einfielt AB ; be({o sc6§er , je n^^er fk m bem ithfUM 
AB', be» @iq>plem<tit be^ ttäafltn AB, Uege«. IDenit ba 
bec mnttl ACB. wie andft ADB , ein ffri«et tft (i 27. 3«fL 
2.); f» ift AGD ein f{ttm|>fet SBtnfel, oifo ACD>ADC) 
ntt^tit AO>AC; €ben fo tfi AG>AF{ «mU aBinfcI 
AGB »esen ®(ei(^atttsfek mit bet X«(^c(e AB ein W^t 
AFG obee AFfi' aUt, oW gleü^artis mit AB', ein flnw 

Ca AE ein j&tttabrant i^, f» ßnb bie S^vgen {tbifc^cii 
AB «ttb AB ütlntc in Üttobranteni bie itvifc^en AB* «Kb 
AB aber gr&^er. 

3ttfa| 2. S)ie fpi$en mntd AGB, ADB tt. f. o; 
ne^men ab» AEB (=:AB) ift i^r SSinimum; {enfeit bt$ 
^inimümi nehmen f!e »ieber in, U me^r ^e fic^ (bet Sage 
m^} oott bemfelben entfernen. SDenn a ifl ). S&. l) AGB 

>ADB, »eitAC<^; AD<^, «Ifo AC4.AD<^i 

mithin aatft ACD + ADC<ACD + AC» ifl-, oorau« 
ADC<ACB folgt 2) €« ifl AFB<AGB, mit (ptß 

aen AF>^, AG>|) AF + AG>ar, ba^er AF6+ 

AGF > « ; bagegen AFG + AFB = « ifl ; »orott« AGP. 
b. L AGB > AFB folgt 

- 2)ie fittmpfen IRebenwinfel fener fpt|en bagegen ne^meit 
9on B unb B' nac^ E ^in {tt, too i^r ^a;imum AEB^. 
(=AB') ifl. 

3 Ufa 6 3. 3tt beiben @eiten ttß ^etpenbtfeW AB hl 
gleid^n 9tbfldnben eon bemfelben f!nben fld^ gleiche S8ogeii 
ttnb SBinfel. SDenh ifl BC=BCy f» f!nb bie 2)reie(f)e , 
ABC, ABC gleich; ba^tr AC = AC, unb bie 8Binfel a|i^ 
C benen an C gleich. 3(lfo auc^ auf ber anbcm Qtitt be# . 
9)erpenbifel^ AB n>acl)fen bie fd^tcfeft fQo^Ttti, fe hte^r ffe 
^<i^ oott'btm !Oiinfmnii^-AB'tntf<tttM> «lib 9\t fEBinfel ne^. 
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tiiett na^ bmftlitn (Sift^t, t^it ottf ber anbern &titt, na^ 
£% bem ®edenpunfte bon E, ^in, ab uttb |tt. 

3itfa$ 4 fiSon eine« ipunfter ber nic^t ißot eine«' 
i^dttptfreifeJ i|t, fann aof benfelben "l^rei« nttr ein ^erpett« 
bife( auf einer @eiee ber Xugelffdc^e gebogen merben. £)etm 
i^dre anger AB ctma wä) AC ein ^erpenbifelf fo tD&rbc 
A ber ^or bon EBE'ß' fm ($. 7. guf. 2.) gegen bie »n* 
na^mt ^Dagegen ffnb'^etö )»et fc^iefe ^ogen Don gleicher 
tdnge in berf^iebenen ftigeit bon itntm ^nttt naäf bem 
j(reife möglich r aber anc^ nur 2n>ei« -^ 

SDa« Verpenbifelf nnb irnar hai Utitfltf tolxb ba^er 
at« bai ^aa% ber €ntfemung eine« ^nf(e<.bon einem 
jj^auptfreife betrachtet. 

3ufa$ 5. SBenn in jmei red^fminnic^en X)reie(fett 
(tt){e ABC, ABD) eine Siat^ttt g(eic^f bie anbere aber in 
bem einen £>reiecfe grifer, ali im anbern if, mtb beibe 

^at^eten < - f!nb $ fo liegt ber gr50eren Xat^t ein dti* 

gerer 9Bin(e( gegendberr aucb eine gr&§ere ^tfpottmU an ber« 
felbeUf aber ein ((einerer SBinfel an i^r. Umgefe^rt: 2fft 
tint Xat^ttt in beiben 2)reiecf en gleich , bie J^opotennfe in 
bem einen griger aii in bem anbern f auc^ bie i^at^tn |e^ 

bed iDreiedeJ <2' fo iÜ init ber grifern J^ppoteoufe tint 

grigere JtatMe berbunbeUf n)e(cber gegenüber ein gr6gerer 
unb an totld)tv ein f (einerer (fc^iefiO Sßm(e( liegt. 

3ufa$ 6. 3tt>ei re(^ttt)inHic^e iDreiecfe f!nb einanber 
fileic^f n>enn eine ^at^efe mit bem gegenfiberliegenben 9Bin^ 
fei gtei^ unb bie ^at^eten f ebe< ^»reiede« gleichartig Pub. : 

3 Ufa $ 7* ^enn in {wei rec^tnminic|en Sinitdtn boti 
gleichen j^ppotenufen unb gleichartigen Xat^tttn^ (ober: bon 

tiUiditÄ i&9potennfen unb bie <^ ßnb) eine Xafffttt bti 

>it{c((c< srigtr a(< (ine J(a(Ne M anbern tf{f fo 

4 
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AI tu imitt SMf^ttt htß etfetm tbtthdti deiner r ali bk 
jWeUe bti anhttn. 

. ©enn ti fepen (gigur 27- b.) b/e ©retetfe ABC, A'B'C 
an B, B' red)t»in«i*f AC=^'C, unb A'B'<AB. einb 

Otttt . 

; 1) ble IRat^tn aV: <^; fo mac^e man BA''=A'B' 

' tttib iie^t A"C. « fann nuthn^f B'C=ßC feQit, 
ivet( bie S)re(e^e A'B'C, ABC einanber gfetc^ feoii 
maßten. (§. 20.) Sluc^ fann ntc^t B'C<BC re««) 
benn »are tta>a B'C'=BC", fo »Ire A'C'=A"C". 
5ß«(^ 3ttf. 5. ifi aber A'*C"<A"C, unb A"C<ACj 
a(fo mügte A'C'<AC fton^ gegen bie SBorauöfegunfl^ 
SötflW* mag B'C>BC fci)n. 

2) einb bie Xat^en aOe > j, fo fepen bie rec^twinf« 

(ic^en IDreiette oßy, a'^y-, wo A, A' bie' rechten SBfn« 

felf unb bie Äat^eten b, c, b', c', >j finb, unb t$ 

feo b<b\ 3tt ben Sletenbreiecten ^y, «/SV' pnb 
bann ble ^nl^ttiXL b, 7, b', ?, aOe <^ nnb b>b'^ 

a(ro nac(f bem Smiefenen c<?; foIgUc^ in benX)re{« 
ecten a/?y, «'/J'/j c>c. 

?n f a I a ©inb abee im t>ortden Sufa^e bie ^<ki%u 
ten unsleic^artis f ober^ n>ad baffe(be f^dtf bie steigen j^9«^ 

potettufen>^5 fo finb bie ÄatMen beö einen ©reiecfe« 

6eibe)n9fe{(^ Heinet ober %xh%ttrcXi bie be^ anbern» v 

71? rft r^ TC 



©enn fInb bie Äat^eten b, b'<^j aber c, c'>j 

unb b<V5 fo ftnb in bin re^ttoinflic&en SRebenbreiecfen 

6/?y, a^/ atte Äat^eten flleic^artifl; b<Vrba&er c>?; 
folglicft auc^ c<c'- 
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gttfa^ 9. £)ie Reiben 3uf<!(fe 8. tinb 9. loflFen ffd> fü 
infammenfaffett : SBenn in {t^ei rec^ttotnfd'c^en ADrtt'i' 
ecfen ton flleid^en J^opotemtfen eine^Kat^ete be< 
einen ^ttitäti t>on bem ^uabranten entferneer 
t^U eine 5(at&ete be^ anbern ifti fo t(t bie jiDeiee 
j(at(etebe< erf{en JDreiecte^ bemüuabrantennd« 
(errate bie (»eite^at^ete bti anbern ADretecfetf. 

Snfa^ 10» 3n 3uf. 7. nnb 3uf. 8. liegt aud) ber 
neinern £atMe ein fleinerer MnUl gegenüber , b« ^. 9Sm« 
fei B'CA ift Heiner a» BGA; »eil BCA"<BCA" mb 



fiCA''<BCA ifr J&iec finb |tt)ar beibe «atmeten <25 in0 

befi bie 9?erg(eic^ung ber SRebenbreiedCe ö/}/ nnb a^/ nad^ 
bem Dörfer gezeigten !8erfa^ren ergiebt bie Slllgemetngilltigi* 
(eiebe^ Gage^: ®enn in {tt)ei rc;c^t»in(li(ften S)ret« 
eden t>on gleichen J^opotennfen eine ^dtl^eet 
be< txxiiXi 2)rete(Ie< fleiner aU eine^af^ete 
be^ «nbern tftr ft lie^t er deinem ^at^ete eitt 
kleinerer SBinfe'l gegenüber* 

* 3nra$ 11* IDie ttmfel^rnng: SBenn x^ \%i\ tt6)U 
»inflic^en SDreiecCen Don gleichen ^ppotenufen 
ein fc^iefer SBiniel bed einen £)reiect^ Heiner 
a\t t\vL f((iiefer SBinfel be< anbern £>reiectö \% 
fo lie^t bem fleinern SBinfel ünt fleinerejta« 
t\itU gegenüber — tft an^ bem S^or^erge^enben ftar* 

Xnmect. 2)ie dufi|e S m 6. bed §. 28. Hefen fld^ axOi 
%\ix Mi^t abUiten. 



f 39. 

{e^rfa^. SSenn an« einer @pt^e etne< fpM^ 
rifi^en &reie(te< ein ^erpenbifel auf bie 
gegenüberfte^enbe Seite gefillt n>irb, fo 
liegt bie^ innerhalb bej ^reiecfe^^ n>enn 
bie anbern beiben asinfcl beffelben gleid^ 

4- ■ ' 
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cittiQ ftttb; aufer^IS ,(iitt, xotvin lene 

^emei^. ®inb in bem £)reictfe ABC (Si9ttr2a) M« 
gßinfel B unb C ghid^ärtidr junb iai ^erpenbifet t>on A 
auf BC fleU attger&a(6 bed ^ceiecf ed , xok AD 5 fo tcMm 
in ben rec^tn^innic^en S^reiecten ADC, ADB bfe {ffiinfd 
ACD, ABD mit ber Xat^ete AD gleichartig/ aifo bie 9ßin- 
fei ABD, AGB ungleichartig fe^n/ gegen biefBordudfe^ung; 
a(fo mug bad $erpenbrfe( innerhalb be^ ADreiecfed (iegen. 

@inb aber bie aSinfel B , C ungleichartig unb ba^ ^tt* 
penbifel (dge im Sivtudt, tttoa xoit AE; fo m&ften bit 
tingleid^artigen Wintd B, C ber gemeinfd)aftn^en ^at^ttt 
AE gleid^artig fepn^ mi ffc^ n>iberfpric^t Solglic^ mti# 
bai ^erpenbifel auferM^ Gegen. 

3ufa$-l. Siai ^erpenbifel im £)reie(te i({ neitter. 
ober gr6§er ali ein Üuabrantf {e nac^bem bie 9Bin(e{ 4» 
ber ®runbfette fpi^e ober flumpfe finb. £)ad $erpenbi(eC 
augerMI^ be^ ^ttitdti if{ mit bem 9Binfe( m btt 
@runbnnie^ gleichartig , bem ti gegenüi^erfle^t 

3ufa$ 2. Siai ^erpenbifel fle^t bem bem Steckten nd« 
^eren 9ßin(e( an ber ©rnubfeite^ fo xoit ber bon beln Oxäir 
brauten entferntem ®titt (§. 27* ^uf« 10 bti S:>ttitdti ni^ 
^tt, ali bem anbem SBinfel m ber @runbfeite unb ber <mr 
bemfe(ben liegenben @titt. ($• 38. 3uf. 1. 2.) £)a^er ifi t)oti 
ben Slbfc^nitten f n>elc^e burc^ ba^ ^erpenbifel auf ber ©runb«' 
feite gebi(bet n^erben^ ber an bem oben bezeichneten SBinfel 
(iegenbe immer Heiner atö im Üuabranten. Unb ^ierau^ folst^ 
baß Don ben beiben Z^tikn bti WnUli an ber ©pi^Cf 
toeld^e burd^ ba^ ^erpenbifel ge6i(bet merbeUf berienige/ tt>eU 
d^er bem Heinern 3(bfc^nitte gegenüberliegt f immer tin fpiger 
feon muf • 

3ufa$ 3. 3fl einer bon ben SffiinWn B, C an btt 
Orunbfeite unbefanntf fo Idgt fid) bie Sage bed ^erpenbifeld 
au^ ber i^m gegenöbernegenben &titt, ani bem anbern 
Wmttl an ber Srunbfeite unb ber britten ®i\tt befiimmen* 
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^^i ft9 MmKic^ ben SBmfcI C nnhttannt, aber bte ©efttit 
AB, AÜ, mb bec SBinfel B begannt; fo Hegt bat ^ttptn^ 
bit^ tun e r ( a ( b be^. S)itiecf e^ r rotnn AB bem Üuabran« 
ten nidit nd^er atö AC^nb mit bem ^inttl B dlett^artig 
i^.'..|^u#^^NIb be^ IDreitcfeö litit ba^ ^erpenbtfel , n^enii 
unttt binftlf>jtn Um^inbtn AB unb B ungletc^arttg finbJ 
iitmift AB entfernter t»om£luabranten, ober eben fo na^tr 
ali AC unb ml^ AB greic^artis mit B, fo ift AB, mit 
C, a(fo, attc6 B mit C steic^^^rtig unb ba^ $erpenbife( (tegC 
im S^vtkdt. 3f{ abec unter berfelbe» SBorau^fegung AB 
unb ß unsIeid^arliSffo f!nb tß aucft B unb C; baber liegt 
^ai 9}er}>enbife( aufjerbdlb. — ginbet inbe§ jene fSotauS^ 
ft^uns nicbt ftati, iff 4lfo AB bem Üaabranten ndber ali 
*ÄC, unb finb n>eiter feine Stade be^ IDreiecfe^ befanntf fo 
(dßt ffc^ bit £age beö ^erpenbifei^ nicbt bcftimmm, totil 
bmdi bit genannten brei @tii(fe bai SreiecC fe(bf{ nic^t be« 
(Itmmj ift, fönbern {n^ei berfcbiebene iDreiecfe benfelben ent«^ 
(fitidjfini tot bai ^ivptnbtttl einmal iUf ba^ anber^ SSal 
auf et bem JDrefetfe liegt (cf. $. 4t IL) 

5-40- 

Sebrfa^* S>aö $erpenbt(e( aui ber @t>i$e et« 
nti gleic^fc^enHicbeni fpbdrifc^en; S>rei« 
ede^ auf bte l^ruttbfeite b^^Ibirt ben SBin««^ 
itl an ber ^pi^t, toit bie Qrunbfeite* 

■ f^twti«. 3« bem fpb^rifcben ©reietfe ABC @iguc 
29- a.) fe9 AB=ACj fo ift an* B=C unb ba< ^erpett- 
bittl Mn A auf BC (iegt tnnerba(b be^ IDretecfeö« Cd fep 
AD. JDa In ben recbtwinfltcben ©reieden ADB , ADC bie 
i&vpottnnfe (AB, AC) unb eine Äatbete CAD= AD) gleich 
i^r fo finb bie ©reletft gteic^ (§. 29- guf- 2.) unb ti f(l 
BD=DC; BAD = CAB. 

Änmerl Snbtreft folgt ber @a§ au^ \. 39. 3uf. 2. 

8 Ufa 6 U Umgefebrt: ©er auö. ber ©pifie auf bie 
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Otiffe ber Srnnbfdte bti s(eic6fid^etinic^en.2>retf(fe« seftefabt 
Sogen (ie^t auf i^c fenfrec^t unb ^a(6trt ben fSmfeC an btr 
&pi1it. Unbt £)er ben SBinfel an ber 6t)i$e ^albtrenbe 9o« 
ten f{e&t auf ber 3Rit(e ber ©mnbreite fenfrec^t 

3 Ufa 6 2« 9luc6f n)enn bte Summe jn^eier Gelten «^ 
nti fp^cErifc^en £)reie(fed =^ ift/ trifft ber ben 9Bin(e( je« 
ner ^pige &a(btrenbe Sogen bte SRitte ber brftten ®e(te. 
©enn e^V^t) in bem' Dreietfe ABC (gfaur 29- b.) AB+ 
AC=irr5 tann ift and} ABC4.ACB=7)p. SBerldngert man 
AB, A*^ bW jum-|tt)eitett ©urc^fcftnitt in h\ fo ift A'C 
+ AC=AB4-AC; ba^er A'C = ÄB. «ben fo ffT SBin. 
fei A'CD + BCA=ABD + BCA; ba^er A'CD—ÄBD. 
fRrnimt man ^tqn noc^ BDA=CDA'; fo ift bie Gleid^^ett 
/ber ©reiecfe BDA unb CDA' et)ibentj ba^erBp=De. — 
^ie Umfe^runs bebarf feiner ^tu^einanberfegung. 

S)a^er Idßt ftc^ ber aOgemetnere Gag auffteOen: • 

Qtnb in>et ©etten etne^ fpMrifcfyen SDreü 
t&ti bem Üuabranten gleich nä^tf fo wirb bfe 
britte @eite mit bem t^r sesenäberUegenbctt 
SBtnfel burc^ einen unb benfetbenSogen ^albirt 

§. 41. 

SIttfgabe* €tn fpHrifd^e^ ©reiect au^ brei 
@tilden beffelbeh ju fonftruirem 

9(ttfl6fung. 2)ie möglichen Xernen^ »elc^e an< ben 
Seiten unb ^vxtAn tmi fp^drifc^en IDreiecfeö gebilbet xoif 
ben {innen, ftnb: 1) ©rei ^tiun, 2) {wei Seiten mit bem' 
eingefc^IoffenenSBinfelf 3) eine Seite mit ben anliegenbenasin« 
felUf 4) brei Sßinfelr 5) {tt)et Seiten mit bem einen Don tiu 
fen Seiten gegenäberliegenben SBinfelf 6) {n>ei SSinfet mit 
einer Seite , bie einfem jener SBinM gegenäberfte^t 

t>'\t S^Oe l)f 2), 3) werben aufsd&ß^ »te 6<i efttten' 
jDreiecfen ; ba^er nlir foaUic^ ju tot fblsenbett äbtcdc^en.^ 
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h 2>te htti fStttfel htß {tt fottf{rttirettbett ZttUäti feoeii 

A, B, C. 

iüan neNe CS^dttr 30.) brei auf einanber ftntttd^tt 

i&t!iiptfre{fe PQP'Q', gRO*, PRP' unb hnflmvt eine 

epittba PMNF, beten aSinld =A, fo bag fte burc^ 

PRP ^a(b{rt- totrb. Um bie eesenpunfte Q, Q' iefd^retbe 

1 
man mit bem fp^cErifc^en fRabitxi ^jA Greife f totld^t 

QRQ' in q, q fcftneiben; um q mit bem 9{abiu< =B unb 
um q mit bem SRabiud =C befc^reibe mfin Sttiftf totl^t 
bai^^mä^idmU p geben. Um p atö ^o( befBbreibe maii 
einen ^Mpattiiy ber in G/P, bie '©pinbel PMNF fc^ej; 
^e ; fo ifl PGF bai üerfangte " J)reie(f . 

SBett^eiÄ* ©er ©egenpunft Don p fe^ p , fo ifl qqV 
ba^ $Qtarbreied( oon GPF. £)enn q ifl ber g)o( Don PFP^ 

mil Qq=|-A=RN, ba^r qN=QR=l7r nnb auf 

PNP' fenfrecftt (jl. Sluf d^nticbe ffieife folgt, bag q ber gjol 
tottPMP' iflj p aber tff aW ©egenpunit bon p ber ^ol 
Don GF. ©a&er 1(1 SBBinfel PGF= ©upplement Don q'p' 

ttttb baauc^ pq'=(^— pV) ifl? fo ifl PGF=pq'r=a 
eben fo. ifl PFG=(7r—qp')=?=pq=Bj ber 5BinW GPF 
{({ ber jton^ruftion toegen =A; foIgUc^ M M iDreiecC* 
FGP bie gegebenen WmUU 

eine onbere DieOeid^t einfachere Snflifnng ifl folgenbet 

ai^an (oh|{ruire ein IDreiecf a\xi ben @eiten A, B, ü 
nnb befd^reibe um bie SBinfelfpigen beffelben ali $o(e bre{ 
J^auptf reife ; fo bilben biefe baö Der(angte Z>reie(f. 

föttotiS ergiebt f!c^ aud §. 15. unb $. 16. 

IL Um aui (mei @eiten a, b nnb einem ber nic^t tinge« 
fd^Ioffenen SSinfet B, ba< IDreiecC {u fonflruiren/^ 
nebme man (Sigur 31.) AD=a; (ege an D einen 
S3ogen DE, ber mit AD ben gegebenen 9Binfe( B 
bi{bet> befc^i^eibe um A mit bem SlabiuJ ^h einen 
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htt &tntfbftHt bti iUi^fd^tnHiäitfi[^tMät9 gel^ehbt 

"Segett ftc^t attf. i^r fenfret^t itnb ^afStre ben Stnfcf a» ber 
€ipi6(/ Utttit jDer ben QSinfel all bcr ^pi^t ^albireflbe iSo» 
. gm f{f|t ottf bet 3Rtt(e ber fSntnbfettt fetifrec^t 

' 3üfa$ 2. Sut^ir toenn ^ie Gumine )tt>(ter Gcittn <(• 
md fp^irifcOeR ^rtitäti =^tt iftv trifft ter bm SBinfel ie< 
^ tier ^pi$e ^a(6treRbe 9ogra bte 3Ritte bcr bdttett Gette. 
©<ttn t«Ve9 w bemlDreietfe ABC C8«9ttr 29. b.) AB^- 
AC—tt; tann ifl att(^ ABC4-ACB=7r. SSerl^Rgiert matt 
'AB, AO ii« juncjwtiten ©urc^fd^nttt ftt A', fü »^ A'C 
+ AC= AB 4- ACj ba&er A'C= AB. ^6m fo (|f ÜBln. 
fei A'CD + BGA = ABD + BGA ; btt^er A'CD =i AB D. 
mimmt man Win iio(6 BDA=:Cf)A'; fo ifl bie. e(et(4^ett 
btr ©rtierfe BDA «nb CDA' ew'bent; ba^« BD=De. — 
^re Umfe^runs bebarf feiner ^uimanhtxft^mg. 

S)a^er Id§( fic^ ber aOgemeinere @a6 Mfficttmx 
Qtttb |t9et ©.etten eine^ rpMrifcfyen 2)re{« 

,e(te< bem £luabranten gUtc^ na^Cf fo »trb bte 
brt'tte (Seite mit bem i^r desenAbertiesetfben 

^Sßinfel burcO einen unb benTelben SBogen ^albirt 

§.41. ^ 

•■ • * • , 

SIttfdabe« €in f^Htifcde^ S)rete(t atti$ brei 
@til(ten beffelbeh )tt fonftruiren« . 

9(uf(6fnns. 2)ie m68ti(^en Xernen , meiere /itftf ben 
' - 6eiten unb aßinfeln eineö fp^drifc^en IDretecte^ sebifbet ivec^ 
ben {innen f finb: 1) iDrei ©etten, 2) {»ei ^tittn mt bem 
eingefc^lofTenen SBin{e( , 3) eine &tiH mit bm anliegenben fSin« 
fefof 4) brei Sßinfe^ 5) itoü @eifen mit bem einen bon bte« 
fen Seiten desendberbedenben SBinfelf 6) jn^ei ^inhl mit 
einer ©etttf bte etn:em jener SBinW sesenäberfie^t , 

t>it ^äUt l)f 2), 3) «»erben anfiBeliflf tote bei ebnen^ 
jDrejecf en > ba^er töir togldcO ju ben folgötbeh H^ttQt^tn.. 
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L Die htti fSinfel btß {u fonftruirenbett £)rete(fe4 feocn 
A,B, C. 

iüan nt^mt (^i^nt 30.) btti auf eittottber fenfrec^fe 

i&ttiiptf reife PQFQ', QRQ', PRP' unb «onjlruire eine 

epinbü PMNF, beren SBinfel =A, fo bag fie burc^ 

PRP ^attirt toitb. Um bie etitnptmttt Q, Q' iefc^reibe 

1 

man mit bem fpbäcifc^ett Slabittö =2"^ Ärelfe^ tt)elc^e 

QRQ' in q, q fcbneibm; um q mit bem fSlahiui =B uttb 
m q mit bem SRabiu^ =C befc^reibe man Steift, totltfit 
ben X)urc^fc^mtt p geben. Um p atö $oI befebreibe maii 
einen ^anptfrei«, bet in G, P, bie ©pinbel PMNP' fcfeneii 
^ti fo if{ PGF ba^ Derlangite £)reiecf. 

S5ett>ei«. ©er ©cgenpunfe t)on p fe^ p , fo ifl qqp' 
bai gjolarbreled Don GPF. 2)cnn q ijl ber gJoI Pon PFF; 

weil Qq=jA=RN, ba^r qN=QR=y7r unb auf 

PNP' fen?re*t ijl. Sluf dbnificbe ffieife foCgf, bag q ber ?Jor 
ton'FMP' ifli p' aber t(i a(^ Segenpunft Don p ber ^o( 
Don GF. ©aber Ijl SBBinfef PGF= ©upplemenf Don q'p' 
«nb ba au* pq=(^— pV) iflJ fr ift PGF=pq'=C. 
eben fO'ijl PFG=(7r — qp)=pq=B5 ber 5BinfeI GPF 
Ijl ber jtonjlruftion toegen =A; folglich ffat bai ©reiecC* 
FGP bie gegebenen WmttU 

eine anbere DteOeid^t einfachere Sluflifung Ijl folgenbet 

aJian fonjlruire ein ©reiecf a\xi ben ©eiten A, ß, C 
nnb befd)reibe um bie SBinfelfpi^en bejfelben aii $o(e bre{ 
J^auptfreife ; fo bilben biefe bai Der(angte SDreiecf. 

^txotlS ergiebt f!c^ au^ $. 15. unb $. 16. 

IL Um ani {wei ©eiten a, b unb einem ber nic^t eingei* 
fd^Ioffenen $S3infe( B, bai ©reiecC ju fonjlruiren^ 
nebme man (gigur 31.) AD=:a,* (ege an D einen 
S3ogen DE, ber mit AD htn gegebenen 3Binfe( B 
bilbet> befc^reibe um A mit bem SlabiuJ ^h einen, 
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SixMf ber itt C ben ^m £D fd^tteibei fo {(t CAD 

ba^ geforberte iDreied* 
m. €nb{(<^ au^ ItDet SOBinfebt A« B tmb einer sesendber«' 
^e^enben @ei(e fonfirutrt man tm {p^^^iiti 2)reie(f# 

toenn man mi- ben 6eitett 13. » iB nnb bem SDinfel 1^ ein 
2>reie(l (nac^ n*) De(|ti(^net unb beffen:g)oIa(breie(t 
nimmt 

3 Ufa 6 1. Sei ber in IL ansegebenen 5(onflruftion 
fiOt in bie 3(ogenf ba§ anfer C hoc^ eift (weffer IDntc^« 
fc^ni» C be< Sogen^ DE pt bem Dlebenf reife nm A ba 
fe9n mu§ / n)ei( ein Sixtii tipmer }n>ei ^nrti&fSe^fffftf j^rifte 
^Ät (S- 40; bag alfo itt)ei ©räecfc"<>AD, CAD mh^m 
fepn f6nnen/ .n>elcl^e bet Slufgabe senügen. 01ac& §« 29. iff 
aber ein fp^^rifc^e^ S^reiedf burd^ bie ®'eifen*a, b nnb ben 
SBinfel B t>6ffig beffimmt/ n^enn b bem Ünabranten nd^er 
ift, a\i a, Dber eben fo m^. 

£>aran^ ergiebt flc^/ baS obige 3tt>eibetttigfeit 
nur bann f{att finben {6nnef n)enn b entfernter 
<^om Üuabranten ift/ aU a. 

9Bir n>o0en nod^ nac^t»eifen / ba§ in biefem %aUt immer 
jn^ei unb nur \voti t)erf(^iebene £>reiecfe ber Siufgabe genü« 
gern €« fip nirafic^ (gigur 270 AD=a gemacht unb 
DE' fo an AD gelegt/ bag SBinfel ADE'=B* SDie Jtt^eite 
gegebene ^titt b mug nun in iebem gaOfe fo liegen / baf 
ber eine ©ribpunft in A , ber anbre in ben .^albfeei^ DE'D' 
i&Hu benn fiele er inDED% fo würbe enfweber b>7r, ober 
ber SBinfel ADE' nic^t im ©reiecfe fepn, 3fl.aIfo AB 
fenfrccbt auf E'D gebogen, fo mug b entmeber jn^ifc^en AD 
unb AB, ober jwifcben AD' nnb AB fallen* S5on ben 55o* 
gen BD unb BD' fep BD ber «einere unb BD"=?BD ge^ 
nommen; fo liegen {»ifc^en AB unb AD biefelben SSogen, 
toie jwifcben AB unb AD" (§. 38- 3uf 3.); bie 55ogen 
aber jmifc^en AD' unb AD' pnben flcfy hic^t |tt>ifcöen AB 
unb AD. gugleic^ finb ik jwifc&en AD" nnb AD liegen* 
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bell SJogen entfernter t>om Oudbrantenr aM bte itoifäftn 
AD" ntib AD'. 2((i <^If^ ^ entfernter Dom Üuabranten, a(^ 
a (AD) , fo liest e^ |n)ifd^en AD'' unb AD unb ^at jn^eter^ 
lef Sagen/ {u beiben @eiten bej ^erpenbifeU, etn)a n>ie AC 
nnb AC, n>obttrc^ bte.beiben ber Slufgabe intfpred^enben 
S)reiecte ADC, ADC tnt^t^tn. 2)a6 b nur {met Sagen 
^aben/ alfo nur ixoti t^erfc^iebene ^retedEe ben gegebenen 
Gtihfett genügen f6ntien^ folgt au^ $. 38. — 

fiSireb bem ^ecpenbteel AB fe(6|{ gleich, a(fo bat 
9Riipmnm ober SKinimnm ber SSogeUf tod^t t>on A nad^ 
DE' ge^en fönnen (V 380; fo (6nnte a nur eint Sage 
^abtn, nnb ti würbe mir ein £)reiecf ni6g(ic^ fepm 

Dtefer gaO alfo, Uv dußerf{e unter aSen möglichen/ 
inad^t eine Stu^na^me. 

€ä.n)ilrbe in biefem SaDe ber Cnad^IL) ttm A befc^rte«' 
(ene .Krei^ bm SBogen DE nnr berühren* 

3ttfa$ 2. iDa bte 9(ufI6fang in m. mm ber in II. 
übMngtf fo finbet bort biefet^ gtoeibeutigfeit unb Sntfc^ei^ 
bung berfelben ^att, mit ffc^ mit J&ülfe bti ^olarbreietfe^ 
leicht bart^nn tifit 2>ie Cntfc^eibung i^x 9t u ^ { m e i 99} i n^ 
(ein A, B, unb einer ntc^t eingefd^loffenen &tit^ 
h (äffen nur bann {n>e{ Derfc^iebene £)reie(fr 
fid) bilbtUf wenn B bom Siechten entfernter ift 

41« A. 

3ufa$ 3« @an{ aDgemein für IL unb ni, lifjt f|c& 
bai ®efe$ ber ^toeibeutigfeit fo au^fprec^en ; 

3fi unter ben gegebenen @tu(fett ba<« 
jenfge^ meldtet einem (begebenen gegen:< 
iiberfle^t^ ))om Cluabranten ober 9ied[^ten 
entfernter/ aU baö britte ©egebene^ fo 
finbet ^Wii^iiiti^tdt (latt; fonfi nic()tt 
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betif ber t)on alieit Öcüen efhe-^ f^^Äri* 
fcften ©reiecte« gleichen ^bflanb ^afc 
' aufl&funs. aSan &aI6fre jnret SBinfet be^' k)retedfe< 
burcft SSogenf fo {(J ber ©urc^fc^nttt berfetten ber gefbrberte 
|junfe. ' ^ 

g5ett>er«r' 3n bem ©refecfe ABC (gtgtir 32.) feDeit 
lit aSBinfet A unb'. C ^atbire tttib D.ber ^Dttn^fD^tTt ber 
i^albirtmgMosen« Sott D fiüt natt akf bie-^e^ttten beJ 
©teietfe« bic q)erpenb«el DE, DBj; DG iiti^ ^ie^ J?iP. : . 

S^i'e rec^tmiBttic^eit £)reucEeADE, ADF fittb $ltiät, 
mil AD = AD 5 EAD=FAD (^ 30- 3uf. 2,)j ba^er tjl 
DE = DR 2lu« bentfel6en (Srunbe ffrib ,bie 2)refe(fe PiFC, 
b.GC ein.onber^Ieid^j ba^ec DF=DG, gRit^m ijl ÖP=i 
!DG=DE; aljb Döott aUtn ©eitert öfefd^ etttfenif: 

^ufal 1. S)a in bett ree^nt^ihfltc^eh £)rele(feh DEB, 
DGß bie J^9potetiitfe tittb etne^at^i ikiOi ifiCDBaDB; 
C(G=»DE); fo finb attc^ btefe IDrececte gleich uttb SBittftt 
^BD=GBD; airo au^ ber briete Sßinfel ^albirt .. 

3 u fa I 2. €m Arei^ um D m SKittelputtf t mit bettt 
Stabiu« =:DE 6eA^riebertf ge^t butcft bie fJunfte E, F:^ G 
Unb Hegt innerhalb bti ^ttitäti, totil aOe übrigen ^imffe 
(er brei @eifen eitten großem älbfb^tib t>ott D. ^abetty M 
ber Slabitt« i% (§• 38.) ©er Ärei« berührt alfo .tTur^ bie 

§.43* 

3(ttfgabe. ©ett tßunft ber SuQtlflidu^ |u fitt^ 
bettf iDelc^er Dott atlett @pi$ett eine^ fp^yi^s 
rifc^ett ©reiecfe^ gleichen 3(bf{anb Mt 
' SlttfUfung* ©urc^ ble SKittelpunfte »weier ©'eitett 
hti ©reiecteS (ege tttatt ^erpetibi^el auf biefelben ; ber ©urcf/« 
fc^ttitt bcrfelbett tfi ton aUm €(ten btß Zittitäa gleich ent<i 
•fernt. 
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9e!9ei«. & feoen (Stgur 33.) D unb E bie SSiitttU 
pmitt ber (Reiten AB tinb AC, F ber IDttrc^fc^nitt bet auf 
|cne &t\Un fenf rechten Sogen DP, EP. Die |u erweifcnbe 
©Ieid)^elt ber Sogen PA, PB> FC trgiebe fJd) fo: 

©ie'an D recfttminf fielen ©rciecfe ADP, BDF finb 
^leic^r »ei( AD=Dß unb FD = FD; ba&er tfl AF=BF. 
SDfe an E rec^twintticften ©reictfe AEF, CEF f!nb wegen 
.AE=EC unb EF=EF einanber gleicftj ba^er AP=?CP. 
flBiWn pnb bie brei* Sogen AF, BF, CF uneer ff* gteic^* 

3ufa$ 1. 2>a bai S)rete(( BFC gleic6fc^enfriel> i({, 
^{rb au^ bte britte @ei(e BC bttr(^ ba6 t>on F gef^Vte 
Jjkrpenbifel FG ^albfrt 

-: 3 Ufa 2. ©a PA, FB grftger aW aDe Sogen ftnbr 
«Mlcfte t»on F auf bie @ei(e AB jn^ifc^en A unb B faOen 
($. 38. 3uf. 10 unb baffelbe loon ben anbern (Seiten AC, 
BC gilt; fo mug ber 3f{ebenfrei^, »elc^er um P^M ^itttU 
^ntt mit bem Stabtu^ AF Sefc^rieBten n>irb * unb a(fo burc^ 
bie @p{6^ A ,^ B, C ge^t^ gan^ aufer^I^ be^-si)reiecfe< 
liegen* S)ti ^xtii i|{ a(fo ein umgefc()rie6ener/ toU ber im 
torigen ^aragrapl^en ein etngjefc^rtebener. 

3ufa$ 3. £)er X)ur(^fc^mtt P ber ^erpenbifcl DF, 
£F fann auc^ auger^alb be^^ Dreied e^ liegen» >enn in tu 
Htm IRe6enfreife ßnb S^reiecfe m6gKc^/ m benen ber ^itttU 
pmtt bti ßvtiU^ nidit ifl. 

. Xnmetf. S)et X&t^e tt^egen. mag bet Slabiud beS um ein 
IDreiecf befcbrf ebenen Jtceife^ ber Umfc^reibung^tabfu^ unb 
eben fo €rnf(^reibung^rabiud ber SRablud bed in ein 
jDreied befd^riebenen Jtreife^ Reifen. 

$.44- 

it^tfülf. IDer Itmfc^reiSung^rabiuJ eine« 

fpMttfc^en IDretecfe« ifl ba« Komplement 

bti Sfufc^reibung^rabtttJ bti ^olatbtti^ 

tdtt unb umgete^rt 

... Setoei«. €< fe9 (^im 34. a.) ABC ein fp&4rifc&e< 
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fbttit^ ttnb A\ F, er hq&glidi bit ^ott Mo BC, AC, 
AB, alfo A'B'Cr boö ?JoIartcelerf- 3» bem ©cciecfc ABC 
fe9 G ber SRittelpujift be< uto ABC befc^riebeae» ^reife^^ 
a(fo bte giabten GA, GB, GC emanber gletc^. SSerldti^ 

Jiert man biefe bi6 fle bie ©eiten be^ ^dlarbreiecte^ bejAg^ 
ic^ in P, E, F treffe»/ fo ;fl»b AD, BE> CF öiwbrarieenr 
t»ei( A, B, C bie «JdU ber ©efte» FC, A'C, A'F finb; 
baber 4tid) GD=GE=GF. SBacft §. 11. guf; 5. (leben 
biete fenhtc^t auf ben betreffenben &titm bti $o(4rbrei:> 
täti, ba^er if{ (tvegen $. 42. Suf. 2.) G jtMleicl^ ber mu 
ttlpmtt be^ i n ba^ g^otarb'reted befc^iebenCn Snifti ttnb 
. beffeii SvabiuJ =GD. S>a nun GD ba^ AompkmenM)^ 
.GA i({, fo ifl ber.£e^fa$ e^ibevt, befltn Umfe^ns bar« 
ani b^Dprge^t, ba§ atuft ABC ba£ j)o(a()breie(f »on 

3ufa$*. iDte Greife # bon benen ber eine jum m ff)^d« 
rifc^^d JDreJectf ber anbere in boi 9)0(arbrefecC befcbrieben 
i^j ^aben einerlei 3Ritte(tMin{t/ Jnb a{fo ^araaelfreife. 

» ., . 
\ • ' • • 
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Sfufsabe. £){e !Binler {n btpmmtn, txntct 
welchen bte l^bne bti ©e^nenbreiecfeiS 
'' (b- {• bti bntdi bie ©ebnen *ber Otiten ei« 
ne^ fpb^i^ifcb^n S)reiecEe^ gebilbeten eb« 
neu ©reiecEeö) ficb segen Jbie €bnen ber 
©eiten be^ fpb<(rifcben 2)reiecEe^ neigt 

Sluflifung unb S5en>ei^. £)te €bne be^ ©ebnen« 
breiecfe^ ii{ bie €bne be^ burcb bte ©pigen be^ fpb^nfcben 
£>reiecfe^ gelegten/ ober nm baffelbe befcbrtebenen / jSreife^» 
sDie ^ufgab^ fommt alfo . barauf jurücf , bit SBinfet be^ um« 
gefcbriebenen ^reife^ mit ben J&auptf reifen f beren S5ogen ba6 
fpb^tfcbe £>reiect btiben; {u befiimmen. £>er fSiinhl itotitt 
Greife ifi nun ba^ ©upplenuent ibrer ^olab^dnbe« ^axt 
ionftxmti alfo in bm k)mtdt ABC (gigur 34. b.) ben 
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^itMpntäiG iti untdefc^HeSenen Sttifti, fnbem man buti^' 
bk sjSiittt itotitt etittn AC, BC, bte $erpenbtfe( GD, GE 
kdt SDer 6esenf>ttn(t t>Dn G ff9 G'^ ber $o( Dort AB 
fe9/; fo Ift }^G' bte Cntfemun^ ber ^fe^ergebirtsen (poß«- 
(toen) $o(e. 3^r ©upplemenf if{ }<t, toelc^e^ Derldn^ert 
blt ©eite AB fenfre*t in F trifft ($• 11- guf. 5.) , tinb 
tütlditi bat Xomplmtnt Don GF,' bem Dom ^itttlpmü 
bei umgefc^rtebenen .KreifeJ auf AB faOenben ^^erpenbf« 

^an Udt alfo burd^ bie ^J^ittetpunfte ber 
Gelten bed fpMttfc&en t>ttitdti 9)erpenbife(/ 
»elc^e Heb in €inem fünfte fc^neibett; fo ftnb 
biefe bte ^omptemehte ber SBinfel/ unter n>eU 
.JT c^en ficb bat ©ebnenbretecf gegen bte betreff- 
fenben @eiten beiS fp^drifc^en iDretecEe^ neigt 

3ufa$ L &inb imi ^itlUn btt ^ttkdti, tttüa AC, 
' BC, gleicbf fo ftttb ti aucb bte ^erpenbifel GD, GE ber* 
felben; a(fo bat @e^nenbretedE unter gleichen SBinfeln gegen 
bte gleichen @etten geneigt. 

3 Ufa 6 2. S3e{ gleich feitigen S^reiecfen finb aUt brei 
S2etgungdmtttfe( be^ @e^nenbretec(e^ gleich* 

$. 46. 

Slufgabe« ^en ®infe( {u beffimmenr unter 
n>e(c^em bie €bnen ber @eNenbreiedEe 
' ' {weier ^oUrbreiedEe fic^ gegen einanber 
ntigen. 

aiufgabe* 3» tinem ber beiben ©reiede ABC (gi* 
gnr 33.) lege man burc^ bte SRittelpunfte D , E zweier @ei« 
ten AC, BC fenfrecftte SBogen^ beren IDurcbfcbnitt G ftt)i 
bann ^albtre man jn^et ^(nf el A , C bed ^ttitdtt bntäf 
Sogen f beren £)urc^fc^ni(t in H feps fo ifl ber S^ogen GH 
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fcri ^tbmtointd alfo =GH. 

fdtmtiS. ^it (£hnm ber Se^nenbretecfe itotkt ^olar« 
brctecfe f!nb iit &ntn bet um beibe befe^riebeften kttiftJ 
iDa nac^ $• 44* ^uf. ber um ein ^olarbretecf befcdriebene 
;Rrei^ f>araD[e( i(l bem in be^ anbern befc^riebenen ^retfe; 
fo tf{. ber {eftlcftte dZetguttsA^infet gkic^ bem 803inM ber in 
unb um,baj$ iDreiecC ABC 6erd)rtebenen Greife f beren ^it« 
Jefpunfte G unb H finb* C$. 42* 3uf*2, unb $♦ 43. guf* 2,): 
©inb nun G' unb H' bie ©egenpunfte bon G unb H,^ fo 
^ttb G','H' b(e «uf ben bem SKittelpunft ber Äugeljugefe^r^ 
« ten ^tten ber ^retöebnen liesenben (f>oftfibetr) $o(e/ aifoibt^ 
abflanb G'H', welcher =GH, ba^ ©upplemenf be« Sefuc^*' 
im aSBinfeK (§. 12,), ber alfo =Gff jfl. 

3ttfa|« Z>{e um unb in etn fp^jrifd^e^ SDreiecf bt* 
fc^riebenen Greife neigen fi^ gegen einanber unter benfe(bett 
SBinfefof tok bit um unb in bai fioIarbreiecE befc^riebenen 
Äreife- 

S. 47. 
Se^rfo^. Stoet fpHttfc^e @t>tnbe(n ^a(en 

fiTjetc^ fittb. 

gjewei«. SD« SEBinW APB, DPC (gtgttt 36.) b«c" 
©pinbeltt PABP* unb PDCF fe^en einanbet. greic^. aRoi» 
redt PCP* auf PAP', fo f&üt PDF auf PBPj hit ©pm» 
bellt b((feit fl(^/ ^abm alfo gleiche Slic^enräume. 

S.48. 
Se^(f«(|. ®inb itoei fpMnf<$« 2)ceU(fe i^cett 



63 

®{tt(((tt ttnb &tlttn tta^ d(({4/' U l^Al^ett 

fit iltiäftn 8{4c^enraum. 
S5e»ei«. 3n t>m ©rdtcfett ABC, A'BC fglgurS?.) 
fev AB=A'ß'j AC=A'C it. f.». unb D, D' fet)«! bfe 
aRittefynnfte ber dn^efc^rtebtnen SErctfe ; a(fo bit ^trptntiUl 
DE, DF, DG fo »le D'E', DT, D'G' «nter (!* glefdj, 
nnb bU mnttl A, A', B, F bor* AD, AD', BD, B'D' 
^albirt £)ie IDreiecfe DAB, D'A'B' finb einanbet 9iet(^r 

«til AB=A'B'j mnttl 



DAB= icAB=i-CA'B'= 



D'AB'; unb ebenfo DBA=D'B'A' ift-, batmi folgt AD 
csA'D. £>ie an G, G' ttdttwinttid>tn SDretetfe AGD, 
A'G'D' |!nb gleich, totil AD=A'D' unb «DJinfcI DAG= 
D'A'G' (§. 30. 3Mf. 2.); barauö folgt DG = D'G' unb 

T AG=A'G'. (Si finb alf» bit einfc^retbuns^rabten betbec 
"SDreiede gleich; unb toie AGs=A'G' beviefen »urbe; fo ld§t 
fic^ bie ®letc^bt>t «Her dbrigen gletc^bejttc^ntten X^eile auf 
ben @(tt(n btibtt ^ttität bart^un. VitbttbUt ifl mät 
5.42. AG=AF5 A'G'=A'F'; folgli* aud) A'F=AG; 
A'G'=AF. gj?anniugba5erbJea5lerecE«AFDG, A'F'D'G' 

' fo anf einanber Itdtn, bag fit flc^ beden; ndmlic^ AF mit 
A'G', AG mit A'F u. f. ». ©a^ec M« bieft Oiererfe 
flletc^en Sldc^tnranm. Cbcn fo ergitbt fl(6 bie SDecfung ber 
«Piererfe FDEC mit F'D'E'C unb GDEB mit G'D'E'B'. 
*Da biefe bret fSitttdt bejüslic^ gleiche %l&d}tm&ümt ^abtn, 
fo fittb 4u^ i^re 6umni(nr bie Slddl^enriume bec IDceiede, 
einanber gleich. 

38 f a $. Segenbreiecf e ^aben alfo auc^ gleiche glichen« 
iiumii bt^gleic^en ©egenpologone/weil f!e flät burt^ lOia« 
gonaten in lauter ®egenbreie<Ce {erlegen laffen. 



$. 49. 

£e&rfa$. Z>er Sldc^enraum ber fp^itifi^tn. 
Gpinbel oerMit fit^ ju bec XugelfUc^er 
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«fe ber ^inUl-^tt &pinbtt tu »{er 

SRed&fen* 

fbtmtii. S)er fiBinftf AFB (Sisur 360 ber epinbel 

FABF fttf mit W, bie (Summe Dott Dier gtec^ten bt^rd^ O; 

ber %lid^mvänm ber €f>inbel mit S ; {»{e ^userf{d4e mit K 

Bejieic^net. €< ffnb nun etttn^eber W tmb O fommenfurabel 

ober infiilmmenfttrabel 

1) 6inb fit f ommenfbra6eI f fo fei) ein Wxäd w bai ^m 

meinfd^aftUc^e ^aa9^ bem eine ©pinbel 6 entfpricbtf 

nnb e< fep W=nw5 Ö=mw5 fo if{ tt>e8en §• 48. 

.^ ' « -B^ ir#. W n ^ S n . 

S=ns5 K=m8j Älfo -0=j^J ^'^^ K — S* ^^' 

W_S ' ' 

l&er -Q- — j^. 

2J @inb W nnb O Inf ommenfnraSel unb ti f^ivt nid^t 

W S W + v S 

SBinfel bebentet. 3ebenfalD[< Mft flc^ nun r in jn^ef 
Sbeite v% v" jerlejenf fb bag (VV+v) wit O fom* 
menfurabel ift, nnb e^ ge^&re {u bem ^infel v' bie 
@pinbd a\ ^ann if{ nac^ bem eben beioiefenett 

— O^^^' K ^ ^^^ ^^'^ Stnna^me aber — or*=' 

S 

j^. ®a nun S+s'>S ifi, fo müfte attd& W+v' 

>W+v; a(fo ber X^eil V flrifer aW ba« ©anje 
V fepn; toai unflereimf ijl* 

^_ ^ W—r S 

€ben fo iti^t mm, ba§ an^ nic^t - ^ ■=g fe»tt 

fann. Sßfo mng in febem gatte ■^=§ fepn. 

Sufag 1. Sitmmt man ali ^infelein^eif benfenisen 
fSBinfer u, ber ate €entri»infel burcb ben bem Slabinö qUU 
c^en SSogen aemeffen tt>itbi fo ifl befanntKc^ 0=2^a nnb 
e< fe9,W=\fa, »o w eine ga&l bebentet. 
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Rimmt mau ferner ioS Ouahtat ht4 SHtltahini R 
)itr Cin^ett btS ^lidktntarmti , fo tfl K=s47rR2, unb ti 

taäät btm itM(t%t ifl «Ifo 2;^ =5;^ ober w==2 5 

to^tata £f=2w folgt; baö ^efße: bte S3cr^d(mig)a^( be4 
Sljc^enraume^ ber @pinbe( ifl bai Sioppdtt ber Ser^dltnig« 
)a&{ beä ^infel^/ tDenn @pmbe( unb 9Binfe( auf bte oben 
genannten Sin^eiten belogen tt)erben. S)er ^ürje n^egen 
brdcft man bied fo au^: ber SUc^enraum ber @pin' 
btl ifl boppelt fo groS, alß ifyt Sßtnfel; wobei man 
inbef immer nur bie Ba^en, burc^ meiere jene^rigen bcn 
anflenommenen €in^e{een nac^ demeffen mvbtn, meint* 

3.ttfa| 2. SRimmt man (gigur 36.) bte JBogen PA, 
FB, leben gleich einem HuabranteUf fo ift ber Sogen AB 
hai ^aa% bti ^inttli P, b. ^. totnn ali Sdngenetn^cit 
ber Stabtn^ (ber XugeOp unb ati aßtnfe(ein^eit ber oben be« 
leic^nete SBinfel genommen n^erben, fo f)at AB biefc{6e 
SJer^dltnigjabl w, wie P; eö ifl AB = wR. JDa bie Spin» 
»el S=2wR* ifl, fo ifl andt^ S=2Aß. R, ober =2AB, 
loenn man bie Cinl^eit R unterbrucft. (Si i(l a(fo ber S(d« 
((enraum ber @pinbe( gleich bem boppelten 9ted^tedef beffen 
eine 6eite ber Stabiu^ ber Xn^tU beffcn anbere @ette bem 
i&ogen gleich iflf ber ben 9Binfe( ber @ptnbe( mi§t. 

3tt bem oben be{etc(neten (Sinne (ann man aud) 5ier 
fagen: ber gldc^enranm ber ©pinbel ifl gleich bem boppeU 
ten SSogen i&refi ^inhli. — 

IDie Xttgelfldc^e ifl fonad^ =4n= einer €pinbel beren 
fflJinfel =4 Steckten- 

Änmetf. 2)er unefgentBcbe 3Cu6brucf: ber glddE^enraum 
ber ©ptnbel Ifl l^rem boppelten SDStnfel ^Uld), — fann re(l)t »obt 
gebulbet mecben, mm man lf)n nur cid^tfg oecflebt. jDenn ber 
-fonft auc|^ fibltcbe Xu^brud:"^ ber Stdc^encaum ber @pfnbet b^t 
gum Wtaa^e ben boppelfen SBStnfel, ober tvtcb bnxi) ben bop« 
pelten SDSinfel gerne ffen — Ijl nic^t weniger unelgentlic^/ ba 

5 
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bod/SPIaa^ mit 6«m )u S){e|fenbm: fltetc^arH^ fepn <mnp; Stdd^em 
taum unb WcahX (pbec SSosen) abec J)etecodene 2)mdl^ {mb. 

Dec Mc^ toegen tüetben U)!c un$ a(fo in.bec. Sot^e bc9 
3Cu§bcucf e« bebi^nm : ,f bec ' gl(!cl^enraum I^ t jl bem SBfnf et W • 
pbcrSBogen B gleid)" — «nb t)wjie^en bantntec efgentUd^: ,,bfc 
SJetr^dltnifjal^r f tfl bec aSetJ^dttnifja^l w ober b flleicl(^" — wo 

F W B 

. §/ 50. 

Se^rfag* 2)er gldc^entaum ted ff>Mrifc^ett 
JDteiecfeö ifl bem UeSerfd^uffe fretr @üm.me 
fetner SBfnfel ä6er itoei Siedete dleic^. 

SBewei«* €« fep (Sfaut 380 ABC eitt fp^rifc^e« 
SreiecCf beffen ©eifert , {u j^auptfreifett t>on[ettbetf fl^ {um 
jn^eitert SRate ttt bett ©egettpurtf^eu A', B', C fc^tteibett uttb 
foad^t Sretecte bilbett, tpelc^e bie ganje ^ugerflicl&e einne^^ 
liiett/ uttb t>on bettett fe jtDet ©egettbretede flttb, a(ro sku 
4ett Sldd^cnraum^abett. S5ejeid)ttef matt ba^ IDreled^ ABC 
mit T; belfert SRebettbreiecEe A'BC, AB'C, ABC fcejaglic^ 
bttccft T', T", *r'"; bie ©egettbreiedfe biefec tiere burc^ t, 
t', t", t'"; fo i(l T+T'+T" + r"+i + t' + t" + r=47j, 
(§. 49. 3ur 20 ; uttb ba T=t5 T'=t' u. f. tt)., fo ifl 

2(T+r+T"+ro=47r5 aifo T+r+r'+r"= 

27r. föerbittbet man T mit |ebem feitter Sßebettbreicde, fo 
tt%^i matt brei @pinbe(tt mit bett ^ittfeln.be^ £)retedEeJ. 
iSA i(l batttt T + r=2A; T + T"=2Bj T + T'"=2C; 
abbirt matt biefe ©reic^ttttgeti , fo er&dit matt 3T+T'+T"+ 
'r"=2(A + B + C)5 ^iet)ott bie ©leic^ung T + r + T"+ • 
T"=27rab9ei09ett; giebt 2T=2(A+B + C)—27r, tt>or- 

(i'^<i T = A + ß+C — TT folgt 

2fnmecf. 2(uc^ j^ierou« ergiebt ftd^, bap bie ©umme bec \ 
SeSinfel eine« fpf)änfc^ett Sretetfe« grogec alö itöei 9Jecl[^te ijl, uiib 
jwat lim ben gläd^encaum be6 2)tefetfd. 

3ttfag. 2)a bie SBittWfumme (?ef^ <3;r (fl, fo muf 
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Se^rfa$* IDer ^lä^tnvaum tlnti fpMtifc^en 

^blpdone^ ifl gletc^ berGumme aller Sßin^ 

fei beffe(6en/ tocniQct fo offmat }n>ei9led&« 

. tc/ aU ba^ $o(9don @eiten tveniser jwei 

rat 

S5<»ei«- diitr) (Sigttr 39.) ABCD..,. ehi ft>^irf- 
fc^eil $o(9gon t>on n ®eiten. Sitf)t man t>on einem {nnet^ 
^alh bti ^oh)dt>ntß btlitbii dttoi^lttn fünfte P SSogen 
ttac^ ben Scfen be{fe(6en; fo {erfdOt bai $0(99011 in n 2)re{« 
tdu €« i(l nun PAB=a' +/?' +9 — ^; 

PBC =ö" +ß"+g>"-^7t n. f. »♦ 
SRit^tn bfe (Summe oDer S)re{ecEe 

PAB+PBC+ =a +/»' + «" +/?"+.• — 

+9' + 9"+ 

e« iff nun tt+/»'+a''+/J"+ =i:A + B+C4- j 

snb 9' + 5p" + 9" + = 2n? j ba^ec bie ©umme atter 

iDreiedEe/ ober ber gldc^enraum beä ^oTogone^ 

«CA+-B-fC4- )+27r— n^j 

==CA + B + C+ )—(n—2)n. 

3ufa$ 1. £)er (^a^ gt(t au(j^ t>on gJolpdonen mit, 
tin^ittt ge^enben ^inUln, mnn man nic^t biefe^ fonbern 
bie äber({umpfen inncrn Eintel (bte 3mp(emente iener) ali 
SBinfel be^ ^olpgone^ betrachtet; benn e^ if{ -^ier biefelbe 
3erfd0ung in n ^retede miiliä). 

* 3 Ufa I 2. 92tmmt man ben 9)un(t P auf einer @e{te 
bei ^olQgone^f fo terfc^minbet tin >Dreiecf unb man er^dU 
i^nr (n— 1) ©rcicrfe» SRudt man P in eine €(fe beö $0^ 
Ivgone^f fo t>erfc^t9inbet noc^. cin^^ alfo lufamtnen tmei 
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ml^t f!(^ burc^ £)rasona(e^ Don eitern ^ntft ßoi ^^ til^ 
ttn lajfem — - 

9(tt(^ totnn P auf er^a(6 bt6 ^obfiontt sendtnmen n>irbf 
ersteht ftc^ ber S(dc^enraum; nur nmflinblid)tu 
«:; ^ttf«! 3* Sejetc^net man ' Den $(dc|f enraum ^e< ^o«* 
I^Sftitetf mit P, fö iff nad^ Dem Se^age 

=2fr— C^ + B + C + 0; •• * 

tKo. 'rf{ i^r.jSläc^fenranm'feM 9^(9^ne<f .t»eI4tf feine 
iiii»itt4 flc^enben SBintel ^at f ikimt ali Die ^atte ^nge(< 

. ; 3ufa| 4, £>a CA + B-fC + ...o Den ?kwmeftc Deö 
' ^olarpologoncg. ^^lämc^t mif ti^ ^ttf. 3. iltinncß ji(f 3;^ 
i{{; for ftt$t} liag Der ^^erimetec iiDe< fpHtif^tn l^olpgone^ 
f leiner a(^ 27r,^ D. i. ali ein JS^«))i^frei^ üf» 

(ScfUrnhd. €in fpl^^rifcOe^ IDreiecf ^eiftein f^iC'- 
fe^/ n^enn ^ir Don Der 6)>i$e <r9f Die SHete Der ®runD.fe^r 
i^e^osene S56gen. mit Der SrunDfeite fcfiiefe SSinfel (ilDet 
3e me^r biefer ^ogen Don htm Durc^ Die ^ittt Der Srnnb* 
feite fenfre(^( 'jie^enben ^osen aiweic^tf beflo fc^iefer if{ Da^ 
©reiecf. ^ 

' 3ufa§ !• €rricfttcf man auf Der 3Rifte ber ©runbfeite 
einen fenfrec^ten Sogen, fo ift Don be^ anbern beiben @ei« 
un bti ^ttitdti Diejenige # xotli^t jener fenf rechte föOQtn 
ftlc^t trifft; ble Heinere. , ' ■ ^ 

, S:>mn fll im tttitä ABC C^föur 40.) DE Diefer fent^ 
rechte SBogeu/ Der in F bie Seife AC trifft, fö i^ CB< 
FB+FC; tber FBä=FC (§. 38. gittf. 3.), ba^er CB< 
AF + Fi3, In i. CB<CA. 

^ 3ttfa$ 2. Mmgefe^rt: 2)ie grJfert etitt toixb fttti 
Dot). Dem fUrpeubiM getroffen. ^ 
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$e^rfa|f. Witnn i^rotl fp^&ti\^tS>ttitdt Qltiätt 

Qronbfette unb gleichen %li(l^tntanm (a* 

htn, fo ^at bai ii^itfttt ctnen srfigern Um« 

fang. 

«e»e<«. ©le Dreittft C5i3ur4l.) ACB, ADB feften 

{^rem Sldc^encaume nac^ dfeid^z ADB fe^ bad fc^itfert 

IDreicd «nb CB, DB bie «clittren ©cifcn. Do CB<CA, 

fo ijl ®mW CAB<CBA; um fo mt^r OAB<OBA; 

ÄCro OB<OA. €« fep OF=OB, OG=OD, fo fj 

2)reierf OGF=ODB, wegen ®Iei*^eft »teelec ©eiten mft 

bem eingefic^Ioffenen Sßinfel. (ii tann aber G weber («i« 

fc^en O unb C, noc^ auf C feibfi fallen; bcnn in Seiben 

gaofen »&rbeOGF<OCA feonj ba bocft ©reieef OCA«= 

ÖDB fc«)n raug, Wtil ACB— AOB=ADB— AOB iff. 

©c^neibet nun GF in E bie @eUt AC, fo ift AE< 
AF+FEj EC<EG + GCj ba^er AC<AF+FG+ 
GC. SIbbtrt man }tt biefec Ungleichung bie ©(eic^ung CB 

±*:ca+op, fo forgt 

AC + CB<AF+FG+GO + OPj 
tt ift «6er GO=OD; ba^tr AF+0F+GO=:AD} auc^ 
i(l FG=DB ; forglie^ AC + CB < AD + DB. 

3ufa$.. Unter ben IDretecten auf gleicher 9rttnbf;itc 
tmb »on gleichem Sldc^enranme ^at Hi g(ei(^f(t)ettlK(^e beri 
^(inften Umfang) benn tebe^ anbert 0e^t fcf^itfer^ üÜ iüi 
8(9c&fc^enfli(^e. (S. 40. 3uf. 1.) 

$.54 

Se^rf(t$. Unter ben fp^rifc^en SDreteden auf 

gleicher &tnniftitt unb t>tn sleic^ens Um* 

fange Mt büi fc^tefere ben fleinern %li^ 

(^enranm. 

»en>ei«* 3n betr ©ceietfen (gignt 41.) ABC, ABD 

,fro AC+BCoBAD-f BD «nb ABD h^ fc^iefere Z>mta. 



iDdflref6e (^tm nun nld^t =?'ABC f^n r tf ei( nac^ tortdim 
0a6e A3C einen Heinem Umfang ^iß ABB ^$bm malten 
^a^ Segen bie S^au^felung tft« €6en fo mniQ tann 
APD > ABC feonj benn reift iiti, fojagt flc^ AH fo 
liefen, ba9 ABH=ABC. ifl. ©ann »firbe AHrhHB> 
AC+CB ft^n, unb ba AH+HB<AD+i)p {(l, fo 
wäfte 4tm fo we^c AD+BD>AC+BC fe^n, mi mi$ 
ber aJoratt«ft|ttttg ^reitet IDa^er ((l ADB<ACB- 

Sufag. £).ai^ Sleic^fc^enfHc^ 2)r:e(ecf t(l. alfb bojf 
gt5g(e unter aKen r, bit mit i^m gleiche @rttnbfeite «nb g(et# 
d^en Umfang gabtiu 

j • • 

' §. 5i. ' 

Se^rfat. Unter ben ff>Mr{f(^en ^^ol^genen 

Don g(ei(^"t>iel (Seiten nnb gleichem S(d« 

d^enraume ifl ba^fenige/ n^eld^e^ benfleinf 

' flen Umfang Mt/g.teicftfeiffg. /' 

kmtit €« feo ba« fp^ar{f*e 5pob)gpn ABCJDE^^^^^^ 

ba^ieniaef toel^e^ bei gegebenem. gldc^enranmeben 'flemllett 

Umfang . ^au SB^re e« nic^l gleic^feitig , fo folgen {jrge^iin^o 

ixoii nnglei^e fetten auf etnanber* @oI^e feDen AB unb 

»a g)enft tjian fidf ober AC ein ©reiedE AKCs^ABC 

»nb fo befcftrieben, bag AK=KC; fo ifl AK+KC<:AÄ 

•fBC (§• 53* 3ttf) unb ber Urafang.be« ^io«one« 

AKCDEl..., mläi'ii =ABCDE,.. Iflr «einer al« bec 

be« (entern/ toai gegen, bii 93orau«fegung ftrettet )Da^er 

f innen nic^t jn>ei ungleid^e @eiten auf einanber folgen unb 

ba« $ol9gon mit, bem tlüx^tn Umfange muß gleic^feitts 

im-. . 

3\xfa^. Unter ben ^^ol^gontn bon gleid&bieC @eiten 
U|tb Don gleichem Umfange if{,ba«ienige, mlc^e« ben gr&f« 
ten gl^c^enraum ^(tt, tin gleic^n^in^ic^e«^ IDet^n »enn für 
ben gegebenen Umfang a^b + c+d + ....) ber 8W<*en* 
xmm tin fKa^pimum i^, fo tj^ e« om^ bie SSit^felfamme 
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(A"-fB:+C+D +.....). 3m iPorarpor^öone Ifl ba&er fit 
bit geflrtene SBmWfumme (a + 5 + 0+5"-}-....), mit^'u 
fiv ben a^flebenen glclc&enraum bcr Umföng (Ä+B+C+....) 
efo 9${m{Amm; airo nad^ bem £e^rfa$e batf ^olarpolQgon 
efit iUimUmi. 3ff aber A=B=C «. f. p., fo {fl A== 
BäC=....; alfo unter ben ^Jorogonen t)on flWc&em Um^ 
fange baö ixb^U tin gleic^ttinflicOeä. 

§. 56. 

£e^rfa$. Unter ben ^oti^Qontn t>on sleic^ d{e( 
'Reifen nnb t>on gteic^^ Umfanse tf{ baS 
^ti^tttin dlete^feittstC 

: »ewei«. 3fl bü« jporoaon ABCDE... (gfgur 42.) 
tag dtögte^ xotld)tß bei bem gegebenen Umfange unb gege« 
ibeher 6eü(en)a^I mögHc^ ift, unb eö ftie§en trgenbwo un^ 
gleiche &ütcn jufaramen^ et»a AB, BC; fo fei) über ber 
ernnbfette AC ein gteic^fc^enflic^e^ £)retecE AKC befc^rfe:* 
tmp fo ba^ AK+KC=AB+BC. ©ann ift nadf §• 54. 
Sttf. baö ©reiecf AKC > ABC, mit&m ba« ^JoTpgon 
AKCDE . . . , mld)ti gleiche 6eiten|a^( unb gfetc^ett Um« 
fang mit ABCDE..*. ^af, griger ali bicfcS, gegen bte 
imia^me* ^olgHidt ABCDE .... gleic^feitig fe^n« 

3ttfa6 1* Unter ben ^olt)Qotitn t>on gleich t>ul @ei« 
Uti nnb gleichem Sldi^enraurae ift haiitniit, mld)ti ben 
Utinfltn Umfang W^ tin gkic^toinflic^ed. 

^tnn ift bei gegebenem gldc^enraume (A+B + C+. . . . 
— (n— 2) ft) ber Umfang (a + b + c + . . . .) tin SUJimmum^ 

fo ift in bem ^Jolarpolr^gonj bti gegebenem Umfange (A + 
■ B + C + . .,) ber gldc^enraum (a +b + Z+ . . . . — (n — 2) yr) 
tin ^a;imum/ baffelbe a(fp bem Se^rfage nac^ ein gleic^fei^ 
tige«. au« A=B=Ü=.;. folgt bann A=B=C=... 
Snfa^ Z ^ni bem Et^rfa^e unb $. 55. 3uf. folgt: 
Unter ben fp6drif<^en ^l9goiia t)on gleich t>ie( Qtittn unb 
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wnb 6Ui(bUitiiti , ülfo etti r c d e I m d g i g • «* 

. 3 Ufa 6 3. 3ltt« i 55, luib. 5- 56. 3ttf. 1. ergiebf ffd^t 
ttn^r bcn fpd4(|fd^ett ^ol^^ohtn t)Dtt gleich t)iel Qeitenr un^ 

ttitifand &at, ein reflefmdgiged. 



QJon Öem SfJebenfteife* 



$.57* ' '-■^■" ' 






innerhalb tinti fÜtUn^^ (tegettbe ^j^gen ekie^ 4>4upt(re{« 
fed, tDeld^er {tpei fünfte b(c ^ttip^ttit be4 Slebenlreifcd 
Derbinbet 

£)ie 6e^ne tDirb {um S>ttrc6neffer^ toenit fte bittet Hn 
Cfp^drif^eti) ^itttlpuntt bti Xttiftä ge^t 

3ttc ^ttantt toirb bie Ge^nö t^enn ffe Aber bie ^« 
tj)>^erte be4 SZebesfreife^ ^inauj ge^t; «nb bie (Sefanfe ge^C 
aber in eme Xangente^ n>enn bie teiben IDurc^fc^nirt^« 
pnvlUt berfelben in einen )uramnienfaOen. . . 

SN'e hti ber ebenen l^nißfUtS^t borfornmenben S^iegrife 
bti ©egmente« ober Xrei^abfc^nitf e4 , bti &tttoti 
ober ^reiäauirfc^nitted gelten ber 91na(ogie gemdf auc^ bd 
ber fpf^Jrifd^en XnÜfläditi ba^er biefe^ fo n^ie aübere in ber 
Planimetrie öbKc^e Sln^briicfe ^ier nic^t i»eiter erf(4rt |tt 
»erbeit bratt(^ent 

Je^rfaff. 2>te ©egenpnnffe b^er|enfgtit^attftef 
»elc&e auf ber tJerip^er ieeine^ Sieben! rei- 
fet liegen, bilben wieber einenStebenfret^r 
beffen 9Ritte(t>nnft- M? ©egenpunlt bti 
aSieterpttfirte«, «m. itffin (ff Mi^ifc^tr) 
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StabtuJ ilti^ tbem Kabin^ bti erflett 
Äreife* t|I. 

Ztt^tii. €< fe9 (S<8ttr 430 ^ b^t ^iftdpunft M 
^titnttiifti BAC unb A eitt htlitbiQtt ^nntt in ber iperi« 
p^crie beffflben. ©er ©egenpunft ton M ftt) M! , ber ®e- 
geapunft t)Ott A fe9 A'$ fo finb bie Segenbodcn AM unb 
A'M' einanber flleid^* * 

©enft man f?d^ nun A auf ber ^erip^erie BAC fort« 
t&dtnb, fo vMt audf A' forf^ unb ba in feber (Stellung AM 
= A'M% fo bleibt A' immer in ßfeic^er Entfernung t)on 
M'; mithin liegen bit ©egenpuntte ber ^eripberie ABC in 
tintm iRebenf reife f bem bie im Se^rfage au^gefprocbenen 
SRerfmate }nfommen. 

2(nmerf. ®o(^e £retfe nennen tt>!r ®egen(reife. 

9ufag U 3eber ^nnft innerbalb bti einen £reife< 
finbet feinen @egenpnnft innerhalb bti (Segenfreife^. S)enn 
tf{ a tin ^untt innerbalb be^ einen Xttifti unb M beflfen 
sBiittttpuntt p unb fInb «% M% beren Segenpnnfter fo ift ber 
, SSogen Mqt f feiner aW ber Slabtuif nnb ba MV=Mür, 
Md) MV f leiner r ali ber Stabintf be^ ®egenfreife4> alfo 
a' innerhalb be^ @egenfreife<. 

Xia^a finbet febe gigur innerbalb bti einen JCreife^. 
i|re Oegehflgiir innerhalb bti Qegentreife^. 

3ttfa$ 2« @egenrreife finb ^araDelf reife ^ beren &nin 
gletdl^e €ntfemung t)om fflfittelpunfte ber Angel ^aben* S>enn 
ba fie gemeinfebaftficbe ^Jole^ alfo anc^ gemeinfc^aftfic^e älc^fe 
^abtn, auf tocl^zt bie Sbnen beiber fenfrec^t fiebern fo 
ftnb fit ^araOelfreife* ^leicben ^bftanb Don bem ^itttU"^ 
punf te ber 5Sugel muffen fle aber ^aben , mil ungleiche 9lb« 
ftinbt nngleicbe Areife geben n^ürbem (§• 3. 3uf. 10 

3ttfa| 3. Segt man burc^ bit ^tttetpunfte M, JVC 
ber ©egenfreife- einen i^auptfrei* MAA^M , ber in A , A" 
beibeÄreife fc^neibetf fo ift AA"=7r— 2MA, unb man 
(ann AA' bie Entfernung ber beiben Areife t)on einan^ 
ber nennen. 
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3e «rSfer We Stabien MA, M'A% f!nb, bi^ö tUimv 
in bit Cntfernttttg AA". ©e^en bic 9Je6enftrafe ift S^anpU 
frerfe öfter; fo t)erfcött)mbet AA" unb betbe ©«genfreffe faU 
ktv {ufiMnmen in tintn Sj^aupttxtif. S)er ^anpttttii ift 
Alfo feitt eiflener ©egenf teiÄ* 

3ttfa$ 4. Ugigefe^t: i&ä6en jwei Siebettif reffe gleiche' 
Stabten. unb ffnb (l^re ^ittefpunf te © egenpunfte > fo ffnb fle 
©egenfreife* (§. 6^ 3ttf- 3.) 

$• 59. . 

Se^rfa^. SEBirb ein Sflebenfreid t^on einem 
J^aupffVeife in ixoti fünften gefc^niftenr 
fo n^irb audf beffen ©egenfreiä Don bem« 
felben ^auptfreife in jn>e{ -fünften, unb 
2n>ar in ben ©egenpunften ber erfiertt ge«* 
fc^nitten; tvirb aber ber tvHttt Sieben«^ 
frei^ ton bem ^anpttvf^iU nur in tintm 
fünfte beril^rt; fo tpirb ti anc^ ber ©e« 
genfrei^/unb jn>ar am ©egenpunfte fened 

SBtril^rttnggpunffe^v 
'. * SBemei^- SBirb ber erfle SRebenlref* i>mbm^a\xpU 
f reife in ben fünften a, /S gefc^nitteUf fo (iegäi bie ©egen^ 
pmttz a, b^rfelben fott)o^{ in bem .©egenf reife/ <Ai in 
bm J&auprtreife (§. 4 Suf* 2*) ; mixW fc&netbet ber SimpU 
ittii auc6 ben ©egenfrei^ in ben fünften cl\ §f, ben ©e^ 
genpunf ten bon a, ß. 

SB.^rfi^rt aber ber <&attptfrei* bvx erffen Slebenfrei^ 
nur in tintm fünfte a« fo liegt beffen ©egenpunft a fo^ 
tt>o^( im ©egenf rejfef aii im S5em^rung^freifei. €tnen itotU 
tetr $nn(t fann Unterer mit bem ©egenfreife nid^t gemein 
^nben f toeil er fonji nac^ bem ^etoiefenen (tuc^ mit bem er^ 
fieren 92ebet)freife jwei fünfte gemein Hbtn mu§te* 

go(g(i^ berührt er b(od bgUi^^genfrei^/ ttnb*|n)ar im 
©egenpunfte be;^ erflcren S&eru^rung^punfte^. 
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3tt:fa$ 1* trifft ein ^anpttttiß mm fSltimtvtii gar 
ni^t, fo trifft er andt beffett ©igenfreW uic&t . 

3 Ufa 6 3. £)ie ©esmenttf ttielc^e cm. ^^auptfretö Don 
iwd ©esenfreifen abfc^neibet/ ffnb ©edenfesmente auf 
gleichen @e&nent 

§. 60- 

Se^rfa^* 3tt febem 92e6enfreife flehen glefc^e 
9Bin(eI am SRittelpunfte auf steic^en ©e^« 
ntn unb auf sleic^en SSogetif utib (Üben 
stetere Ärei«att«fc&ttitte. 

93en>etd. €^ fe9 CSiS^r 44.) ber aBinfel AMB=:s 
A'MB', tt)o M berSRItterpunft be« ÄrtifeöAB, A'B'tfl. g»att 
benfe flc^ ben Sluöfc^nitt A'MB' fo auf AMB gefegt^ bag 
A'M auf AM fdfft, fo f^Dt auc^ B'M m^ BM unb B' 
auf B, wfe A' auf A5 ttitt^m becft ffc& \>\t ©e^ue A'B', 
mit AB. 

3(uc^ ber lRe6en6oseu A'B' fdOt gau} auf ben S^eben^ 
bösen AB, i»eil unsleic^ Stabien ba fepn mügteu/ toenn 
ber eine t>on bem anbern abmiete. 
: SDa^er becEen auc^ \>\t Slu^fc^nitte f!c$*- 

3ufa$ 1* Stuf sUid^en ©e^nen^ ({e^en sletd^e ^tnfel 
am 9Kitte(t>ttn{te I benn bie £)reiec{e MAB, MA'B'.finb al^ 
bn ©eiten nac^ gletc^f »enif A'B'=3AB, unb a(fo bie 
ffiinfel AMB , A'MB' einanber fllei^ 

jDa&er ffnb burc^ gleiche ©e^nen anc^ gleiche {gogenii 
Sldd^e Sln^fdEinitte — aucb gleiche Xrei^abfc^nitfe — bebingt. 

3 Ufa 6 2* £)urc6 gleid^e S3ogen AB, A'B' eine« 92e^ 

tenfreife« ^nb gleiche 9Bin{e( am SRittelpunfte^ gleiche ©e^# 

. neu u* f* tt). bebingt S)enn e« Idgt ffc^/ toie t)or^in^ bie 

. IDednng bet genannten S3ogen nac^tt^eifeUf au« ber baö 

Uebrige folgt* 

3 tt f a % 3t SSon ben beiben Stbfd^nitten 9 xxi tt^el^e bie 
fp64rifiüfte SIic{|i:be« SRebentreifc« burc^ eine ©e&ne (erlegt 
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hti SvtiftS liest; mh um^fe^rt ' ' 

9ttfa$ 4 2)te 6M4)Wt btt in iUi^tn fffimMn am 
Viitttipmtu, ober in ^(etc^en &t^nm, obet }tt ßläi^m dh^ 
Benbogen ge^6ri9en Abtiitn, t^or^er setiannfen/ 6ti!dfc gilt 
auc^/ ^tt>enn fie ntc^t in einem mb bcmfelben Xvtiftf fort" 
bern (n berfc^tebenettf jeboc^ gleichen Stciftn liegem ^enn 
ei^ (d§t f!c6 nic^t nur bte IDedfung fold)tt Greife felbftr fan« 
bcrn aud^ i^rer SSpgett, ©ehrten ^ 8l6fd^nitte «. f/». «Wer 
ber genannten ^ebingttng nac^metfht. 

3uftfg 6* ©egfttjVgmenfe (5t 59» 3uf. i) $ttben glei- 
chen grdc^enraum. , 

j^ferauS U^ Hdi bte @re{«^$eit gn^eter @egenbreie(fe i^^ 
rem SUIc^enraume nac^ Mttun* ^Denn ffe {afjfhi frt^ itt- 
©egenf reifen fortftruiren f — Kegen alfo Immer in (fo wit 
au# ttm) ©egenf rdfen f — nnb i^re ©eieen fd^efben ton 
ben gleii^en ©egenfreifen gleiche ©egmehee ab. 

§61. 

. £e^rfa^« IDa« 9)erf>enbtfel dorn ^Ittttpunttt 
btß 92eben(reire4 anf iint &t^nt beffel«^ 
ben l^albtrt biefi. 

55e»ei«* &Uf)t bet SBogen MD Cgtgttr450 fenlred&t 
Mf ber (Segne AB, fo ffnb bte te(^fn)inHtdien Z>reie(fe MDA,^ 
MDB gleid>, tbe« MA=MB; MD=MD, (§. 29- SnfOf 
bager i|l AD=DB: 

g'iira^ i. £>er t>om WtttlpnnUt btt 5?re{fe($ nad^ 
bem ^Uttfpnnttt einer ©egne gegenbe S^ogen fltU atrf bif 
©^ne fbnfrec^t Sitnn bann finb bte SDreieefe MDA, MDB 
tt>egen ©(eic^geit breier ©eieen^ gleid^/ nnb biifer 9SinUl 
|dDA»rMDB. 

9nfa$ 2. S>er bttr4 bU ^itU einer ©egne ftntttd^t 
gegcnbe SBogen gegt bmäf ben ^TiitUlpuntt bti Sm(cg.' 
2)entt ginge ein anberer Siygen bom ^ittelpunfte bti Xui^ 
ff4 nac^ bm ^ÜUttifnnHt Ut ©e^e, fi tbdrben nacft 
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gafl iL |tD(i y erpenbtfti in bemfeUeii {punfte ftcM / WS 
«id^f Mi»m ift. C$. 10. 3ttf.) 

3uf«« 3* !Der aRttftfpunff be^ Xreife« tf{ ber !Dur(^ 
4ii^itt btr in beti 9)7itte(piitiften {tDeier ®e^iitii fenfrec^t ft^ 
^mbett Sogen. 

9uf 6 @ 4 aSerldnsert man hai ^ttiptnbltd MD Aber 
M ^inan^r {o ge^t e< burc^ ben ^o( ber @e^ne AB (^. 9. 
ßuf. 4); unb umgefe^rtt 'totna burc^ ben $o( einer @e^ne 
ttnb. turd^ ben ^itttlpntät bti 92e6en(reife< ein Siegen se^ 
fo frtft er bie ^ittc ber @e&ne; ferner: tDenn ein SJogeft 
(nrt^ bfe 9)Ittte ber @el^ne unb burc^ t^ren ^el ge^t , fo 
Se^t er burd) ben 9>2ttte()>unft be^ SRebenfretfe^. aUfo (iegett 
l»er ^imlpmtt Ut ©eigner ber 9)7itte(pnnft beö 9}e6enfreife< 
«nb ber ^ol ber @e^ne immer in einem unb bemfelbe« 
J^auptfreife. 

Tinmivt, ^iei folgt (ind) utimittelhax atx$ $. 9.^ tottvk 
man um D alt $oI mft bem Stahiut DA (=DB) einen Jtrei$ 
bffd^ wibt. 

3ufa$ 5« S)ie bem a)7itte(punfte be^ Greife« nd^ere 
Ge&ne iß bie gr5§ere. JDenn if{ ba< anf tint itotitt ©e^ne 
FG gefaote g)erpenbif el MH Heiner ali MD , fo {({ in ben 
tedfttnMneiic^en £)reiecfen MDA, MHF bie Xat^tt HFgri# 
fer M AD ($« 38. ^uf* 70 f ^(fOf ^^n ben J&d(f(en auf 
bie ©anjen gefcbloflTen, auc& FG>AB. — SDer iDurc^« 
'mtjfer if{ alfo gr6ger ali febe @e^ne. 

Sufag 6. Umgefe^rt: £)ie gr&ßere @e^ne if! bie bem 
8»i«erpottfte be« Äreifc« nd^ere- ©enn aixi FG> AB folgt 
FH>AD unb &(eräu« »ie bor&in HM<MD. 

3ufa$ 7. ©leic^e @e^nen ^aben gleiche €ntfernung 
»om SRittelpunfte be^ Äreife^; unb umgefe^rt 

S. 62. 

Srfljrttng. 9Ba< unter ber fp^jrifc^en @efante iü 
terfle^n ftp, ifl o6ettX§. 57.) angebeirtet. J^ier tpollen toit 
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fir bai %tldaib€ w^ U^tlf&itnp ia^ Ui me^rerti ttou et« 
Item ipunfte au§er^a(6 be^ fRtUntttifti an Jde^enbm €6^ 
fantettr ti^te Sidtt(.46. AO, AO^ ftht ton jmttß fünfte 
ii^ itt t^rimt (tpetttn SDurd^fc^itttte mit bem Äceife setiom^ 
meti n>ttb. SD(e @t&dt berfelben iii {um erfiett Surc^fc^ttitte^ 
ti)(e ACT, AP' Reißen bie dufereUf bte anbern (Seinen)/ tpte 
crc, D'D, b(e irinem aibfd&'nittc bet ©efantett; 

Sttfal 1. 3ie^t man t^on bem gemeinfc^affltd^en dtt^^ 
ganiipmtti A ber ©efanten burc^ bm ^ittdpnntt M be^ 
;Kreffe^ bie @e(ante AB , fo {ft unter ben aUrtgen ®e(att« 
(to bie bem ^itttlpmtu Hi l^ttifci nd^ete, jttdletc^ bie te^ 
mr burc^ btn ^itttlpunU ge^enben nd^er (iesenbef b. ^. fit 
iilbtt einen Keinem SBinfel mit betfelben. IDenn fdSt man 
auf bie ©eeanten AC, AG bit ?JerpenbtW ME, MF, Ibo« 
ienen ME<MF ijl; fo i|l anc^ SBinW MAE<MAF. 
(§. 38. 3ur 100 

Um^elel^rt . if{ bie ber burc^ ben ^ittttpuntt ge^enben 
nd^ete <;u<^ bem 9Ritte(punfte btä XxtiftS nd^er. (§« 381 

3uriio 

3ttfa$ ^2. 3n>ei @efariten fd^neiben ffe^ innet^alS bt8 
5?reire^/ wenn i^r gemeinfc^aftlic^er Slu^sand^punft innere 
^idlb be« ©egfttfreifeö liegt; liegt biefer aber nic^t im @e* 
genfr^Te/ fo fonnen flc^ bie ©efanten nic^t inner&al5 beö 
t>orliegenben ^reife^ fc&neiben* 

' $• 63. 

Je^rfag- SBenn nacl& einem Ölebenfreife i)on 

einem fünfte au^^ ber ni^t in bem ©egen^ 

^ freife liegtf ©efanten gejogen finb, fo ijl 

bie btm SKittetpnnfte be^ Äreife^ nd&ere 

bie gr6gere. 

93ett)ei«- €« fepen (Sigur 460 AC, AD jwei ©e^» 
fanten, t)on: benen AC Dem SDjittelpttnfte M nd^er liegt, 
totU SBinfct BAC<ßAD. gie^t man bie SÄabien MC, 
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MD) fo ifl in btn Z>ttkätn AMC, AMD @etfe AU«= 
AM5 MC=MD^ aber minfü AMC>AMD5 ^a^er AC 
>AD. (§♦ 31.) 

iititn bit beiben ©efanten auf t)err(^ (ebenen @ei(en Don 
AB, tDie AC unb AG 5 fo roac^e man ?aJmfe(BAD=BAG. 
JDann JUnb bie Sanität AMD , AMG emanbtr gleich ^ tt>ei( 
AM=AM5 MD=MG unb mnUl MAD=MAG, mb 
toeif bte ^ier m$s(ic^e Smetbeutigfett butc^ bie St'snr entfd^ie«« 
btn »irb! (§• 41- 3nf. 1.) g« ijl alfo AG=AD} bo^er 
ibem SBemiefenen gemdg AG<AC. 

3nfa$ 1« £)te burc^ ben ^itUlpnnH ge^enbe ©efante 
AB ift alfo bte größte unter allen. 

Sttfag 3. aSerldnsert man bie @e(an(en iii {umjtvei« 
(en gemeinfc^afrticften 2)urc{)fc^m(fe A', bem ©egenpunfte 
ton A, fo (fl auc& t)on ba au« A'C'>A'D' unb A'G'; 
A'B' aber bie grogte* ©araugforgt: AC<AD'-ttnb AG'; 
AB' aber am Heinflen. ^n SSSorten: fSon ben äußeren Stb«* 
fc^nitten ber t>on einem ^unttt, ber nic^t im ©egenfreife 
liegt f an^ge^enben @e(anten if{ ber jur gr&ßeren ge^&rige 
ber fleinere; ber {ur gr&ften gebSrige ber {(einfte. 

gär biefe dugern Slbfc^nitte gi(t ber @a$ jebodb ancbr 
t^enn ber gemeinfcbaftlicbe Sludgang^punft innerbalb ober 
auf ber ^eripberie be« ©egenfreife« liegt ©er S5en>eid ^ie« 
fär ift bem im Sebrfage gegebenen gan{ d^nlic^* -— 

£)ie^@ren{e biefer duferen Slbfcbnitte^ toie ber gqnjen 
©efanten, ift bit Sangente — bit duferjüe ©ttantt, teren 
£>ur(6fcbnitte {ufammenfaDen. S>ie Xangente .if{ a(fo^gr6§er 
ol^ feber dugere Slbfc^nitt; bocb f (einer üli tebe ©efante. 

3ufa$ 3. £)ie t)om SRittelpunfte bti Greife« gleich 
il>eit entfernten ^ttanttn (toit AD, AG) f!nb einanber gleich/ 
bü^tt auc^ ibre dußern Slbfcbnitte. 

3ttfa$ 4 2)ie ©ifferenj ber dugern öbfcbnitte j»eier 
GefanteUf bit bon einem fünfte ausgeben, ift tUintt, alß 
bit Sifferenj ber. innern. ©enn e« ift AC' + CC>AD'+ 
Ö'Di ba^er CG— D'D>AD'~AC'. 
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f innen f lti§vbit Entfernung beö^nnfte^ Don im Xxtiik; 

^ tt f Vi 1 6« SSon {t^et Ofsenimnftnt #et StuQttHiän i^ 
inimtt dner um mnidttf al< itnen Xtuabranten t>on einem 
titUnkiiifk tntfttnr. SDenn Man Uit burlJif' tie , Oigaipunfte 
(Sisnr 470 A'i 'A' Mi »it(0 »et( SKttcIj^tMft^ M betf Svti* 
fti einen J^duptfreiöf ber in B, B' btn 9)i6ien&tt^ fe^neibet 

ttttb.e« fep Al^^ j5 ^bann fjl A'B^^j jäjfo ieb'enfolK 
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it^vfa^. Unter ben ^ogen^ n^el^en^o-a einem 
jnnerbalb be^ Slebenfretfe^ (iefl.<nben 
9>ttnlte auf nac^ ^er ^rerip^erie beffelben 
$tf)tn, tfl ber bnrd^ ben ^itttlpnntt bei 
.K'reife^ 0€^ettbe ber st^tt; bit fSttUuf 
Serung beffelben riicftDdrt^ bi^ jum entse« 
»engefe^ten ipunfte ber ^erip^erie if{ ber 
t&tii^ti t>ott ben Abrigen SJogen t(i ber 
bem srigteR: .n4^ere (b* b* einjrn Heiaern 
9ßin(e( mit bemfetbe« bilbetrbe) b^er gri« 
• ßere. 

SB e» e {«. ff« ff?- (8f9Wf 480 A ber ^«nff , t>on tt>el- 
d)m bit Sogen AB, AE, AD u- f- ». gejogen finb, nn^^ 
fer benen AB burc^ ben SWitterpunft M bti Äreife« ge^e* 

1) €« ift nun AM+ME>ABj folglfcf), ba ABfa 
.AM + MB = AM + ME ifl, ott* AB>AE. Sllfo 

ifl AB ber griffe Stegetti 

2) ©a AM + AC>MQ, ttnb MC=i=MB'^AM + AB' 
Ift r fo ifl AM + AC> AM + Äff 5 folglich AB' < 
AC; ölfo AB'btf tUin^t SBogen. 
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3) jDa ber minhl MED=MDE ift, fo iß AEO 

ADE 5 folglich AE>AD; alfo ber bm Qth^ttn AB 

tti^ere SBogcn ber sr6fete* 
i^ SRacOt man auf ber anbem &tiU bei £)ur<4mefrer^ 

BB' ben mnUt BA(r=ßAD; fo tf{ ba« £)retec( 

AM(y=AMD ($. 2905 ba^it A(r=AD; alfo ba« 
tti 3) (Svtoitfmt auc^ giUtid^ n^enn bie S3ogen tttc^t 
auf dnit ®ette be^ JDutc^mefferJ (iesett $ mithin bfe 336^ 
l^auptong ebtbent 

,3 Ufa 6 1. 3u betben leiten bed größten unb be^ 
ftemßcn 93o^en^ in gleichen Entfernungen t)ou benfelbin 
f!nb bit 9309en gleic^. 

3ufag 3. -SSBenn bei {wei ftc^ fc^neibenbcn @e^nen 
etn 3(6f(^nitt Jber einen gr&f er iflf atö ein 91bfc&nitt ber ati'^ 
bern; fo t({ ber jn^eite Slbfc^nitt ber erften Heiner, alß ber 
imeite atbfc^nitt ber anbem @e^ne. S)enn t)er(dngert man 
AC nac^ C unb AE nac^ E', unb BAE iff <BAC, fo 
m AE>AC; iUQUiät ifl bann audf B'AE'<B'AC; alfo 
AE'<AC. 

3 Ufa 6 3. @inb aber bie beiben erflen 9(bfcbnitte ber 
Ge^nen flc^ gleich f f^ Unb ti aucb bie anbem beiben. 

3ttfÄ$ 4. 3|I bie ©ebne FF' fenfrecbt auf BB', fo 

ifl AE'=AE. ©a bie 3ibfcbttitte jeber anbem bureft A 

Se^enben @e^ne ungleicbe aßinfe( mit AB machen , fo ftnb 

/ fEe ttngUic^« 3t9ei (Seinen (6nnen (!((f alfo nic^t Uibt {u^ 

0(eic^ ^albirem 

3ttfa$ 5. Sdllt man bie $erpenbi{e{ Mn, Mp auf 
bie ©ebnen EE'^ CC, fo ift Mn<Mp, »eil ber SBinfer 
MAn<MAp i(l. ©ie SIbfcbnitte AE', AC, auf, welche 
bie ^erpenbifel nid^t faDeUf ffnb a(fo bie fleineren. 

S)a^er Idgt ber jtteite unb btittt 3ufa@ fFc^ fo mnß^ 
brtkten : S)er fieinere Sibfd^nitt ber grißern ©e^ne ifi Heiner, 
o(^ ber ber ((einem ©e^ne. S3ei gleid^en ©e^nen aber ffnb 
Jene »bfc^nitte gleid)- (SergL §. 63. 3uf. 2- 30 

Sttfa^ 6« Siegt ber gemeinfc^afttic^e 3(uägang^punft 
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einem @(^nena6fip^mtte. ^e -tiac^^bein nun biefe @e&jaena6« 
fcbnitte bie sr6j§eren ober Hemefen ffnbf: ifl bie bem^. (Rittet 
pnt^ttMi ^ttifti nd^cre @({ante. tte drSfieie ober bfe neu 
nere. etfiäte'fabtt fttitt, nreitn tec demeinf^aftß^i 9fu^< 
jjaQg^pttttff ber@ei!ant(n fentett MtSiiaHptimi VUetitn» 
tttifti tititi k^tni, tvtnn (c tttefTeit be(r<(6Wt fle!§t. '^ 
Stegf er auf 5(11 '©tenjen, nimliüy auf bim' 3)Httö^ttn(f< be^ 
eesenfrtif«!, bttr «iff «eflVH' q}<(i|>^er^'{ fo-JitV alifi @(« 
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SRei^nYreif«^ itll^^lRli(bfiiiP|viiac^ Us^ et« 

ttem 'Pnmtw itt ip^^tüp^iiiv i^t^unt^ An! 
htm exiip^uixtu'btfftllitd einJ$aapt6^te4i. 
feirfired^t auf ibfht<^46t«tf tttid^tit i»^ltbi 

fo i|l bief«c\&««|jit8fo9t!i* efne CfpM*^f*<) 
, S^Hflente-be« SJebentreife«* 

S5 1; » e ( ^- ©fe^t bet Jöauj^ffiögen . B ^ C (Sigur 49.) fn ' 
A fenfrec^f auf M, SXabttt« MÄ, fo i(l MA ber filrjejle 
»ogen t>ott' M* nadö BC. (§. 38.r; i 8- SfnnieiifÖ ©a^er 
finb aUt dbrtsen ^unfee in HC um mei^r^ ixli ben^^abiü^ 
MA t>on bem SRittelpunfte M entfernt Hegen öffo auger^ 
^alb bei Slebenf reifet. goigHc^ berührt BC nur in bem 
gjuttffe A bcn SlthttOttii. 

3ufa§ !• Umaefe^irt: Sebe laitgente f!ebt fenfre*t 
auf bm naät bm SSerä^congi^poufte ge^enben iKabiud. 
©enn tf{ A »er SBerübrungapunft ber iangehte BC, fo 
tf{ MA berJdrjefle SBogen nnttr aütn, ti^elobe t)on M nadf 
BC flehen j »dre nun MA nic^t fenfrec^t auf BC, fo-^örbe 
ein anberer Sßogen fenfrecbt unb für^er, atö MA feon> tcai 
nic^t möglich i^. 

3ufa$ 2. 2ln einem unb bemfel^cn fünfte bergen'* 
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p^itlt^M ÜltUnfitifti Htmt tint tanßtntt m benrelSm 
mitJU4tf btnn tint imtitt Xansente mflfte tptnfalU auf 
bmttlbtn 9tabiu« unb In bemfel^en $nnf(e ftnhtdtt fttUm 

3 Ufa 9 3. 2>er ,attf etee Xottdetife im SBecd&rung^« 
)>ttttfte fenf rechte J&auptbogen se^t barc^ htn ^Itttlpnntt 
M 'jRe^ettfr^Teii btm fonft tcixbt ber 9Ub(tt< na^ bcm 
tBcrü^runsifpunfte toiebet ettt (toette^ ^ttptnbiM feptu 

3ttfa|p4* 2)a4 »on bem 9RitteI)>ut(((e bed ffretfe< 
auf b{e Zatigenfe sefdDte ^erpenbtfel trifft ftt im SSerd^ 
ntttgjpunfte* S)enn toitt biti nidtt, fo mdrbe ber 9tabiu< 
nadft bem SSerä^rung^punfte ein {weitet Verpenbifet »om 
SRittelpunffe auf bie Tangente feviu 

3ttfat 5. SSerUttgerf man ben 9labm< AM aber M 
^na\a, fo ge^t er burc^ ben ^^l ber Xanitntt. f&ni ben 
3ufi$en 1./ 3« ttttb 4 foCgti SDer SBerA^ruttg^punff/ ber 
$o( ber £aitgeti(e nnb ber SHittdpmtt M Stni^tä ((egeti 
immer in einem nnb bemfelben ^auptfreife* 

Znmttt Unter bem 9ole einer Songente tfi t>on ben bei« 
ben 9o(en bed bedxl(icenben «^auptf reifet berienige gemeint, wetd^er 
auf ber @ette M berührten 9leben!ceife^ liegt, ober: n)e((l^et bem 
9IItteI|)ttn(te M 9{ebenfi;eifed ber niä)p i% (Sr toicb ge^nben, 
Wie In auf. 5. angebeutet 1% 

Se^rfae* ^it |)o(e aller tangenttn ettteö fSlu 
Benf reifet liegen n>ieber in einem Sßeben« 
fretfe^ ber mit jenem^^reife gemeinfc^aft^ 
lidben ^ittetpunft ^at unb beffen Stabiud 
ba< Komplement be< Slabind fene^ Xrei^ 

Ui iff- 
5Be»ei«- üi (zp (Smt 490 A ber SBerfi^rung«:» 
punft ber Xangenre BC unb t)on A burc^ ben SRfftelpunft M 
M Xvtiftß ber fiuabrant AP gebogen ; fo ifl P ber $ol ber 
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FM=f^— am) ifi. !Da bec ißol |(i>ee an^nt SAnd«i(e 

ott(^ um r j — AM ^ t>on M abfielt ; fo ^ttb ftSe Smideii« 
tenpole gleich ai|ett f>bn M entfernt; Itesen alfo {«emem.Sle^ 
Utdttiit, beffen Slobtttd. =^r-AM;, alfo ba# Jtompre« 

mwt AM Ijf. 

3ufa;^ liv^nTofem Ui Clement btg tüAeiitttiUif 
totl^tä becfel^e tntt ber Tangente gentem^at^ al^ Xl^et(\ 
imfi ^auptfreife^ betrad^tef ti^etben fann, ift btc Vfiljbte 
Tangente anäf ber $dI bfefed €(emente^. Sonach ^dt. \tViS 
(Clement eine^ 02eben(reife^ fefinen ^o( unb bte ^ole aOfer 
Elemente liegen m einem Steienfretfe i^tn bett im Se^rfa^e 
^tt^gefprod^enen Cigen'fd^aftem ^it nennen btefen.Arei^ ben 
|jblarfre(«'fene<Äreife«. : ■: 

3 Ufa ^'2/ Sft r ber ((f^itif^d ^iini eine« SZeben^ 
fretfe< ünb r ber feine« ftolotfteife«, fp i(f r+r'=^. 

^e grSfer r ijl; beflo Heiner ift r 5 (({ r=— 5 fo Derfc^win^ 

bet r. £)er ^olfarfrei« be« J^auptfreife« ge^t 4lfo in tintn 
^unttf ben 9)ol beffelben/ jufammem 

3ttfa$ 3. 9(uc^ bei Greifen if{ bie 9)o(atitdt gegenfei^ 
tigr b. ^. ifl ein SvciS ber ^olarfrei« eine« anbern, fo ift 
mdf legterer ber,^o(atfrei« be« (rfteren* 

3 u f a 6 4 £)ie ^olitrfreife ito^iit ® egenfreif; Jqb fclbfl 
tvieber ®egenf reife. 

3 Ufa 6 5. 2ftt bem @egenf reife eine« ^olafUtiiti Ut* 
gen bU {toeiun (negativen) $o(e ber Xangentem £)aber bat ' 
leber SRebentrei« )mei $oIar{i;eifi(/ bU man al« pofitioe unb 
negative unterfc^eiben fann. 

3ufag & 2itber j^aut^t(rei«r befftn ißol auf ber $e^ 
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x}ffyix\t M $o(arfre{ffö ^091, tf{ eine £aiid(tt(e bed anbem 

•■ ■^ • . : 

8ltfgti(e. 9(n eitett gege^tncnUle^enfreiö eine 
^Vn^etite fti jie^rttf meiere t)ttrci^ einen ge^i 
gebenen 9^unff t:tt Augelfldc^e geH 

«ttfr^fttttfl- '^ fe9 (Siattr 50.) cbd ber gegebene 
S^t\% unb O ber gegeben^ $onftf burc^ toelc^en bre £an^ 

. ^ie geben foD. aSüit fonf^ruire ben Ißolarfoer^ DAG be^ 
ge^et^etrenVbefc^mbe tarn O m ^ol einen ^upcfreM BAB; 
btt in A tmb B ben^ ^otatfreitf fci)ttetbe; um A fon)ob(# aM 
B befcbreibe man einen <Qaui>tf ref^; fo if{ fcber eine £dtt« 
g^nfe t^ott* ber 9eforterftn^^8tiifd)ftft 

l5«ioti^. -£)a ber £)ur^fcQn(K^pttnrt A auf ber ^^ 
rip^erre be^ ^cfarf reifet liege f fo i(l ber um A befc^riebette 
J^atiptfrei^ eine £angen(r an bbdf unb ba A t^on O um ei« 
nen Stttabrahten enffemf if{ (inbem O ber $o( be^ burc^ A 
.gebenben J&atiptfreife« ift\ fb gebt bie San^enee burcb O. — 
€benfo Mgf fld) für B bie SXic^tigfeit ber Stuflöfung be« 

'. »eifen. 

.3ttf<^d. 1« S>ie S&erd^rung^punfee beiber Sangenfen 
fberbeti gefunbeh/ tt)enn t)on ben 0o(en A, B burcb ^en 
SRittelpunft M SBogcn gefÄl^rt werben', beren ©nrd^fcbnitte 
a, b mit bem gegebetten Streife bejägHc^ bk tBerü^rung^«' 

. jjiinfft finb; 
* t.ttfaS 2. an efnen gegebenen SRebenfrei« Wft fld) 
^iinieWm' ^nntti ber Xb^tlflittit , ber »eber in bem ^rrif« 
felbfl neäf in feinem @egenfreife liegt, eine Zängente il^n:- 
'^- SJhitf'ble SKSgÜdi^ftttbefc Sangente &4ngt t>on ber g)?8g« 
li^letTber iburcbfcbnittgpunfte A, B ab. £egt man nnit 
burd) M unb btn gegebenen $unft O eilten ^auptfrei^r ber 
m'b' ben ©egenfrei^ cb'd' bti gegebenen Äreife^ cbd fcbneü 
iHf be« ^oJarfrei« CBD aber in E trifftffo 1(1 ber SBogen 
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El/=:2., ttfJt'te+M'b'=aME+Mb=:~ i|t ($. 66. 

cVd', fonbem außerhalb rfoiilOE<-j; uttb e^ fc^ndbet 

bei um O htfiSititifM fjatxpOtM ben ipelacfcctf* Siegt 
ober O in b^^ fo berührt bec um O htf^titbtnt Jlt^pthtÜ 
ben Volarfcei^ te E; $Mt olfo tod^ e t nt tt Xatt§ett(tapo(» 
iPag feint %anmU tai^lidf iflrWenn Q ionv^al^ be^ 
eesenfreifc« (iefltf fo^t a«iS S. 59.' 3 

3ttfa6 3. 3^ <&od<9 iKffcv t(M^ einem 9)ttnfft Qad^ 
einem Xceife se^enber SangenteUf loeicife i^lfcften bem tt^ 
me{nfd&af((i(^.en Slu^gangöpnnftt, yitb ^en J^erä^rung^punften 
mt^^tm f{nb# finb gletc^. : .( , 

S)enn bie SSogen Ob» Oafinbdnanber gleich/ toeilbte 
an b, a rec^ttmnf liefen iDctj^.M|bO^ MaO nadi f 29. 
3ttf gleich ffub. 

Sufa^ 4. 2)a&ec balbirt auc^ ber t>om SRMel^unfte 
bef SCceife^ nac^ bem SDurc^fd^nitte ber beiben Xangenten 
gejogene Sogen (MO) ben ®infel ber Xangenten. 



Aufgabe, sin |»ei gegebene Areife auf ber 
Attgelfldd^e eine Xangente ju tiefen/ 

3lttfl6fttttg- €« feoen (gigur 51.) ABC unb DEF 
bie gegebenen Xttift unb M , N t^re SRttf elpunf te. SRan be« 
fd^reibe i^re ^olarf reife abc, dbe/ mlc^e ftc^ in b fc^neii» 
ben. Um b ali ^o( befc^reibe man einen J^auptfreid/ fo 
f>tti^vt biefer beibe Greife. 

$5en)eiö. $a leber J^auptUtii , beffen ^ol anf ber 
t)ertpberie be^ fJoIartreife^ (iegt, ben anbern S^tüi berührt; 
fo ift bie gtic^tigfeit ber ^uflifnng ebibent 

3nfa6 1. Ser {Weite S^nrc^fc^nitt ber beiben ^o« 
torf reife . gie^t ^inr (toeittf unb bie ieibtn 2)ur(6fc&n«fte bt9 
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^f>latHti(ti dbe mit bcm nmtiHu ^olatfttift a'bV gcBen 
wd) eme btitu ttnb vierte Zanitntt an btlic gegebene ^cetfe* 
Sbit iffttn (eiben Xdngenfeii ffnb fo Ufd^affm, bag bte ge« 
teftenen^reife beibe auf tim itnb berfe(6en @eite beö be* 
rA^renben i^auptfreifeö liegen ; bte (e^ten beiben aber ge^en 
1 19 i fc^ € n ben gegebenen Sitti^n bur^« £e$ftre j folgt ani 
bem Crfleren? benn liegen We Äceife ABC, DEF mnccbalb 
tinti febett ber erßen beiben ^eräbmng^f reife ; fo liegt ber 
Segenfreitf A'B'C mit DEF innerbalb be« anbem beiben; 
ti>ei( abV ber pofitm 9)oIarrrei« für A'£C ifi. Ciibec 
tnof f ebe ber (eiteren Tangenten bie Stnift DEF , ABC 
Den einanbet fc^eibem 

3tifa$ % 3e nacftiem f!c6 bie pofftiben 5poIarfreffe 
nur berdbren ober f!c^ QCit nicbt treffen^ ifi ton ben erfiett 
beiben Xangenten nur' etj^e ^niSgHc^f ober gar feine. €bett 
ba^ gilt üon ben ungteic^arägen ^olarfreifen. 

Sufa,^ 3* ©ie, hilbtn.ntQatiptn ipotarfrelfe ge- 
ben^ bfefdiben £ängfrljten,'1v^ b/e poflti^en} benn bie S)urc&v 
fc^nitte ber er({eren tfnb bfe jSegenpuufte ber IDurd^fcbnitte 
ber (egternV — @o glebt au^ ber negatibe $olarfrei^ t>ott 
DEF mit bem poßtit^en bön ABC bie britte unb bierte Xan^ 
gente »ieber* 

: ^.giebt e^ a(fp im SlDgemeinen jbier tj^angenten an 
jtbei Siebenfreife^ unb nur bier^ t>on benen inbeg* in befon« 
l^e.reu S^Den nur eine^ imi, ober brei m&glicb fepn f5nnen* 

,, 3ttf<^6 4. S&ejeicbnef man bie atabien ber Greife ABC, 
I)EF mit r, r ; bie i^rer $o(arf reife mit Qy jfj bie (£ntftu 
nung AIN i^rer SRittelpunf te mit d ^ fo mug f menn bie po^ 

fJtit)en 5PoIarfreife fiä^ treffen foBen, Q+Q±=:d fcpn. 6e|t 
iuon fär q, q i^tt SBert&e ^—^^i 2"""^'^ ^^ '^ jeneSSebin*» 

giipg^gleidftung v+r +äz=zn; ober r+r'=d. 

gjte .bie • yelorfrdfe dbe unb abV i({ M' fär M, alfo 






1 
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Satt^ente fo )it fä^retif ba$ fie mit efhe'm 
imtiten sesebeneQlRc'eife einen ^inUl t)i>ti 

^nfUJ^^9^ ^4 fet^i <8«wr 5Z> ABG ha ^eSene 
'!Ri(tit, an tctUif^n ik XangenCe ju führen i^; bet UBinhU 
mliiitn f!e ^it Um imitm ,mi^tn^ ^<^^<^ ^S^' ^^(^^t^ 

. ^m löniftitire bm {ßofdrfret^ af>c btS erjlen^reife^i 
Sefc^ret6e^uttt ben ^itttlpmU N bed {weiten tnft bem SKa« 
biuö =(fr-r-.w) iunen ÄwW äb6, »ber In t ben.Vbfärtret« 
<refe unb befc^teibe enblic^ lim 6 ' äff ^ol ein^ti j^an^tfreiöi 
fi «?nildt tfefec bV S(uf9<tbet :' 

€ine Y»dte Ittnsente jiebt Dei itbelte bärd^fö^m'tt bep 
Äreife abc nnb dbe, . , 

SBettei^-jfSDd ber SBInfel (tpeler Ämfe ba5..fe4;ppCe' 
went i^tti ^ojabffanbe^ iH jinb b.üon N uro (tz-^w) <^^* 
fle^tf fo bifbet ber um b befc^rieberte JJ^vj^frei^ nitt DEP 
einen ?Binf et 'r^w unb bed^rt Hn Arn« ABC, weH feil» 
Vol in baffen iJotarfr^ife ^jegt . ':* ■ ; 

2ufa$ 1 ^ie £)ifrc^fc6ni(le bei £re<fe4^be mirbem 
nesatiben ^olfarfreife $e6en tt^iebet eMe britte nn1> tfne't>ieite 
ians^nttf n^elc^e beibe ber Sinfgdbe Qtn&dtn 'iinü ßc^'bon 
ben beiben, erfleireh babnr^ ttntetf<^eiben ^ H$ lebe : ber leg« 
teren bea S^i^ABC öw bem Mtnm Ärdfe DEF, . pber 
^ einem X^eile be'0e(ben trennt , ober b.öc^ im 3l0demeinen tren^ 

j ' 'r'; ncti fttnnj w^&renb . jebi^ b« er#eren Xanätntftn'bmtr|lett 
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\'mlt htm itotittn, tbtt bo'd^ mft timm'ZWtt t)effe(6ett 
cqifAIIeft ober boc^ im SUgewemen; tinfc^Ijegin f ann. * 

3ufa6 2. 3ff eVd' ber ©cgenfreiö bcn ebd, fo je* 
den trfftn X)\irc^fi^nttfi Mi ben berbett f^ofar^effen abc, 
a'bV ölcr Sairgtnten an ABC,' tbelc^e 'Akrer mit ÖEP ben 
gjjitlfel = C^— w) bilben. ©tr SRebenminfel bcffeiben i|f 
=pw; baffelbe (tegt aber nat^ ber etttdesengefeftten SVc^tung/ 
toie ber in ber Sluflifung gemeinte* 

.• » . « # « 

' §; 70. 

?e^tfatf* 3e nac^bem ber SD^irc^fc^nttt jtt>eier 

'- >e.tlntn anftt^utb bti ^ttiUi^ ober duf 

ber^ertp^erie ober innerhalb beffelben 

liegte mag ber t^re ^o(e t>erbinbe.nbe S5o^ 

gen ben ^olattttii fc^neiben^ ober nur 

htt&^ttn, ober gani ün^tt^alb beffelbeii 

I legem 

Änmerf. Unter bem Surd^fdS^nftte ber@e^nm ifi ^!^t t)on 

ben betben ©egenpunf ten / in wetcben ftc^ b{e «^auptfreife becSe^^ 

nen fd^neibea, bec bem Slebenfc^ife ndd[)fie gemfllnt, bei: iebenfaU^ 

um »e{i!j^eri atö einen ,{Iuabranten t}on berofelben abfielt. (§. 63* 

3uf.6.) 

Sieteef«. 1) €« fci) (gigur 53.) ber S)ur(^fc&nitt ber 
ee&nen AB,' A'B' außerhalb beöÄreifeö in C unb bie^SoIe 
ter Seinen fetren P, P'. ©a ber ©urd&fc^nftf jweier J^aupt* 
f reife ber ^olbed burc^ i^re ^ole 'ge()enbcn j^auptf reifet ifl 
(* «• S^ifO; fo ifl C ber ^ol itß »ogen* Pl^ gft&t rtidn 
Don C burc^' ben 9){itte(pnnft M einen SBoge'n/ ber tund(^({ 

tn D ben Ärei* ABB'A' fc^neibet, ben 5polarftef» aber in 

* 

, F trlffti (0 ifr DF=|,. «{fo CF>|. €« liegt aifo it»i- 

fc^en F nnb C m SJunft E, ber ton C um einen Öud* 
branfen enefemt i|{^ ünb B^r in bem burcft'P, P* ge^enben 
um C atö ^o( befc^riebenen <^auptfreife liegt 3f{ bietf 
ober, fo fdintibel berS^geft PP* ben ^Polärfrei^. 
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. 3) •.8i(9t|a'>Dttri(f4nitt «)>ero|Bc(«im auf ttt-lfttip^i* 
rie> .»le>^ AÖ, AD; fi tli DP=?S >et »ig« F'iP 

Se^t a(f0| b)sv4 F« «Dt attt f<ber anbm Doti D m^ ber 
^ctip^cA^ iti fIMfitktifti staubt ^ogtit Heiner] aU DF^ 
dfo fleioer a(< ein Üttobtant i(t ($* .64.)it «4M* tSc 

fünfte be4 Segens FF nm j t>on D entfernt ffnb ; fo (e« 

ri^rt PP* ben ^oUxtxüi 6lf * in F. . 

3), 2{e0t ber^urc^fc^nitt^er (Seinen innerM^ be^^reu 
ia, i»it b«i ben ee^nen AG, Äfe', b(e ff* W C Wnef* 

ben; fo ift. GF<^^ iOa Mii C «1$ ^i.J^mbm 
^ftfa^. S>U tHiäiti^tit He tlmfe^cttna ba felrfage^ 

Hl tDltfllt 

«e^rfae- 3*11 ein fp^rtf^e« ^pol^flon um e(. 
n^n a^ebenfreid befd^.rteben^ fo t|l ba^ ^o* 

laxpjolj^^VLn ein in ben f^olatfceiä^^eff^rU" 
beneö* 

fbttotii. €5 fep (gidttt 540 ABCD . .'. . ein ?Jolo^ 
S0n um ben SxiÜ abc...... ben ti in ben fünften a, b^ 

c,.... bttifyrt} bcr folorfoetf fep aVA'B\ ^ie^l «an Don 

ben SBerfi^rnng^unften a» 1^^ c^.«.. burc^ ben SRitlelpunft 
M ber Greife Sßogen bi< |tt {j^ren {meiten S)urc6fc^nitten A\ 
B\ C',.;. wft bem f olarlrtife/ fo finfe A'^B', C..-., bie 

f ole ber^lSttgenten AB, BO; CD {QerfMibet man nun 

«ife fole btt«^ ©e^neui A'B' , B'C , fpr\^ A'B'C... 

bai 9)^Iarp0(99on 4>ott ABCD... unb em in^n f olarftei^ 
einsefc^riebeneö. -:, 

3ufaQ^ Sit 4im8e{^t«ietti#Mcif(!6e*:9b(9dott'in eu 
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ntn ,$Mi htfäititbm^-io Htt feilt ^tflarpolpdön ttin bett 
f)pJarfreif , 6efd^ne6eiu Pi^n jft A'B'C... in btn Sttii 
a'bVAV/.. tmtfd^vltUn, fo seben bit 9)o(e B, C,.... ber 

@e^itctt A'B', BV imttt Zangenteil fa bett ^olav^ 

tttü ABP>.,.w ($. 700r «ifo ein um bet f^olarfni« bt^ 
f^tkUnti ipo(9goti/ «elc^e^ bai$ ipo(arpo(9son be< bor(f 

# 

■ $. 72. ■ ■ . 

tiitfaH, ^ft ein fp^tifc^e^ ^olöson eftt te^ 
Se(mdgt9edf fo U%t fidf ein 92e6en(rei«, 

f0l9oMum; a1^ in baffelbe befc^reiben. 

f&ttotii. es fe9 (Stgur 550 ABCD,... em re$tl^ 
migide^ $o(9don, b. ^. AB 53BC=== CD *...., unb Sßin« 

fei Ax«;Bs=;C?s: 3Kan bftl^ire bie Seiten beffelben in 

a, b, c,.... unb erricbte in a unb b ^erpenbifel anf AB 
unb BC, beten jDurc^fc^nitt M fe9. 93on M aui {ie^e man 
nad^ ben übrigen Sialbimnaipuntun c, d..*., be^gteid^en 
na^ oUtn fflJinfelfpigen B/C, D....* S&ogen. 

- fba flnb nun 

1) bie an a, b rec^ewinni^en SOreiecfe MaB, MbB ein^ 
altber iUi^, mil aB=bB unb MB=MB} forglic^ 

Ma=Mbj b'=b"s=iB. 

"2) 2)ie an b xt^twinlÜt^m fOttkOt MbB , MbC ßnb 
daaotec iltü^, r»til Bb^sCb ttiib Mb:;9Mb$ tta^ec 

'" 'IMQBLmC; b''=c'; foldttc^ c'=|b=|c=c''. 

. 3) XyctkA MbCsa 3Drctr(f MeC, toctl Cb^Cc, »t« 
MCesMC} ba^ec Mc::sMb=Ma$ «uf sleic^e SBdfc 
etikitfi^ bte ©(etc^^eit ber ästigen »Drciecfe^ toocan^ 
MB=sMC=«MD ..... tttib MassMbcsMc 

4) eoblR^ ffttb Me ^ot^etot Ma, Mb, Mc«.... Htinvc 
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'|-; petf ,att(& (K «nbetn ^at^eUo. 99i.^.bp,.... 

<-2 ff*** 

J^terauj tfl nun eDibetttr 

1) baS bad ^olpgon ABQO.a in tlnm fRAtntttift (iegf/ 

. ttftn SSiiMijfmH itt M5:beffe|t^,iKabi)tA===^S^^i 

2) |ba§ bte ä){iml[pisnfte a, b^. €,.»i./^ tin^iQ^'9^^^ 

freife Itejsettf befTea SKittilpunft oitc^ M, be.fren SU« 
bmd =Ma ifl^ unb an »eichen bie @tiUn AB, BC 
Ct>, • : :'%anstnttti • finir — ^atß, bftg Bd* ^dfego« 
ABCDv.;. tili um bieftti Äietf Vtfd/Athmti i(fc 
* 3 üf Äiß. ' ©Tt äifen ööti btrtn 3»ttterpunfte iWe* resef* 
itrJfigeK fV^är(f^iett gjol^son^^ nai!^ Itn f£9tn *&effe(ben i^a& 
ifrett bte «JfrfW be« ^Jotpsohc* (§• 67: ghf/' Or ' tinb bie 
mdi limt!ltHUtpmtu)x ber eeitirti ,8ejo0eniey SBogen (ie^ett 
auf benfelCett fchfÄ C§; ^sfl/ättf- U / 

.•■■> M^^- .i ■■■■ 



I ■ • : ■ > 



' «e^rfag. 1) 3 ff ein fpMrifc^e^iiele^'K^^^ 

5pot980tt in cinert Ärei^ itftifiiti'tit, fo ifl 
xö ein rejclradfigef 2) 3(1 ein fpMcif^e« 
gUic^toinfUc^ed $ol9don um cltttnSvtii 
bef(^riebenf fo lf{ eä au^ jtia rtgelmd« 

" f&txdtli. 1) Qfd>9. bW W93ött''ÄB©DV.-. #'• 
^ttr 56J «h äWc^fefffga? hi «em bßi*n'(ifhigth 5?reife. 
^lejt moti t)on bcm SÜÄrttefpunfte M MefÖ Äreilfi« bit SRa* 
bien MA, MB, MG..,^.; fo-ffnb- 6if balttfd> ene^anbencti 
gUic^enfnc^en ^uität n^egett Sletc^^eit Vreter @eiten nn* 
«M? M »W*; aljb «BirtW V*^V'', c'=c??"4i. fl ». ©er 
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eüi^f^tntlidiUit mdtn if| .au^ b'=aj c=b" u. f. m-j 
t>^^^$c aUt .bitft Mild, mithin atxäf bitMinUl p^i. ^^Itf^ 

3) SNt'S^'Sttt 55. fe9 bai $D(9Son ABCD.«.. qU\^^ 
ttbtf I{^ : utiSi um bett £reU abc:... Befc^rie&^tif btn ti in 
bett pwxUtü a, b, c,.«. Berührt S^^&f i^^^^ ^^in^ ^i^te^ 
ptuiftt i^l nac^ bett Sarii|^rtttt9dpttttften SKabiett Ma, Mb, 
Mc,... tt)tlc^e auf ben Xatt^enten ftntttdft fh^en; bejgleu 
ij^ennof^.^^eii 93m(dffpi^n bie S3ogeti MII, MC.«., toelc^e 
\tbm^ Mintd ptdbktn <ft.v67. S^f* ^0» f«; ^at^man h'= 

b"; c:=:ip?j uttb bxi B^C (jl, auc^ b"==<=c":?=d' 

^tußV^^q. folgt MB ^MC, ^iitani abtn bit &tid^Uit 
btt Olli b vtdilfoinüiäitticSQmt^ MbB, MbC, t9orau< Bb 
ie=Cb folot 3ebe (Seite beä.-$o(9sc|ue^::n>ii;^ alfp burc^ 
ben uacj^. ^m S9eri$^tttnaff>uii(te. se^eubeR fXabiit^ ^aliirt 
SRac&'§. 67l 3uf. 3. ifi aber Cb=:Cc; ba^ei: auA BC= 
DC. ®p /dßt #c^ ituf olle (Seiteii be« ^^I^doneö K^üeßen, 
(tfö ätfo äuc^ 9fe(4t<ttf0/' mif^in etn rede(mdgtdeö if{. 

gufag. iDa ba^'^olarpolQgoneme^. s.Uic^r^itid^n 
^m Sxf,\(t ün ilcid^ftUifiti um beu Spji^Iarf rei^ ^ unb 
baß tintß gletc^wtnind^en um ben ^rei^ tin Qifi^tUitiiti im 
^olarfreife ift, fe (äffen f!c^ obige @dge einer au^ bem an* 
bern (eid^t herleiten* 

r • 
' • ■ 

2tnme.rf.- JDer @a^: „Sag glefdöfelttV ^^Ipgon um einen 
,',Ärett ünb ba« glefc^njfnffTcJie In einem Äcetfe fjl ein regelmdgfs 
„ge« ^ofijgon" -^'1^ n\^t aU^mtin, fonbecn nur bann guttfg, 
- Wenn Mc 3a^l ber -©rfen 'eine ungevabe ijl. Dod(| bebingt bec 
Jtrei^v ' ttenn bie StfenjabI eine gerabe Ifl; eine iRegelm d^lgfett fo 
tmt,' bcPp;^bef glefcben @eften nur {toeietUt SBilnhl, bei gleichen 
ffiinfeln<nuc ftoeierlet Seiten t)ot{ommen f6nnen/ bre fo .auf ein- 
anber folgm,..bai tin QM^ered immer mit efntm AUlnern ab^ 
toecbfeft. ^ßt^yfdmei^^ ber in bem £)i>igen .bincejclj^enbe ^tnbeu^ 
tung ftnbtfy toitb bier . fibergangen / ba bie ®ac^e für unfern 
Stoed UQtQ^fentilä tji ' 



94 



t»e((^e eine Ge^ne eineis SRe&enfreife^ Ittr 
semeinfd^aftlicben 9r'ttnbreite uttb i^re 
6l>i0ett in bee ißetip^eeie feeffelSeit JCrei« 
it^ i«ft«tt/ iÜ iba<;f4l^4efere ba4 ((eiitere. 

SSetteM. 3tt bettf JCreife (IBÜstte 57.) CCBA fe\> «nf 
tcc et^tte AB M Qcanbreite h»A tittit^ AGB dt^sfeic^' 
fd^enflu^e« svb Xb^B » Acl3 {tifei fc^ie^ ^etfer berm 
eeiteR ACy' Btr fie^ in D ft^ncibeR. 2).a ber ilBinfol 
CABssCBAt fo Ift DAB<OBA; folgrufl DB;>pAs 
ba^er jyC<DC. ($. 64. ^uf. 2.) ^cO^t man aif» Db 
=DBi DcsDC" unb ite$t Tm>, f» ifl ba^ SDreietf Dbcs 
DBCT} abet Diic<DAC'; alfo ou(& s6t«ie*, DCTB < 
D(7A. Sbbict man (»{tt ADB=: ADB, fo M ACTB 
<AC9« ' 

^ttfa> i: tdaö ärei^fMic^e teetf AlBC {jt o(fo 
bai grigte «rtÄfc äCc«. ' " 

3ttfaff 2. JDte S>ret((fe ju beiben Geiten beö %\tidf 
fd^enfli^cn, welche d((i(( fc^ief j{eMf ffitb »on ftleit^em 

8f4c^enMitiM«' 

■ .. . "i -. '• 

§.75. 

bemfeUen sr&gecen 3(£fc^tiitte etneä Sie« 
6en{cetfe$ finb um eine unb biefetbe S^if* 
fereni {{einer a(ä bU @ttmme betreiben 
SBinfel, n>e(c^e burd^ bU ©c^entel bet 9)e« 
rip^eriett)itt(el mit ber i^reCfibpunfteber« 
bittbettben @eM( sebilbet toerbetu 

» e tt e i «. ©oI*e ?>en>5eriem{ttfef fepcii AtTB, AC'B. 
(Stgttr 58.) ©le «Rabien MA^ MB, MC, MC" geben 
lauter gleic^fd^enflic^e £)reiecfe unb e^ tf{ ber lEBinM MAC 
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=:MCA; A1BC=:MCB; ta^r MCA+MaB=MAC 
•}-MBCss:BA(r+ABC— MAB— MBA; alfo ACB=3 
BAC+ABC— 2MAB. 

Oa-bte KDinfer MAB, MBA bteferben breffien^ f&titbt 
ladt »Ott Cj bie nur bie aßtnM BAC, ABC ivibttt, f» 
if{ e»tbettti baf auc^ für ftbm anbtrn $unft ber ^tip^nit, 
cOlft G*, mitf AC"ß=BAC"+ABC"— 2MAB fe©». 

• * * * 

Sttfa^ 1. 3tt bem flemeren 9(f((nitte ADB if{ febcc 
^pnp^vÄiw'mUl «m bitfeli^e S)if ecen{ srSger/ M bie (Summt 
bcr bttr(^ feine ©c^enfel mit ber @e$ne gebiibeten aBinfel. 
SDÄitt << ffl bec-aBinW Mt)A=MAD=MAB+BAD; 
MDB<=MBD=:MBÄ-|-ABD; ba^ec MDA+MDB= 
BAD + ABD + MAB + MBA; ober BDA <= BAD + 
ABD + 2MAB. 

3ufa$ 3. S$ciei(^ne( man bie SBinfer BACT. ABC, 
ACB bet fE(ift« no^^mitA'* B', Cj nnb ^AP, ,ABD, 
ADB init A^ J^, D, bie tohftawtt ^ifferen) 2MAB mit 
U; fo ift ntt<$ bero Ctwiefenen C=A'+B'-^Uj D==A" 
+B" + Ü. 

SDenft man flc^ b(e ®e^ne AB bem ^iütlpmtt Af 
me^r unb me^r send^ert^ fo nimmt U btftinbis ai; Qt^t 
bie @e(ne burd^ ben ^itttfytxnftf fo Derfc^winbet IT nnb eö 
toicb C=A'+B'5 D = A"4^B". SBeiter^in nimmt U bai 
entgegengefeOte ^eic^en an } ti toixb n JmKc^ , mnn bit 6e^ne 
aber ben SRittelpuntt gesangen iftf ber gt5§ere Slbfc^nitt 
ium Heineren nnb ba^er C=A'+B'+U; D=A*'+B" 
^— U. S&efrac^fef man nun U ali pofltiD^ ttenn ed (nclm« 
Hdf bie SBinfel MAB, MBA) mit bem betreffenben $eri^ 
p^erietvinfel auf einer nnb berfelben ©eite ber ©ebne liegt; 
im anbern Saue aber ali negatit); fo if{ bie ßfeic^nng C=3 
A'+B'— U ber aSsemeinsilltige 3(uöbnic( für. leben ^eri'^ 
)>&erfett)infe(r er mag in bem gr6gern ^rei^abfc^nitte (iegen 
ober im Heinern. 
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man abbirt C+D=A' + A^+ff+B^, ober, f»enn 
niait A' + A^äCAD mit Aj B'+ß"=(?BD mit B be^ 

C+D=A + B. 
S)en fp^itifi^tn SSterecfea atfOf tvetc^e in einem ftreife i^re 
^dfen ^abetif tf{ bie Sisenfc^aft gemein ^ baf jtbe ^foti SDia« 
Scnatotnfel biefelbe (Summe geben/ roit bie atibem freibem 

Spa ober A + B+C + D>2rrif|, (»eil ba« »iererf 
au« j»ei ©reterfen beffe^O^ fo ijl C4-D>5r5 ttnb A + B 
>^. S)iefe fp^dWfc^en S8tere(!e utiterfd^eiben 04 o(fo »ott 
ben ebenen »ieber baburc^, bag bie ^umnie jt iWtitt Sita* 
Sottalmfnfel griffet aiS {»ei 9lec$fe if{. 

Sufag 4 SDie fpl^jrifc^en SStered^e, tvelc^e ttm einen 
jtrei^ bifc^rieben finb f ^aben bie eigenfd^aft, bog bie 6um>- 
Hten ie {»eier einanbei^ gesenüberliegenben (Seiten fiät gleich 
fInb. S)enn ba^ $o(arf>ierecC bed Dbrigen ift tin um beu 

?Potarfrci« bcfc^riebene«, in ttyefc^em A + ö=C + ü ift^ 
»eil oben A + B=C + D»ar* '^k^t man bie Umgfeic^un- 
gen C+D>^; A + B>nr; fcbe wn ber ©leic^ung 27c 

=27t ahf fo ereilt man Ü+D<n'^ A + B<j7r. aifo 
tfi in ben genannten SSterecCen bie @umme {eber {»ei einan* 
bie gegenüberfte^enben &tittu {(einer, alß ein falber ^(^upt^ 
frei*. 

3 u f a § 5. ©er gidc^enraum T be* auf einer ©e^ne 
üli ber @runbfe{fe (iegenben ©reie^e*, ba* feine 6pii&e in 
ier VmpUtit be« Äreife« M# »ie ABC ift=A' + B' + 
C—fs, ober, ba A' + B'=C + U ijl, T=2C+U — yr. 
3fl bie ©e&ne tin ©ttrc^meffer, aifo ü=0, foifl T=2G. 

. i&ierau* fofg^, ba^ C> J ijf. ©er SBinfel im *alb* 
freife ift atfo immer ein fiumpfer» 
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SttfaS 6. Unter Un ^ip^tvlminUln auf ebter @e&ne 
ijl berfenfse; befen Q^tntd m fc^fefereö SDreiect auf (er 
C^cf^ne hitbtn, btt ((einere« 

©ehn nimml man Cgigur 58.) b|e ©reiedEe. ABC, ABC", 
beren glifd^enrclume mit T^ T"' be{ei(4net fe^en^ fo ift naäf 
Wri8era3ufd§eT'=2C + ü— ^; r'^2C" + U— tt; ba^ 

|er tH 2C'=?Ä~Ü+rr.obir 2C'=U + T';^^eii fo 2C" 

fcÜ+T". ©« nun Mc^ $. 74 r>T' ift, fo folgt 
2Cr>2Cr, ober C>C\ 

©er 8r8§te unter blefen ^erip^eriewmfelrt fjl dlfo ber 
An Sleic^r^enflid^en ©retede/ C. ©enft mäh fTd^ btefen 
iittc^ C, C^ ^in rücf enb r fo n)trb er immer deiner. — 6ettt 
aUfnimum iji in B, too AC mit AB j«fammenf4fff5 benn 

pa ift T=Oi ölfo 2C=tr, ober C=^\J, ^tidf bem 

Xompfemente üonMBA« ^i^tman m B bie (pMrifd^e %an* 
gtntt EF ^-fo ift terfiBittfcl AB£> ol^ Komplement t>^n 

itoÄ(===|-üV biefe ©renje be« ^peripften'ewinfei«- SBirf- 

lic^ fdOt ünd^ ber ©c^enfel CB, inbem er. bei btm 3ufam< 
nettgi^. be^ $im(te^ C mit B t)erf<^n^inbef ^ in bie Slic^tuns 
bec Xangente unb bilbet mit bem anbern auf AB faDenben 
Gc^enfel. AC ben SBintet ABE. 

■ 3nf«d 7. Sdr bie Siertp^erietoittfel im anbern SttÜ^ 
"dif^nittt ift fefe &mit s=-l(?r+Ü)=ABF. 

3ttfa6 & ©ie Sfrenje fiir bie $er(|>$erietoinfe( im 
^ikfbfteifk ifi ein Stecktet; benn ba ifl U=0. 

3ufa|f 9. ©er Se^rfa$ ne6f{ ben barantf gezogenen 
'S^Igerurifen ifl aucf) gültige 1) toenn bie ^eripMetoinfel 
tfttf t>erf(^iebenen f aber gleichen &t^mn unb Slbfc^nitten ei« 
tni unb beffetben Greife« flt^tn; 2) »enn f!e in Derfc^iebe« 
nen aber gleichen Greifen auf gleichen @e^nen unb Sibfd^nit« 
trn liegen i toit (eic^t dniufe^en iü* 

7 
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Se^rfd^; IDit Spigen berfientd^tt auf Qtmtitt* 
fc^aftlid&er ©cunbfcite negenbett fpMri* 
fc^en S^retetfe^ beren f@{tt{e( an ber &pi^t 
um tint ttttb ^efelbt ©ifferenj tltinct ober 
ivi^tt^ ali bit refpeftibe @umme ber an 
ber ®runbfeite (ies^nben SBtnf el ftnbf lie:« 
des auf ber $ertp$erie eineö Sttlftß^ in 
totlättm fene semetufc^aftlic^e @riinbfei(e 
eine ©e&ne ift. 

JBewei«. €« fepen (Sigur 59.) ABC, ABC jtDei 
fot*e JOreiecfer in benen CAB+CBA— ACB=CAB + 
(TBA— AC'B ifl. Um baö ©reiecf AB,C fep ein Ärei« be* . 
fc^irie^ett- Xr4fe bfefer bfe ©eife AC nic^t in bem ?Juttfte 
C, fo ttriigte er fte entttjcber jn^ifc^eit A tinb C, etwa In 
C|"j ober auf bereu SerÜngerund über C in einem ?Junfte 
C" fcftneiben. €r fc^neibe fie in C"; fo ifi nac^ öortgem 
ge&rfafte GAB + CB A — AGB = C" AB + C'B A — AC"B ; 
ba^er toegen gegenwärtiger aSorauöfcgung CAB + C'BA — 
AC"B= CAB+CBA— AGB ober, ba CAB=CAB 
Ift, CBA— AC"B=CBA— ACB; ober C'B A + AGB 
s=CBA+AC'B; nimmt man auf beiben ©elten C'BA 
weg, fo er^art man ÄG'B=G"BC+AC'B, ober AC'B ^ 
=ACB— C'BCs toa« unm6gHc^ ift. (§, 24 guf. 5.) 

3((fo (ann ber um ba^ £)reiecC ABC gelegte Suii bte 
^titt AC nfc^t jwifcben A unb C treffen* Xrdfe er fte 'in 
C", fo gicbt bte SBieberl&olung obiger ©c^Wjfe aii SBebin^ 
gung ACB=ACB — C'BCi mi ebenfaW unmöglich ' 
1(1/ S)a^er if{ ber (Sag ebibent. 

@inb bte SBinfeL an ber @pt^e um gletd^e £)tfferen{en 
grSßerf al^ bte refpeftiben @ummen ber an ber @runbfette 
Itegenben ^infel^ fo ergeben btefelben ©c^Iüffe bit 9iid)tig^ 
Uit ber Se^uptung« * ^ 

3 Ufa d 1* 3tt bem erflen S^^De/ wenn nlmltc^ bie 
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Sßmfef an btt ©pt§ei tUintv ffnb, oW bk ©umme bet 
stBintti attr btt ©runbfettef liegen bie iDretecfe im dr6gern 
Sibfc^nitte be^ ^ceife^; benn l&dt ABC im Heineren burc^ 
bit @e^ne AB 9e6ilbeten 9(6fc{initte be^ umfc^riebenen Svti' 
fe^f#> fo&tbt ein ^iberfpruc^ mit i. 75* entfiel^en» S)a^er 
, liegen bie £)reiedEe im > {»eiten gaSe in bem f (einem Svtii^ 
a6fc^nitte. , 

3ufa'g 2. f&ni biefer Umfe^rung ergiebt f!c^ ancfy bie 
Stic^figfeit ber Umfe^rung bti btitttn unb tierten 3ufage^ 
im Dorigen §. SRclmlid^: 
1) ©inb bie ©ummen Je jmeietr ©iagonaltt^ittfel eineö fp^i^ 
rifc^en SSierecfei^ S(ei(^/ fo l&^t f!(& ein ^rei^ um 
bai JöieredE befc^freibem . 
^^ 2) ©iriS bie ©ummen je jweietr emanbec gegenüber flel&en^ 
ben ©eiten eineö fp^drifc^en SSierecfe^ S^eic^f fp 14§t 
fl^ tin $xtii in ba^ fSicxtä einfc^reibem . - 

§* 77. 

SrHIrung. 4) ©n fp^clrifd&eö Dreiecf fiegt jtt)ifc^ett 
|Wei SRebenf reifen f tt>enn jtt)ei feiner ©pigen in ber 3Jerfp^e^ 
tit bti einen/ bie britte in ber ^^erip^erie bti anbern ^reife^ 
liegt ^ 

2) €in fpl&drifcfte^ Siered liegt jmifci^en jwei SJZebenfrei^ 
feUf wenn jn^ei €(fen beffelben^ bie nic^t £>iagona(e(fen finbf 
in ber ^erip^erie bti einen f bie anbern beiben aber in ber 
^erip^erie bti 4nbern j^reife^ liegen. 

§.78. 

/ Se^rfa^* 9(((e fpl^ jrifc^e jDreiecfef tt>e(d&e auf 
berfetben @runbfeite unb jn^ifc^en benfet 
f>tn ©egenfreifen liegen^ ^abtn gleichen 
%Häitntanm* 

95 e » e i «. (gigur 600 3mifc&en btn €5egenfreifen 
ABC , A'B'C fit) auf ber ©e^ne AB ali ©runbfeife ba« 
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©reierf ABC tvtidittt mb beffen ©eiteti AC, AB iUv A; 
B Htiinittt hi^ {u ^i^tm imittn S>urc^fc^nitte CT , ber alS 
©egenpunf t t>ptt C (n bec ^erip^erie be« ©egenfceife^ ABC 
(legt 60 ^at man bai fRtbtnbttitd ABC be^ vorigen; 
ein in btn ^uii ABC eitidefc^mbene^^ t^^m &&d^t^um 
T'=?2C + ÜT-^ i(l* ($. 75- guf. 5.) .©er gldc^cnraitm btt 
©pinbel CABC ifl =20. äBcjelc^nef man alfo mit T ben 
^tädttmaum ABC, fo ift 

, T + r=2C; ^lebon ble ©Wc^unj- 
T'=i:2C + U— TT abse|Dgenf 

«febt ..........T=7r— Ü=U. 

JDa ber ®ert& i)ott ü nur "t>on bec ©e^ne AB nnb ber 
®r6ge beä Dtabiu^ beö S^ebenf reifet ab^in^t, foÄabtn aUt 
IDrefecfe auf ber ©rünbfeite AB unb jmifcöen benfeften 0e- / 
genfretfen ben ndm((d&en SMc^enraum. 

Sufae 1. ©egen §. 75. 3uf. 9. Idfff f!c& ber ^e&rfa§ 
aDdemeiner fo au^fprec^en; SlOe fpb^rifd^e £)re{e(Ee auf glef« 
(!^en ©runbfeiten unb {Wifd^en refpefitiben gleichen ©egenfret^ 
fen ^abm gleid^en S(4c^enraum* 

^ 3 Ufa § 2. 5SJie ABC alö SRebenbreiecf bon ABC ben 
fonfianten gl^c^enraum 7t— \J ^at^ fo ^at bai gJeberibreictf ^ 
^n ABD (im anbern ^rei^abfcbnitte) btn {onftauten %l&^ 
c^enraum ^+U, »eil ü für ABD ba^ enfgegengefeöte 3^i* 
d&en annimmt (§♦ 75. guf* 2.) 

®a« SRebgnbreied t>on ABD ift ABD', wo D' ben 
©egenpunft bon D anbeufet Slße Sreierfe alfo, wie ABD' 
&aben ben gWc^enraum ^+Uj »d^renb bit bor^er erwd^n«» , 
Un, wie ABC, gleich 7t— U finb. 

S&eiberlei Sreiede ^aben einerlei ©runbfetfen unb liefen 
jwifcben benfelben ©egenfteifen; fle unterfc^eiben ftc& aber 
baburc^ Don etnanber, bag bie einen über, bie anbern un^ 
(er ber gemeinfc^aftlic^en ©runbfeite liegen. 

3ttfa$ 3. 2)ie «ntfc^eibung , »ie w^it^in auf ber 
fkrip^erie CA'B' bit ©pifte C lU^tn tinnt, ttgUbt M «»^ 
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btx im bti ©egenpittifte« C. ©ie ©pfge'C biß SleSen^ 
hnitätS. ABC fam nimlid^ übtvaü auf bem ^ttip^txitab^ 
fd^nittt ACB Iiegett, nur nid&f auf bem 3mprement ADB, 
toeir fonft bai Süttkd ABC in bai S)retecE ABD be« anbern 
5(rei^a(fc^nttte^ übersehen to&tbt. golslic^ fann bec Segen^ 
punft C tiberaK auf bem ^mp^eabfd&mtte A'CB^ nucntc^t 
auf bem 3mplemente A'D'B' liegen, ^ierau^ folgt nun auc^^ 
baß bie ©pti^en ber £)reie(fe unter ber Sbafii AB, toit 
ABD', t^re ©pißen Don B' dbec D' 6i^ A' ^abm fSnnem 
3ufa6 4 Äomrat b(e ©pi&e C auf eine ber ©renjen 
A' , B' , tttoa auf A' ; fo ge^f bai ©reieef ABC ober in 
eine ©pinbeL ©enn e^ toirb bann AC=AA', m falber 
J^auptfrei«; BC »irb BA' unb bilbtt mit BA ebenfaW ti^ 
nen burc^ B ge^enben ^auptfrei^. ©er gldc^enraum biefer 
©pittbef ABGA ifl inbeg ebenfatt« =7r— U- ©enn je nd- 
^er C an A' fommtf bef{o me^r nd^ert flc^ AC bem ^u^ 
^anbe einer Tangente / unb totrb toirflid^ tint Sangente/ 
n^enn C mit A' jufammentrifft. ©er asinfet ber Xan^entc 

mit ber ©e^ne AB {jl aber nac^ §• 75» Suf. 6. =^Ü. 

©er S(2c^enraum ber ©pinbel if{ btm ©oppetten biefe^ aSBin« 

feW dUidff arfp =Ü=7r— U. 

3ufa$ 5. 3fl bie gemeinfc^aftlic^e ©runbfeite ein 
©ttrd&meffer be« Äreife«^ fo ifl U=05 ba^er T=^. ©ie 
©reiedEe a(fOf toe(c^e jtotfc^en gteid^en ©egenf reifen litstn, 
unb ben ©urd^meffer eine^ biefer f reife )ur Grunbfeite (a^ 
itn, nehmen febe^ ben vierten %^til ber Xmtlfli^t tin; 
tinb §»ar bti jeber beliebiflen ®r6§e bii ©urc&raeflTer** — 
€ine merfwdrbige Cigenfc^aft! 

3ttfat^ 6. SRimmt man t>on ben ©reietifen/ tote ABC, 
bcii semetufd^aftlid^e @ eg m e n t ABD , beffen SMc^enraum 
burd^ s beieic^net fe9/ toeg; fo finb bie dbrigbleibenben 
SÄdumef wie. CADB — ebenfatt« fp^drifc^e ©reiecfe , bereu 
S&aft^ ADB jeboc^ ein 92 eben bogen ii{ — t>on gleichem 
3n^alte / ndmlic^ = ;j — (ü + s). 



.4 
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Z)te 6(e(d^^ett fotd^et ^fferbrefetfe Qkit tln f&nälo$on 
in bem planimtttifäitn 6aj^c: „^xtUät t>on iU\ä)tv®vmb^ 
„Unit unb 'JJc^e ^aben gleldßeti gWc^enraum*" 

©iefe Slnalogie gc^t nod& tt)erter; benn fofd&e ^Ifterbret* 
etfe jtt)ifc^ctt refpeftiDen gleid&en ©egenfteifcn Der^alte» (fc^ 
bei uttgleidöeti ©runbfeifett; t\?fe l^re ©runbfeifen ■— tt>ie leicht 
jtt ecweifeti tfr 

§• 79. 

Sfttfsabe. €^ {f{ ein fpHtifd&eä £)rete(I gege^ 
ben; man foH )mei ©egenfretfe fonfirui^ 
tett; ixoif^cn xotlditn ta^^ segeb^ne S)reie({ 
liegt. 

Stuflßfung 1. ©a« gegebene SDreiect fe^ABO(gi^ 
gnr 61.) unb AB fet) bie ©runbfette. SERan t)erWngere AC, 
BC ober A, B biö inm itt>ei(en ©ur^fcbnitee Cj befcbreibe 
um bai SRebenbreiedt ABC einen Äreiö (§. 430f beffen 
' 9)?ittelpttnf t M fet). Um btn ©egenpunft bti (egtern^ um 
M', bef^reibe man mit bem Slabiu^ M'C einen Ärei^i fo 
ijl ber Stufgabe genügt 

SBewei^. ©a bec 25ogen M'C = MC aW ©egenbogen^ 
unb M' bec ©egenpunft bon M ifl, fo finb bie Greife ©e«» 
genfreife unb bai gegebene ©reied liegt jwifc^en benfelbem 

Sluflofung 2. 3u bem gegebenen ©reietfe ABC, bef^ 
fen S5afiö AB fep, fonffruire man bai SRebenbreiert ABC 
unb bejfen ©egenbreiecf A'B'C unb befc^reibe um beibe 
Äreife- 

fdtxoti ß. ^i .ijl nur ju jeigen ^ ba§ biefe Greife ©e^ 
genfreife fInb. ©er Äreiö um ABC fe^ mit K, ber nm 
A'B'C mit K' bejeic^net fffidre K' nic^t ber ©egenfrei« bon 
. K , fo feo e^ ein anberer K". ©ann milgte K" auc^ butd^ 
bie 5Punfte A', B', C ge&eur wie K'. SJber jwei Äreife 
fonnen nic^f brei fünfte geraeift HUn. golgfic^ ifi K' ber 
©egenfrei* bo'n K. 
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Bttfa^* (£€ ifitU nur ein ^ar et^rntttift, (tt^ifd&en 
betten ein fpMrifc^e^ £)reiecf (tegen fann; t^oran^gefegt^ bd§ 
eine unb biefe(6e ^ite. immer ali ©runbfeite genommen toixb, 
btttn Snbpnnfte Uibc in einem nnb bemfel^en A«ife liegen 
mäifen. 

$♦80. 

Se^rfa^ Sitte fpHtifd&e S>reietfe über einer^ 
(ei ®runbfette unb bon gteid^em gldc^en^ 
ranme liegen {tbifc^en einerlei @egen« 
freifem 

>: ^tmtii. eifc9 (Sim 600 ABC tlni biefer iörei« 
e«e ouf ber ©rnnbfeite AB, unb CA'B', CAB fepen bie 
Oegenfreifef jwifd^en btntn ti liegt ^&tt tin JDreiecE ABE 
ni6glic^ ß mlii)tS eben fb ^rof nnb auf berfetben ®mnbfei(e 
(iegenb feine @pi6e E nid^e auf ber ^ctip^ttit CA'B" ^itU, 
fo liege ßt inneiM^ bej Segenfreife^. JDie Seite BE f^nei^ 
bet bann ia einem ^^nnfte F biefelbe |(erit>^erie. SRan'jie^e 
AF. ©0 ijl nad) (. 78- ba« 2>reiect AP^B=ABC, unb 
ber ^npotUfii tbegen müßte auc^ AFB=AEB fe^n^ «ad 
nnmiglic^ ift. 

auf 4|nlic^e fffieife folgt , ba|[ E nid^f außerhalb bti 
jtreife^ CAB" liegen tarn. SHit^ix^ ift ber ®a$ ebi^ent 

2(nmerf. Xud §. 76. liefe ftcb ber . SSmeid btrett f%en. 

^3ttfa|. aßegen $. 78. ^uf. 1. gilt ber @a^ aagemei« 
tier fot älOe fp^rifc^e jDretecfe auf gleid^en ®runbfettett 
nnb an gleichem gld^enranme liegen itbifc^en refpef tiben 
gleichen ©egenf reifen. 

$• 81. 

iihtia^: Unten ben fpH^ifc^en ^ttitdtn, 
toetd^e auf eine« nnb berfelben &t^nt ei* 
ne^ Slebentreif?^ fle^enb^ i^vtt.&piUtn in 
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fc^tefetre einen (leinerti Umfang. 

föttotli. ©enn finb CSfgttreiO ACfi, AC"ßfor(*e 
©refetfc^fo ^aitn f^te aflebenbtefetfe ABc , ABc" gWcfiett 
glic^enraum (§• 78.) j olfo ba« fe^iefere ABc" einen sti^a 
ren Umfang- (§• 53.) ©a^er ift Ac"+Bc">Ac +Bc'; 
mithin AC" + BC" < AC'^ BC. 

Sufa^. S>a« 9lei<&fc6en«ic^ S)reie(K ABC ^at olfo 
ben Briefen Umfang. . 

«iifstie. €{n f)>riY<f(»e« X>iefe(I {II f onflrut^ 
tenr ti>el4<< wit cin^m gegebenen Oreieife 
gleiche Stttttbfeitef gleichen gUc^enranm 
ttttb an bet @rttnbfetU einen'gege&eiieii 
ISBinfet^ai 

?lnfl6fntig. JDa« gegebene ©refetf fa> ABC ^nr 
62.) nnb AB beffen ©runbfeife* SB?an*fonfhmre bie ©egen* 
freifcf jwifc^ien benen e^ in S5ejug auf tiefe ©runbfeite liegt 
(§•790; lege an einem €nbpunfte ber ©runbfeite^ tttoa A, 
ben gegebenen SBinfel an^ beffen ©c^en(e( in D ben ®egen< 
frelö fc^neibet; fb i(l ABD bai betlangte SDreiecf. 

^etoei^ ift ani bm SSot^erge^tnben ^inteid^enb (far. - 
' 3ufag. SBirb flaft bti Mntdi an btt ©runbfeite bie 
S5tbingitng- gegeben ^ bag ba« ©reiecf gleid&fd^enHicft fetjj fo 
erric&fef man auf ber SWitfe E ber ©rnnbfeite ein gjerpenbi^ 
Wf beffen ©ur^fd&nitf F mit bem anbem ©egenfreife bie 
@)>i$e be^ geforberfen S>tthda giebt 

•> 

$. 83» 

Kttfsa6e. €in fpMHfc^e« ^ttitd in (ine 
@)>{nbel »Ott dlttc^tm SUc^entaume iu 
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I 

tinfUfnns. Su bem mtUntn ©reletfe ABC Cgi# 
gut 620 tonftrutre man toit im S)on9eit $. feine Segenfreire} 
lefle ah beti einen in A eine Xangente^ bk im @egenpunfte 
A' ben anbern ^r.ei^ berührt r unb Derldn^ere AB bi^ A', 
fo ift AA'B bie Derlangfe ©pinbel. 

S5ett>ei^ ergiebt f!d^ ani §. 7a guf. 4 

Tlnmttt S>iefe Ttufgabe ifl dn fpe^ieKec Saß bet t)ot]^et« 
gebenben; ^et %aa ndmlftb^ toenn bet bort gegebene SBfnfel an 
tec @runbfeite ein a^tintmum 1% iBetgL §. 75. duf. & 



9(ttfdaBe. Sin r}>Hr!f^e^ 9)ol9do» in eine 
@)>{nbe( t>on slei^em Sldc^enraumc iü 
t)e(n>anbe(m 

StufUfnng; SDa^ in Demanbelnbe. ^ologon fe9 

ABCD.... CSidnr 630 Um eine €dFe bl^efSen^ ema B, 

Derfc^mtnben {n laffehf lege man imei Segenfreifef Iben einen 

bmäf bie ndd^f{en €d!en A , C ; ben anbern bnrc^ B fe(bfl 

^($» 790 1 t)erWn9ere CD ii4 jum ©urc^fc&nitte C mit fe6* 

ferem unb jie^e AC; fp ^at man ein JJoIogon ACDE.... 

t)on gleichem gldc^enraume mit einet €cte n^entger. 3(uf bie^ 

\ felbe SBeife entfernt man eine dät nac^ ber anbern^ biibai 

' 9or99on auf ein ^reiedE reMtcirt {({/ baö nac^ t^orfgem %. 

fo eine (Spinbel t)ertt>anbe(t tt)irb* 

S&emei^. ^a^ ^^olpgon ACDE.«.. {({ bem nrfpfing« 
Ii*en 8lei*r weil bai ©reiecf ABC=ACC (j. 780; alfo 
ABC+ACDE.*..=ACC+ACDE.... tjt 

S. 85. 

$(itfdA6e» 9tt^ }ttei dtdc^c»«" ®<(t(ö ein fp^i« 
x\\^ti ^reied t>on gedeBend» SUc^encatf 
ntejtt {ottftctttren. 
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. ««t ©fftrti 8,- b. g»an fe$e T=«— U; f» (fl ü=jr— 
T itiibtxu SRatt tie^me nun (Sisuc 64.) AB =sb'; (ege an 

A ttßt 8. |»el aBinW ABC, BAC, feben =4^, betett 

©c^enfel ben SDurcfifc^nitt C gefien; ne^me htn ^egenpunft 
C beö (enteren unt befc^retSe um C mit betn Stabiit^ AC 
einen £ret^. Snblic^ befd^rei^e man um A mit. bem Stabiuö 
:;=;a.(in<n J^etöf ber in D ben er|{eten fc^neibei — fo leu 
fiet ba« ßv^itä ABD biet Stufgäbe @eni!de. . 

f6 rntiS. SS^fc^cetbt man a\xät um C mit im Sta« 
biu« AC einen Xttii, btt bucc^.B Qt^t, mil BCsAC; 
f\) i^ berfelbe.bec @edenfret^ bej um CT (efc^nelkenen. SSa 
dun 6fti JD#e(edt ABD idifdieen ,bicfen SegetrfreireTi Unt,f9 
lÜ'au? §. 78. ebibenf, »4f feltt gWcfentaum =«— ü= 
T feo. 

"■•■»• .^ ■ . 

3ttfai^ jL DU bet gegebene Sl^c^enraum T gleich ^; 
fo ifl ü=05 bann toitb C ber SKittelpttnft ton AB. 3|l 
T>7t;\t> ifljü negatib/ unb bie SBinfel an A unb ß müf: 
fen übet AB ^ liegen ^ rnnn n&mlidf) bai ju fonflruirenbe 
^xtitä aber AB liegen foK. SDer @runb ergiebt fic^ auö 
§* 75. guf. 2. unb §. 77* Suf* 2. 

3ufa$ 2. SDa jn^ei ^^reife fid^ in jn^ei fünften f^nei^ 
ben^ fo giebt e^ auger D no(^ einen ^urc^fcl^nittf alfo im 
SIDgemeinen* jn^ei berfc^iebene S>xm(ltt, tt)e(c^e ber Stuf^ 
gäbe genügen. S)oc^ f&üt biti jmeite £)reie(| megf tpenn 
ber )n>ei(e^ S^nrc^fc^nitf auf bem @egenbogen be$ fUtbtn^ 
bogen« AB liegt; wegen §.78. 3uf. 3. . . 

SDie SBebingung öbrigen^^ unter tt>e(c^er |ti»ei berfc^ie^ 
bene Sreiecfe au« a, b, T mSglic^ ftnb^ b. ^. unter xotU 
c^<r ber jmeite S^urc^fc^nitt aüger^alb bti SRebenbogen« 
A'B' Kegtf Ift, bag a+b<7i: fep. ©er 95wei< folgt au« 
§. 63. 3ttf. 2. 

2fnmerf. S^gt man bfe (Seite a an ben ^uttft B, fo tu 
f)ait man bie f^mmettlfcf^en ^reiecEe ber t)ortden. 
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.3ttfa$ 3- aSerWtidect man bcti SBogeti AC fiBer Ä, 
fo fc^neili^t ec ben anbem ©egenfretö tn einem fünfte B" 
onb Qt^t burc^ ben ^itttlpmH C beffel^em £)a ber S3o^ 
gen AB' ber furjefle unter aUtn ift, n>elc^e Don A nac^ ber 
^perip^erie be« ©egenfreifeö ge^en (§* 63- 3uf* 20; fo barf 
bie gegebene @e(te a ntc^e tkmXf atö AB' fegn^ unb e^ i^ 
alfo AB' bai SKintaum für a. 

.Soniiruirt man ju bem S^tdtät ABB' , benr baß ^iniß 
mum AB' ge^6rf^ bai SJJebenbreiect ABB", fo {fl bejfeti 
©eite AB" ein ©urc^niejferf alfo^ nac^ §*75. 3uf.2.^ SBin* 
fer ABB"=BAB" -|.BB"A5 ba^er ^— ABB"=;r— BAB'^ 
— BB"A5 b. u ABB=BAB'— BB'A, xdtm BB'A für 
im gleic^m BB"A gefegt wirb* ^ftierau« aber folgt BAB', 
=ABB' + BB'A. ©a&er ift auc& bit &titt BB' ber Surc^^ 
weffer be« um ABB', befc&riebenen Äreife«* (§♦ 75* gaf» 2*; 
§* 760 

Unter bm fpl^drifc^en ^reiedfen atfo^ t^elc^e akiäitn 
gl^d^enraum ^nb gleici^e ®runbfeiten ^aben^ ^at ba^ttnige^ 
tn totl(^m tint ixotitt ®titt ein 9D!inimum ift, ben !Dttr($^ 
meffer bti nmgefcf)rie(enen ^reife^ jur bcitten ®titt. 
83on ber Sii^tigfeit ber Umfebrung: 
S5ei ben fp^rtfc^en £)reiecf en t>on gleichem Stddben^ 
raunte unb gleichen ®runbfeiten ifl bie {n^elte ©eite be^jent« 
gen S)reie(fe$; bejfen britte ®du ber Surc^meffer beä um« 
gefc^riebenen Snifti i^, bie tUinflt unter bm übrigen an 
bie refpef tibe ©runbfeite (logenben ©eiten — 
toirb man fld)^ obige ©c^Iüffe tMtoixtß n^ieber^olenb/ leicht 
öberjeugen* , 

3Cttmerf, ^an tokb bfe JCnatogie mit Um efienen Sm'ede 
l^tet/ fo tvte in bem %oiQmbm, nicf)t äbecfe^mt 



§. 86. 

?e&rfa§. Unter ben fpl^Srifd^en ©refetfeu; 
tpelc^e auö jtoei glegebenen unb einer brtt^ 
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fett \o\llt&^tU(ittn @eife se(t(6ee metbe'n 
tinntn, f^at N^ienige^ befren brif^e &titc 
ber ©urc&mcffer be« ttmgefc^riebetteti Ärei^ 
ff ^ tfff bett 9r6gten ^lid)tnta\xm. 

SB c tu et«*' 3tt betn ©reierfe CSipr 65.) feo bie ©eife 
BB' ber ©urc^meffcc bti umgefc^riibetieti Ärelfc«* 3n bent 
SRebenbreie^e, ABB" beffclbeti i|l olfo na* §. 85. Juf- 3. 
andf AK' bec SSurd&ttielfer be« um baffelbe befcftriebetieti 
Stelftß. Son^imtman bfefett unb feinett ©egenfrei^f ber, 
t^urc^ B', ben ©egenpunftDott B^ ge^en muß; fo ifl AB' 
ber t&iitfitfboitn t>on A nac^ ber ^erip^erie beifelben« .tbeti 
er t)erWii0er( büri^ Un SRitterpunff C, ben ©egenpunft Dott 
C, be« erfleren Äretfe^f ge^t 3ebe« anbere Sreiecf nun^ tbel* 
c^e« atii kn Öeiten AB, AB' flebtfbef, über ber ©runbfei'ee 
AB mhii^ ffff t«ug feint ©pf§e {tt ber SJetip^erie be« 3le^ 
benfretfeäf ber um A mit bem tHabivii AB' befd^rieben n>trb^ 
ffabem din folä^i fet) AGB. Sie ©eiee AG terrdttgere ^ 
manf bt« )ur ^erip^erie bei ©egenfrelfe« um C'^ ben f!e in 
D treffe, tinb jie^e BD; fo ifl ba« ©reiecf ABB'=ABD5 
aber ABD>ABG; affo ABB'>ABG. ©a für |ebe an- 
bitt gage bon G baffelbe Qitt, fö (fl ber ©a§ eDibent 

3ufa§. Öoir bie ^ftnpot^efl« beö gebrfage« m69llcl& 
fcjjUf fo mu§ bie ©umme ber gegebenen ^tittn Keiner aW 
ein ^albfrei« fepn. ©enn bejeicftnef man fie mit d, bj bie 
brftte beliebige ©eife mit cj bie SBinfel be« ©reiecfe« mit 
A, B, C; fo mn^f mnn c ber JDurd&meffer Ui umge^ 
fcftriebenen Äreifeö i(i, C = A + B; alfo^ mit C<7r; auc^ 
A + B<^; mithin a+b<;r feon. 

Sag ein grogfe« SreiedE immer möglich ifl/mnn bie 
gegebenen ©eiten a, b biefer SSebingung genügen; jetgt ber 
folgenbe §. 

§. 87. 
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@ttmme (leiner aU tin ^alitttU ifl/ ein 
grif teö ^vtitä {U tonfltnitttL 

2lttfI6futt9* JDte jjeseBenen ©efteit fctfm a, b, bereu 
©urome a+b<7r tft SRan ne^me (Sipr 66.) AB=b. 

Sia a+b<7r iftf fo ifl b<7i:— a,- ober b<a5 ba^crauc^ 

11 — 
V^<7ra> tefd^reibt man alfo um A unb um B Äreife^ 

1 — 

{eben mit bcm Siabiu ^ o-^ , fo geben biefe einen £)nrc^fc^n{ft 

M, aufer^atb AB« 3(e^t man ben Slabiu^ MA unb Der^ 
Tdnderf i^n über A bi^'B^ fö ba§ AB':r:a »irbf ,t>erWn* 
Sert i^n bann über B' bii M% ben ^egenpunfe t>on M; fo t(i 
M'B'=^MA. ©enn MAß'M' ijl =7r5 ba^er M'ß'=^— 

£)er um M' mit bem 9ta^ 



a 



1 — — 1 — 1 - 

— .a = a— — a = — a=^]VlA. 

2 2 2 



bitt« M B befc^riebene Äref« i(l a(fo ber ©egenfrei^ bti um 
M mit bem Stabiuö MA befc^riebenem £)a ^ 2)reie(f ABB'/ 
0)e(c^e^ bte gegebenen &ütm ^at, liegt <i(fo jmifc^en biefen 
©egenfteifeUf unb ^at, tocil AB' ber förjefte SSogen Don A 
md^ ber ^erip^erie bti anbern @egenf reifet iftf einen grS« 
gern , gldc^enraum f al^ }ebe^ anbere au^ ben ©eiten a, b, 
gebilbete. (§• 860 ' 

Sufag 1. 3(1 a + b=i7r; fo ijl b=a. SDann f40f 
ber ©urc^fd^nitt M (ali SBerä^rung^punft) mit bem SDÜtfel^ 
puttfte D be« S5ogen« AB jufammen ; AB fdOf mit AB' in 
einen ^albtvtii {ufammen; B unb B' finb ©egenpunffe^ ba^ 
^er auc^ BB' tin J^albfrei^; bai ganje IDreiecC n^irb alfo 
eine @pinbe(. Siai ^apimum i(i a(fo in biefem gaKe eine 
©pinbe^ fein ©reied. 

3flaber a+b>^,* fo {|l b>r^ lb>l7j ba^er 

t({ feitt £)urc^fc^nitt M m6glic^. 

3ufa$ 2. Unter ben fp^drifd^en ©reiecfenf n^elc^e ant 
itoei gegebenen Qtitm^ beren ®mmc fleinc^atö ein <&aI6« 
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Uüi ifi; dMhtt mtbtn tinnm^ Ht bai grSgte bte €idcm 
fc^aftf ba0 bte btittt nid^t \de9e6ette ©eite be|fe(6en ber 
SDttrc&meflTec hti »mgefc^riebetteti greife« i(f» . 

«" ' ■ • , ' 

§. 88* 

Se^rfa^; S(u^ {t^ei sedebenen ©etten^ bereu 
@ttmme sr66er al^ ein ^albfretö ift^ xft 
itin Qvh^ttS Sittitä moQiiä). 

aSewej*» ®ie fiegebenett ^tittn fe^en a, b unb a + 
b>^j bann ifl a+b<;r, unb e^ tcl§t ftd) au^ äTunb b 
em grSgfe« SDrefedE fonflmiren* S)iti fc» CSigut 67.) bai\- 
©reiect ABC, befien ©eife AB ber Surd&melT« be? umge* 
fc&riebenen'%e{fe^ if{^ t>on bett anbern ^tittn bepben fe9 . 
AC=b5 ci3=S: Söjait benfe ftc^ ben 6d&enW CB be* 
l»e9n^ »m ben fejlen $punft C; fo toivb bttx^txnH B ben 
Äreiö B'B"BB'" befc^reiben, ber in B' bk ©ei(e AC, in B'" 
beren Seclclngerung unb in B ben um ABC befc^riebenen Suii 
fc^neibet 58erfc|t man nun CB auf CB' , fo ijl bec SGBin^ 
Ul an C CACB') gjuC; hmt^t fidl bec Sogen CB auß bk^ 
fec Sage nac^ bec SRic^tung B'ß'", fo tt)d^|l bec ?BinfeI an 
C unb mit i^m bec glac^encaum beö Sreierfeö ,* in B erceic^if 
leßterec fein SKajctmum, nimmt alfo jenfeit B n^iebec ab, 
wd^renb jebod& bec SBinfel an C, bec fc^on ali ACB ein 
furapfec toatf fortwdd&fl. ©ec 2BinW an A, t)on 3(nfang 
«n »ac^fenbf eccei^t fein SKayimum/ wenn B in B", bem 
SSecßbrungöpunfte bec t>on A an ben Äreiö B'BB'" gejoge^ 
nen Xangente^ ifl unb nimmt tt^eitecbin fortwd^cenb ab. 
Äommt bec ^nntt B nac^ B'", fo ifl bec SBinW an C=n^, 
bec 5Binf el an A öecfi^winbet ^ bai ©ceieil mit i\)m. 

3?iramt man nun ben ©egenpunft Don C, bec in C » 
fet); fo fc&neiben bie öbec A, B öerldngecten Otiten AC, ' 
BC f!c^ in C unb in bem ©ceiecfe AC'B ijl AC'=b5 
BC'=«. a>ie ©pinbel CABC »ai&fl bei bec oben io 
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txa^ttttn fdmtiuni US Gc^enfetö CB (ober bti ^albttti* ' 
fej CEC') in Um ^aa^tf xoit ber ^Mtl an C; nimmt 
alfOf toenn C=nx^9 bte ^albe ^ugelfldc^e eim £)a$ au^ 
ben ©eifeti a, b gebirbete Sreiecf ABC, otö b{e ©ifferettj 
Itotfc^en ber ©pinbe^ttnb bem S)rete(fe ABC, n>dc6({ offen« • 
bar Dom Slnfange ber Setoegung an unb um fo me^r^ fo« 
balb ba^ ^reiecf ABC nac^ erreichtem ^aifirnnm n>teber ab« . 
^nimmt S^ erreicht a(fo fein 3Ra;imum be^ gldc^enraumedf 
fonbern ge^e^ fobalb ber SGBinW an C'=7r wirb/ in einen 
^^auptfrei^ über/ ber bie ^albe Auselfld^e einnimmt 



§• 89. 

?e&rfa§. Unter ben fpH^^ifc^ett ^Jol^gonen 
t>on n ©eifen^ welche ani C» — 1) gegebe« 
nen unb einer ntcn htV\th\Q ju »d^Ienben 
{ufammensefcgt fe9n f6nnen/ ^at baö 
griftCf n>enn tin Ulö^ti mhiU6) i^, bie 
ffigenf^aft, baß feine €(fen in ber ?Jeri« 
l>&erie eine^ Äreife* liegen^ beffen ©urc^* 
ifieffer bie nte^ nic^t gegebene/ ^ütt \^. 

^tXotH. €^ fe9 (gigur 68.) ABCDEF hai grJgte 
Vologon unter benenn n>el($e mit i^m auger ber ptitt ÄF 
bie übrigen gemein ^aben. Sßclre unter ben €(fen beffelben 
eine, bie nic^t in ber $eripberie be^ über AF ali iDurc^mef« 
fer befc^riebenen ^reifeä (dgef tttoa T>; fo jie^e man AD 
imb DP. ©a« ©reiecf ADF ifl bann nid&t ba« gr6§te ber 
&tiUn AD, FD. ®kf>t ti aber tin gr6§ere3 ©reiecf mit 
ien Qtittn AD , DF , fo giebt e^ auc^ , toenn man mit bem 
grJgten bie ^orogonabfcftnitte ABCD unb DEP terbin» 
tiif tin grigere^ ^oli^gon mit btn gegebenen &tittnf ali 
ABCDEF ifl, n>elcbe« boc^ bai gr6§fe fe^n foBte. ©a 
bie^ ber a3oraudfe|ung toiberfpric^tV fo ift bit Sinnabmef e^ 
liege D außerhalb .ber S^trip^erief fa(f(^* 3IIfo mu§ lebe 



/> 



\ 



— ii2 — - 

- t 

Sät HS dtSftttt $oT9gotte^ In btt Qtncmnttn fmp^mt 

3 tt f a g. ^ud^ &ier finbet fiäf bit fdtbmmd btt 9){5g« 

lidfUit eine^ @cigten> tag bie @umme btt gegebenen @eu 

- tcn {(einer f ali tin balber ^aupe(ret^^9n muß. £)enn febe 

^ber &t^nm AB^'^BC,..«. t({ fleiner/ a(^ ber {ttgeb&rige 

Sfiebenbogen be^ umgefcbriebenen j^reifeä; baber i^re @umme 

. {{einer f atö ber ^a(^e S2eben{rei^/ nm fo me^r a(fp {(eitler^ 

iitiS m falber 4?aupt{reij. 

S. 90. ' 

Se^rfAJ;. SBtn.n au^ (n-^1) gegebenen 6et(en' 
jwei fp^4rtfc^e^o(9gott(^ |ebe^ Don u 

€(f en eine^ febttt in ciitttn fyalbUtiU He« 
den, beffttt £>ttrc^meffec bit 'ai^-t Befümmte 
nte ®titttt^ ^olQsone^ i}I; fo ^aben bte 
((tben ^ol^gone gleichen Sldd^enraum. 

S5 «1» e i «. 3n tett ÜJorogonen (glgut 69.) ABCDE 
ttttb A'B'CD'E' f«9 AB=A'ß'j BC=B'C; CD = C'D'| 
«ab DE=D'E'5 fertiec ft^en AE, A'E' bte ©urcftraeffet 
bec 5(retfe; in beten Peripherien bte €cfen beibec ^ol^gone 
liefen. 9Bic , behaupten nim, bit iDtttc^meffec AE, A'E' 
bec JCreife, a(fo bte j^reife fe(b(tr flvb einanbec gleic^. S>enn 
* w&H etwa AE<A'E', fo Ödbtre man ÄE, A'E' (n M, 
M'; fo »te AB, A'B' in N, N'j unb jle^e MB, M'B'j 
MN, M'N', »ert^e leitete beibe auf AB, A'B' fcnfre^t 
ffnb. (§. 40. 3ttf. 1.) JDa AE<A'E', fo tH auc^ AM< 
A'M'j in ben recfttwinflic^en ©teierfen ANM, A'N'M' ift 
ftifo AN=A'N', aber AM<:A'M'5 ba^er tjl SBinfet 
AMN>A'M'JS' (f. 38. gaf; 1. 2.); unb aucf» NMB> 
N'M'B C$. 40; 3uf. 1.); ba^er ift AMB>A'M'ß'. €bw 
fo folgt BMOB'M'C'} CMD>C'M'D'; DME>D'M'E' 

& mAfte a(fo AMB+BMC4<C]Via4-0ME>A'M'fi''f 
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»ÄfC+CM'iy+b'M'E' feoti, mi ttic6t fepti fatim 
SUfo tarn AEniä^t <A'E! feon* Siuf gleiche Sßeife fol^U 
tag AE tile^t >A'E' fttfn tanu; mithin mu0 AE=A'E', 
fe^tt. SU bie« aber, fo «l AM=A'iVr; BM=B'M'' 
lt. f. tt>.f alfo bie £>teie(fe AMB, BMC,.... ben £)reiectett 
Ä'Mi'ff, B'M'C,... gleich ; mithin auc^ t^re @txmmm, bie 
9o(9done ton sleic^em Slddftenraume* 

Bttfa^* S^ls^n ^(^ gegebenen ^tittn in bem e(nen 
9o{9gone in anberec Orbnung auf einanber / olß in bem an^ 
ttxn, fo ftbtt biti bie gemachten (Sc^iAffe nic^t 60 Diele 
83erfe$nngen bec gegebenen Geiten migtfd^, fo DieU berfc^ie« 
bene $o(9gone tv^Üt man, bie inbe§ aSe gleichen gUc^en« 
räum ^aben* 

Tlnmett 2)ie fBerfe(|Und6ia^l iß 1. 2. 8 (n— 1), 

toenn bie gegebenen leiten ade r>on einanbec Detfc^ieben |!nb$ 

fonjl ijl fie befanntli* — — '1!'V o°7 /i ,. ? »«^» ^'*« 
omol, eine anbete /total tc t)oc(ommt. 

f 91. 

it^tfafi. 3fl an« (n— l) gegebenen (Seiten 
nnb einer t9i(({d^rlid(>en @ette ein fpbdri^ 
fc^eö |}o(9gon fo {ufaromengefegtr ba§ 
bie Bpi^tn beffetben in ber ^ertp^erie ei« 
nti Äreife^ liegen/ beffen ©nrcftmeffer ^ 
|ene tDidfö^rtic^e ©eite ifi/ fo Mt bai * 
9)o(9gon ben griffen gldd^enraumf WtU 
d^en bie gegebenen ©eiten jnlaffen. 

S5ett)ei^. £)a^ ^ier be^eic^nefe 9)o(9gon fe9 P. Slad^ 
$. 89. M ba^ au^ ben gegebenen (n— -l) Seiten an^ einer 
Uten toiOfü^rtid^en {ufammengefegte gr&9te ^ol})Qon P" 
feine (Sätn in ber $erip^erie eine^ ^reife^ , beffen ^ntdmtf^ 
fer jene nte &titt if{. fRa^ $« 90. ^aben aDe $ol99one 
wi ben gegebenen (n— -l) Seiten tmb ber beliebigen nten 
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S(et((ien ^idftntatxm* Su btefen it^vt nutt fowo^I F, aW 
ouc» P: ©a^er Ifl P=P'. Sirfo ijl Im« im «e&rfaee 6e- 
leic^nete $ot9don ein SRajrimum. ; 

: / • 

I 

' V 

§.92. 

it^tfa^. 9Bentt au$ n gegebenen @eitett' |tt>(i 
i^feitige fp^itifd^t ^ologone fo {ufammen^ 
defekt finb^r ha§ jtbti feine €(£en in einer 
Jtrei^peripi^erie ^at; fo finb tie$i>(9gone 
t>on gleichem SI^c^<n<^<^ttme/ 

^ S5 e» e i «• ©ie ©eifen ber ^ol^gone (gig- 700 ABCD...., 
ATB'C'P'....., feoen refp-greic^; namli* AB=A'ß'5 BC= 
B'C tt- r »-5 tinb M, M' fepen bie SRitfelpunfte ber Äreife, 
in beren ^erip^eriett bie €cfen ber ^otpgone fiegen. SBdren 
nnn bie SRabien MA, M'A' einanber nii^^t gleidj ; fo feo MA< 
M'A'. ©arau« folge, wie in §-90/ bag ber SBrnfel A*MB> 
A'M'ß'j BMOB'M'C tt- f. »-renblic^, baß bie SBmfef 
um ben ^mft M jufdinmen grißer ali bie um M' fepn muf« 
een; ba^er fonnen bie Slabien nic^t ungleich fepn. ©inb fte 
nun gUic^f fo f!nb bie g[eic6fc^enf(tcf)m ©reiecfe AMB, 
BMC,.,., fongruentmit A'M'B'^ B'M'C..; mithin beibe 
$o(9gone ton gleid^em gldc^enraume. 

3ufa$. 9iuc^ ^ier ift bie £)rbnung ber BtiUn bti tu' 
nen^ologone^ unab^dngig Don ber in bem anbern. 

§. 93. ' 

{e^rfa$^. Unter btn fpMrif^en SJoIodonen^ 
t»e(c^e au*^ n gegebenen ©eiten gebildet 
^ n^erben fSnnen^ ^at baßitniit, beffen 
©pigen in einer ^rei^perip^erie Hegen; 
ben gr66ten Sld.d^enraunt/ n>e((^en biege« 
gebenen ©eiten {ttloffem 

95e»ei«* €« feoen (gigur 71.) ABCDEFG unb 
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» 

WiyEFG imei fpWfäft ^olt)itnt, febe« aui bm ge^ 
sehnen Seiten ittfammendefeetf ton benen bai erüere feine 
®)>i(fett in ber ^erip^erie eineö SttiU^ ^at; bai anbete ntc^t 

' 2>a aOe ^'elQaonef ml^t, ani benfelben &tiun beßel^enbf 
t^re ©pt^en tn einer ^cei^perip^erie ^aben , gleich grog ffnb 
($. 92.) ; fo fep ABC . • . . G ba^jenige unter benfelben^ beffen 
Gelten in berfe(6en Drbhnng auf einanber foIgeUf roit in btm 
anbem A'B'C ....G\ SRan jie^e in ABC . . . G ben ©urc^ 
oteffer AI nnb^ |te^e DI, EL S(n bem itotittn gJol^gone be» 
fcftreibe man bai ©reiect DTE'=DIEj ndmli* Dr=Dl5 

" D'E'=DE5 unb jie^e AT. 58on ben beiben Slbfcftniftett 
A'ß'CDT unb A'G'FET fann ber Slnnabme »egen ^6** 
flenj einer alle feine &pi^tn in einem J&a(bf reife babtn; bit* 
fer ftr) A'B'CiyV. ©ann ijl A'ß'CDT=ABCDl (§. 900; 
aber A'G'F'ET < AGFEI (§• 91- 900; mithin A'B'CDTE'F'G'/ 
< A . . .1 . . . . G. gjimrat man ton biefen DIE = DTE' n>eg ; 
fo folgt ABCDEFG> A'FCD'E'FG. — J&at aber Uintt 
t>on ben beiben 9(6fc^n{tten btt imltm 9)o(9goneJ aOfe 6pi$ett 
in einem J^albfreffe^ fo ifl feber ([einer/ ali ber entfprec^enbe 
Slbfc^nitt bti tvfltn ipologoneö. Um fo mebr i({ bann biefe^ 
grifer atö feneJ. ^ierauö fofgt bie Stic^tigfeit be^ &a^ti. 

3ufa$/ Unter ben fpbdrifdbtn ^olpgonen^ n)e(c^e autf 
n gegebenen &tiun Qtbilbtt toerben (innen ^ ^at bai gr60(e 
bie €igenfc^aft/ ba^ feine (Spigen aSe in ber ^erip^erie et« 
nti Streifet liegen« ©enn to4re biej nic^t^ fo n^drbe ba^ 
_ üui ben(Hben (Seiten gebilbete , beffen ©pigen in einer Suii^ 
peripMt liegen/ gr$ßer atö ba^ gr(ßte fepm. 
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Crdifung: 1) S>ad fpMn'fc^e ^Jaratrerö^ 

gr4mm ifl ba^cnige f^b^rifc^e SSierecCf n>el^ed {n>ifc^en 

^ |t9ei $aar Gegenfreifttt Uegt — oben beffen (£dtn S^nväf* 
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ti4n{(tfptinfte jwetcr ®eden(te{fe ttttt jn^ei anbem ^edintttifen 
finb, o^ne baf ba^ ÜSierecf \Vk einem btefet 5^reife Hegt 2) S)a« 
^H<^tfd&< Xrapej aber (tegt not {ti^ifc^en )n>et ®egerifreifeit* 
Son ben befben ©etten^ meiere @ebnen bieferXretfe ftnbr mtrb 
ifne immer att @runbfe{te betf Xra|»e)e< genommen tt^erben. 
3) 3ebe< anbete f^^drifc^e tBierecf t({ fp^&ift^eö Srape^oib. 
' 3 tt f a $• t5et bem fp^rffd^en ^^araOelosramme ffnb febe 
gf^ei einanbet; gegenäbet (tegenbe ©eiten Seinen in Oegett' 
freifen; bei ^im Xrap^ie nur ein 9><tar fo((^er 6etten.. 

S. 95. 

Se^rfaff. ^n febem fp^drifc^en ^araUelOf 

SrAmme finb bie gedenäbernegenben @ei^ 

ten etnanbeir sleic^* 

SBewet«- ttm bie ©egenpunfte (gigl 72Ö A, A' fepen 

bie ©egenf reife CMND, CM'N'D'; unb um jwei anbere 

©egenpunfte B, B' bie ©egenfreife EMN'F, E'M'NF' be* 

fd^rieben> n^elc^e mi ben erfieren beiben flc^ \^ ben fünften 

M, N, M', N', fcbneiben, bie burc^ ^auptbogen Derfruh* 

ben/ ba^ fpbdrifc^e $araOe(ogramm MN M'N* geben, ^ag 

tiefem bie im Se^rfa^e behauptete €idenfcOaft jutommt/ (d§f 

M f^ ieigem 

S8o)t bem Mittelpunkte |ebeö ^S^reife^ jie^e man nad^ 
\>iXK ©urcftfc^nitt^punften beffelben Slabien: AM, AN, 
BM, BN*, u. f- w* ©a i(l nun 

1) ba^Sreietf BMA=B'M'A'5 »eil BM=B'M'; AM 
s=A'M'/aW Siabien; unb AB=A'B' a\i ©egenbogen. 

©aber tfl SBinfel BAM==B'A'M'; ABM=A'B'IV1'. 

2) 2>reietf BN'A'=FNA, an« ben wrjan genannten 
©rönben. 

55a^er i(l SBinfer A'ßN'=AB'Nj unb BA'N'=B'AN. 

3) 3ltt« BAM=B'A'M' . 
unb B^AN=BA^V 

folgt BAM + B'AN=B'A'M'+BA'N'i 
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ittib ^Ittüuix ACAN=M'A'N', ali &npplmtntt ber Gtim« 
mm ber wtiitn. 

an« MAN=M'A'N' folgt: MN=M'N' (§.60. 3ttf.4) 
9btf bitfMt mift finbet fbb MN'=M'N. 

Snr^e 1* fRimmt man fiatt ber Sliauptb^im MN, 
Mir, M'N', M'N, bu giejcbbeieicfttiefen SRebeR&ogeti ber 
Gegenf reife ali &ritm hti fSitvtdte, fo ^atmanm fpMrifcbe^ 
^oraGklosramm/ in mddim |ebe ©eite ber BegenAberbegeni' 
bett pataUtl i(t 

3ttfa$ 2. Z>urc6 |ebe IDtagonaU tDtrb batf fpb&ifc^ 
^araVef o^mnm m {toei gleiche IDreiecfe gef^ettt« ^nn jie^f 
«im in bem ^araOelPdr^imm MNM'N' (gig. 73.) bte s:>ia* 
gonale MM'; fo ifl bö^öreie* MN'M'=MNM', »eil MN 
=M'N'; MN'=M'N unb MM'=MM' ifl. 

S>aber finb bie SHaioncdmnM tinci fp^drifc^en ^avaU 
lüoivammti einanber gfeicft 5 ndmiicb MN'M.'=MNM'5 unb 

v+u=v'+u'j »eil V=VJ U=:U. 

3 Ufa I 3* S)ie beiben SDiagoaalen be$ fpHnfd^cn $a^ 
raOelogrdmme^ b^^lbiren fic^ gegenfeieig. 

©enn »le u=u ; ifl aucb y=y ; unb ba MN=M'N'; 
f» ifl btt« ©reiec! MN0=M'N'05 ba^er MO=OiW5 
NO=ON'. 

3ttfa$ 4* @inb aDe SSittfel be< fp^infc^ett ^ataUtlo^ 
grftmme^ einanber gleich ; fo fittb aucb bie diagonalen gleicb« 

SDettn iH Wintd M=N; fo ifl bai a^ttUd .N'MN= 
MNM'} baber MM'=NN'- 

Znmett &n \ol^ti^ ^oraSriogtamm entrpri<bt bem At» 
nen fRtdjfttde. 

3ttfa$ 5. @inb bie ffiBinfel aber nic^t aUt gleich ^ fo 
fle^t bem gr6§ern eine grigere £)iagonaIe gegenüber* 

©enn ifl M>N; fo id NN'=MM' »egen §. 3L 

3 n f a $ 6* ein ungleicbwinfUcbe^ Parallelogramm t&§t 
^ nicbl in einen :Krei^ etnfcbreiben. 

£)enn todre e^ möglich ^ fo mußte O entweber ber ^iU 
' telpunff M umgefc^ciebenen Stm{tä fti^n, ober nic^t 
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MM% NN' aM IDurc^meffer gleich fe^n; nxy« nic^t nt&gKc^ 
ifi (3tif* 5.)* SBire O ein anbetet ^unft bed umsefc^debe^ 
tten ^n\\ti.9 fo milgten flc^ bte ®e^nen MM', NN* ^a(6{« 
nxi CSttf. 3.) ; n^a^ anc^ nic^t fepn fann ($. 64* 3uf« 40* 

2(nmet(. 2>a^et Hegt bad ® e 1^ n e n t>lece(l elne^ fotcbm 
l^b^t^ifc^^ ^araUelogrammea nidEit in einet Qtne. 

3ufa$ 7« Um ein gletdftwinnid&ej fp^dttfc^e^ ^^aratfe^ 
(ogtamm {d§f f!c^ ein 9,tt\i befc^teibem IDenn in einem fol« 
f(f{n,flnb bie IDiagonalen gleich, alfo i^tSntc^fcbnittO^ton 
«tfen €(ten gleic^n^eit entfernt £>et um O mit bem Stobiit^ 
pM befc^tiebene j(tei^ se^ a(fo bntc^ aSe Scfen b(< ^<u 
raDelostamme^^ 

«.96- 

Se^tfa^* fffienn in einem fpMtifd^en fBietetfe 
bie einanbet gegendbet liegenbtn &t\itxi 
g)aattt)eife gleich finb, fo {({ baö SSietetf 
ein fpMrifc^eö $ataI(e(ogtamm* 

,S5ett)ei«- Sn bem SSietetfe (gig. 73.) MNM'N' feo 
MN=M'N'5 MN'=M'N. ^axi jie^e bie Äiögonaren 
MM', NN'; fo ifl ba« ©teietf MN'M'=MNM', »eil bie 
^i\ir^ beibetfeitö gleicb finb ; ba^et ifl bet §( dcbentaum beö 
t^xi\idi MN'M' bie SilV^t be« ganjen SBieted«- €ben fo 
folgte bag bag ©teiecf NN'M' bie J&dlfte be« Sietecfe« i|li 
unb ^ietau« fotgf , bag bie ©teiecfe MN'M', NN'M', »elcfte 
auf einetlei @runbfeite N'M' (iegen, gleichen ^(dc^enin^aU b^^ 
ben. @oIcbe iDteiecfe liegen abet {Wifc^en einetlei ©egenfrei^ 
fen (§• 800 j ba^et liegt ba« »retetf MNM'N' jwifcben jwei 
@egenfmfen/ beten einet butc^ M, N; bet anbete butd^ M', 
N'^gebt* €ben fo folgt an« bet ©leic^^eit bet ©tererfe 
MN'N, MN'M', bag ba« SBietecf i»ifc^en jwei wCs^txn 6e* 
genfteifen (iegtf bon benen bet eine butc^ M, N'; bet anbete 
butcO M'y N ge^t. Silfo if{ ^^^i SSietecC ein $ataSe(ogtanmu. 
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*. 97. 

?e9tf«$. €itt fpMtifc^e« fßitttd ijl aitc^ tiu 

^atüHtleitarntttf wtnn iwti tinanbtt Qf 
Stn&ittlit^tnbt @e(ten (effe(6(n sUi^ 
ttttb ©e^ntn iweter ®titntttlU fttib. 

/ SBetöeU. 3« bem fp^^nfcften aSierede (gigur 73.) 
MNM'N' fco MN=M'N',- unb Uibt ehrten ee^ncn jweier 
Segenfreife/ t)on benen atfp ber eine burc^ M, N; ber an^ 
bere iurc^ M', N' ^t^t 

gfe^e man bie ©iögonaren MM', NN'j fo ^aUn bie 
SÖrefecfe MNN* unb M'N'M gleic^eii SMc^enroumr n^eil fle 
ÄUf gleichen ®nittbfe(teii; MN, M'N' unb jwifcften einerlei 
-©efienfceifen liegen ($* 78. 3uf. 10- föttvadfUt man nnn 
MN' atö bte 8emeinfc^aft(i4e Srunbfeite berfelSen S)ttität, 
fo liegen f!e bti gUic^en ^lidfmvanmti totQtn itcifd^tn itoci 
anbttn ©egenfreifenr t>on benen btv eine burc^ M, N% bec 
anbere butic^ M% N ge^e« SRit^in i(l MNH'i^' ein fp^dri^ 
fi^e^ ^'^^raDelogramm« 

«♦98. 

Je^rfaö* ©a^ VoIart>{ereÄ efneö fpMrif*ett 
^avalltloQvammtß ift feUjl ein fp^ivU 
i^tß ^axalUlostamm* 

' Sbttotlt. ei fe9 C8i9^ 74) MNM'N' efn ft^arifc^e« 
9)araDe(odramm unb a, b, c^ d fepen ttfp. bit^ott bcr@e(« 
fen MN, M'N*, MN% M'N, »elc^e bag ^tlatbimd abcd 
litbett* SJejeic^nee man bie fSßinfel bei g)ara0elogrdmnte^ 
-MNMTNT furj bnrc^i bie SSncöPaben i^cer ©cfteifel^ fo ift da= 
'w^N; bc=7r— NTj alfo^ tomn N=N' (§. 95- 3ttf-2.)f 
anc^ da^bc; e6en fo folgt ani M:=M, ba§ ac=sdb; 
"^ittaui aber nac^ §• 96/ ba§ abcd ein (p^drifc^e^ ^^araOe^ 
logramro if{. 

3 Ufa 6 1. @inb in einem fp^drifc^en SSieredCe bielDta^ 
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SonaltDtnf e{ paametrc gleich # fo {f{ baj !Biere(t em f^oraSe^ 
tograrom* ©enn ifl N=N'j M=M'5 fo (fl im |)orar«« 

i tnerecte ad = bei accsdb; bafelbe a(fo ein f^araOetogramm; 
mlit^in auc^ fettt 9)o(drt)fere(f MNM'N' An ^araSelogramm« 
3ttfa$ 2. 3n em uogieid^feitigej fp^jnf^ej ^araDelp^ 
grarnntf b» b* in n^elc^em ntc^t aOe ©etteitf fonberit nur je 
{töei gfetc^ finbf Mgt flc^ fein ^itA befc^reibem SDenn tt)&e 
e< mdgUc^f fo toürbe nac^ i 71* 3uf. baj ^i>(dr)>araDe(p^ 
gramm *^ dn ungUic^tDinntc^eJ — em in beti ^^^l^'^ixi 

' , eingefc^rtebeneS feon ; tDad nic^t möglich ifl G« '95. ^uf* €.)• 



». 



« 

Se^rfdff. 6i»Mt(f(^e ^^acatleCogtaftftie Auf 
I gleichen Qrunbfetten unb jn^ifd^e^ refp« 

gletcben @'egen{reifen ^i^en gleid^tn 6(i<> 
c^enraum* 

S&emef^. 3(1 in ben fp^drifc^en ^aialtelogramnten 
(gt9.750 MNMN' unb mninVbte0ruttbfefte]vrN'±=mV, 
alfo aucb MN=mn, fo j|l ba« ®refe^ NTM'MrzrnWm; 
unb MNM'=mnm', »eil fle «uf g Weben ©runbfeften unb 
jwifc^en gleichen ©egenf reifen liegen (§. 78. 3uf. 1.)^ ba^er 
bie ^araOelQgramme einanber gleic^* 

3 u f a §. Uragef e^rt : b^^en fp^rifc^ ^iiraSeiogromme 
gleiche ©runbfeiten unb gleichen S(^<^^nin^aU> fo (tegett fie 
)n>tf(^en gleichen ©egenfreifen. S)enn bann {(t ba^ £)reie(C 
MN'M'=mn'm% oXi ^dlften gkie^er ©anjeni beibe liegen 
a(fo jwifc^tn gletcben ©egentreifen. ($. 80. guf.X £>ie ®e^ 
genfreife nun, {toifc^en benen bad IDreied HN^AT (iegf •— 
N'AT at< ©runbfeite genommen •-'/ mäffen biefelben fepUf 
^toifc^en benen baj gan^e ^aroOelogramm (iegt ($.79. 3uf); 
eben fo %t\ bem anbern Parallelogramme mnmV. ^iti^in 
Uegeti bie ^araCelogramme {totfc^en gleichen ©egenfceifen« 
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«. 100. 

Sft^gabe. ein fp^itlfdn* |)«)r«((tügraiiim 
|tt fonfttnittn, ton melid^em etneGeife unb 
ein SBinfcI se^e^tti tft unb baj einem se« 
sebenen ^^araltelogramme an Sldc^tnrat^ 
me gleid^ fep* 

anfl&fnns. S)a0 jegebene fJaroflel^raftm rt9, 
MN^TN' CBfg. 7605 bie gegebene ©eite fn> i, ber gegebene 
SBittlel w. ' £)a jebe^ '^draDelogramm burc| eine ßic^nalt 
in imi kongruente IDreiede {erlegt mtrbr fo braucht man 
nur ein folc^ie^ Dreiecf ju (onf{cjuiren« 9);an )te^e alfo bte^ 
JDiagonöIe ACVT; befc^reibe b(e ©egenfreife beef ©reiecfe« 
MN'M^ — tma NTVT aÜ ©ninbfeite genommen — ' nnb 
Sie^e nacO beitt S^ittelpnnfte C htt einen ben i)tdb{a« ]>rC; 
to ifl ber SBittfer ]vrN'C=lU (f 75. 3ttf. i .^O; gjjan 
ne^me nun n'in'=a, mac^e bie 9Btnfe( m'n'ö.'ifjtti'c feben 
=iUi fo ergiebt ^d^ ber ^t^i^tütt c, um befi^ft >6egen# 
^unft d!' iM( beM StabM n'c nHin einAi* j(reMr bkrc^reibe. 
S(n n' {ege man einen SBinCel rnttWesw» beffen Qc^enfel 
mn« in m ben Xvttö fc^neibe. 

Sie^t man nod^ mm-f fo ifl bat SDreied nmm=3 
KM'M. ^ai i>er(angte ^araOefogramm ergiebf ^tfy nun^ 
mtin man bon m ava eipen S5ogen befc^reibt^ bj^en liiabiu^ 
BiiflA ttäb ber in n ben ISittii fc^neibet; ban\i i^ pmixm: 
ba^'gtfttc^te ^arätferogramm. 

Vittotii* t:>a9 ba^ibreiecf mn'in'=:^lK'M' ifl, toitb 
fo tvie in §. 85« bemiefen. ^i Uebrige fotgt Mi. S. 97. 
nnb $; Ö5. '^uf. 2. 

2 tt f a $. 3f{ f{att bti gegebenen ^araffeitogrammeiS ber 
^d^enranm beis gefbc^tiäi Hoi in Sa^Un (nac^ ©raben obe!^ 
In ^eittg auf bat Ünabrot be< ^ugelrabind alt €(n^dt) 
beftimmti fo t^erfd^rt man tote $. 85* S)ie gegebene ^a^l 
ftp P^ bat iu fonf{mirenbe SDreiect mnm ifl bann =iPs 
«oraud V^n—iP folgt 
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i lOL 

.fon#rti,irett/ oon toelc^em jmei an einanber 
«* iie^en^e @eiten unb beü^Uc^enraum dege^ 
5<n (inb. 

S(ttfl&fung. SDie sesebenen -Geiteti fepen a, b; ber 
Sljc^enraum F., Sl^att terieic^ne; nac^ $.83* tin Sütticd mit 
im ©eiten «^ b unb bün ^li^tut^um iP unb t^trfa^ce bann 
tote im »onsm $« 



5. 102. 

; ^ttfsaHV Stti ittei segtbenen fetten baß 
ör6i.<e fp.64rififte^arallero«r.a t)ir- 

|ei(^«eo, totld^e« bit stdtUmtn ®t\tttiiVi^ 
laffem 

9(.ttf(&f4ing ergieH fld^ wä $. 87. 
3nfa6* S>ad Stifte ^acaSelodcamm lieftt in einem 
:Rreire tijib J^ eii| skid^wMÜ^tS. 

8e&rfa|; SB.enn in einem fp^Srifd^enSrapeje 
ittei2D(adona(en sejogenmerbenf fofinb 
t)on ben batttrd& eriengten >fer JSreietfen 
biejeni^en itotl einahber gegenäberliesen^ 
ben bpndUic^em^iJc^ehrattm'ef beten (et^ 
- nie blt Ornnbfeif e bti Ztapt^ti aU ©ei^ 
ten^4t, 

/#., S5e»ei«- ©aS fp&4cif(*e trapej ABCD Cgi«. 770 ^a6e 
CD al^ @(unbfei(e* |Die @egenfreife, {mtfc^en benen tS litsU 
fielen, alfo bec eine burc^ C, D ; ber anbete burc^ A^ B* 
3ie$t man bie £)ia9ona(en AD, CB^ mlä^t tnE fidf fc^nei^ 
ben^ fo ifi ber gldc^enranm ACD=BCDi ba^er, nac^ 
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SBesna^me bti semetnfc^aftftc^eti ECO , Hi Sönkti AEC 
=BED. 
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d^en Sldc^entraumf toenn fie t^ifc^en tt(p. 
gleichen Segenfretfen utib' auf Qitid^tn 
Srunbfeiten Uesett/ itnb tt^enn bit btu 
&ivinb(tittn $%dtniittlitdtnbtn btn @e{^ 
ten dlei(^ finb. 

©et» ei«, «cge» hU Zxaptit ABCD (Sig. 77.)1 utib 
A'B'CD' (Sig. 780 )tt>tr4eng(e{c6cn Segenfreifen ; f{nb i^re 6cU 
tm CP^ CO' emanber gleich unb attc^ AB=A'B'; fo f^nb bte 
biird^ b{e Diagonalen AD , AD' gebtlbeten 2>ritecf e paar^ 
mtfe bem ^liAtnin^aÜt nad^ g(ei^; ttdmrtc^ ACO =bACD'; 
ABD=A'B'iy ($. 7a 3ttff.lOJ ba&er bie Srapeje to» 
gleichen %lHtnm^aÜ(. . 

ättfa$. asenn jmeif bem %tiäftwtatmt na^ gfetc^ 
(i)^ittff6f XtaDe^e auf gfetd^en Orunbretten liegen unb an^ 
bie ben Ornn^fetten gegtoftbetfie^enben Seifen 'einanber gleich 
finbffo liegen bie Xra{»fje |t9if^en gleichen Gegenfreifen« / 



Xoniltuftion tegelm&^iget ^ol^sone« 

%. 105* 

Aufgabe, ein gleid^fc^ennid^e« IDreiecf jn 
(onf!ruiren/ beffen ®rtt.nbfette nebfi bem 
gegenüberliegenben SBinfei gegeben \% 

auft6fttng* £)te @rnnbfcite fei; a, bet i^r gegenüber^ 
liegenSe aßintel w. SRan (onf{ruire eine @pinbe( (Sig« 79.) 
CF^C, beren ©infel FCF'=^a i(l unb ^atbice fle burc^ 
einen^ J^anptfcei« CGCT, beffen $o( D fep. Um D befc^reibe 
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mm toKit tm fUtihUa e±i(^--*a) due« Stti$, bet itt'B 
Un iBogen CF fd^neibe i {ie^e DB , ber utUnittt auf CF' 
ben Sünt^idinitt A giebt; — fo tf{ ABC ba^ t erlangte 

SSeweitf. ID« D bet $»( 000 CGC ift, f» iftDE:a|^; 

tinb ft^t auf CE fehfced^t jD(e »(^tti»mf({(^(n JDrefetfe 
CEB, CEA'fTtib etnanber «tei* ($.2205 b«&er AC=BC, 
aifo CA'B.ei.n siei'c^fc^ennic^'eif j&rit'etf '; femet tj{ AE=EB 
«ttb EBs=teÖ— Br)=ii7r— |t;nr— a) = ia}' mithin 

AB=a. ... ,^ .,. . ; '• ..;."" 

2^f{f(t i^G' t^^tit b!efe((en ^bingtindm. : .«$k 'Ahb'aifi-'b^- 
IMnlriittv'tii'ftf» b<fätttit Ift, ot V» 1^«if»1)(ir'<C)(«{'*4«'fMnfr 
ob« stifet'«!» eik-XlHilini^n^f^l^ fbtttit. : ■ :,:^G. *>'- <: - 

^ebtne @)rimbfeite ftrßl ^l&tfhR' 'kfc^ibf mftn itm V dS 
$oI ben J&auptfret« DGD', ber in P, P m e'^titti ber 
®l>ln»tt fH^eibef; fo i|{ t>GO' ^vfUtäft Auf betbm'6(^en* 

fW.;Utti> D^ jttl« DA>-|ibai(e?^^^^^ 

DB; bÄ^. lB>pr > ABv ^)^»l IKiiW FCFf: öfter iH =: 
FF'; atfo nitt§ w>a ftt)n; xomn bie ©c^enfel be^ gcfucö* 
ttn Zvtudti ni^t cttoa 0uabranten finb. 

S- 106- 

Stttfgabe. Stn gleic^fc^enfüc^e^ fp^&tifditS 
^tiltä iu ton^tnivtn, b^effen SU^enraum 
nttt ber?8Bittf«I an ber©pi|e gegeben finb* 

SlttflSfung^ ©er gegebene Sldd^enraum fep =T; 
6er SBtrtW an ber ©pi|e =w- S5ejeid&net man bie ®mfel 
an ber ©runbfeite beö gefuc^ten ©reiecf e« mit A, B, bie tin^ 
Jmber gWc^ flnb^fo {|lT=A+B+w— 7r=2A + w — yr; 
ba^er A=^7i: + IT — |w. Sa alfo aJfe fffiinfel beö ©rei* 
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tdti ^khm^ Hdtbm ßnft, fo li§t fldi baffO^t m^ f 41* I. 
lonflrtttreiu 

eine dqtere Uttfr&fooSf bk an4f ati bem anitf&^ttm 
Ortt mit einigen SRobificationen fld^ antoenben Ugt^ ma^ 
|ttm Ue6erflitffe ^ier noc^ fotgen. 

SRan neunte bret anf einanber fenfrec^fe ^auptf reife 
(Sifl- 80.) PQP'Q', QRQ', FRF; unb 6ef*reibe um bie 
©egenputtfeeQ, Q' mit bem SÄabluö =*w ©egenfteifer bie 
in q, q' f!c^ mit QRQ* fd^neibem Uro q, q' ali ^oU 6e* 
fd&rei6e man bie i&aiiprtreife PMF, PNFj um P 6efc^re{6e 
man mit bem SXabiuö =i(7i;+T— w)=A einen Äcei^r 
(er ftt L ben um Q Befc^riebenen fä^ntlbr, fü^re ton Q 
buttb L einen J^auprtrei^ QLQ', ber in A unb B blt ©pin» 
tel PMNP fcftneibe; — fo ifl PAB bai t^erlangfe ©retecf. 

»ett>ei<- JRimmt man Rp=CP, fo ifl pO=RP 

= ■5; alfo, b* PHP' unb QCQ' auf cinanbtc ftntn^t ftnb 

(§. 11. 3uf. 5.), if{ p ber gjol »on QOC? ($. 8, guf. 4.2.). 
3te^t man bin S&osen pq , fo {f{ bai rec^twinfn^.e IDreied 

pRq=PCL., »eil RpsscPC (per Cousto.) unb Rq=CL 

<Hi Komplemente t>on Qq, QL; iatauiftl^tt pq=PL= 
i(«+T— w)=A. 2>a p, q bie $oIe bet Äre(fe QCQ, 
PMP' ffnb; fo ift bie $o(entfernund pq bem BappUmmU 
btiminUH QAF, alfo pq=PAB=A=i(«+T^w). 
€^n fo fö^rt bit ©ieicft^eit ber ©reiecfe pRq' unb PCL auf 
PBAs=f(«+T— w). . 

€ttbli(^,baQR=qM=|, «Ifo RN=srqQ=iw, miU 

^itt MN=w, nnb APB==MN (§. 11. guf. 6.) ifti — fo 
ift ber mintd APB=>:w. fba« ^tütd PAB ift a(fo ein 
aletc^fc^enfUc^e«/ beffen SBinfel an ber ®pt|e P<=w nnb 
beffen gW^enronm P + A + B— n;=w+i(ff+T--w) 
.+f(« + T-w)— nr—T i(f. 

3ttfft(^. IDer ^osen |nn, ber »on Beiben Slebenfreifen 
efaidefc^ffene ^fyiU, M burc^ i^re ^mpvmitt 1?,Q st» 
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(enbett J^attptf reifet r i({ bm gtjd^enrattme iT gltiä^, fOmn 
a i({ Pn=4C7r + T— w); ttttt Qm=4w, ba^er Pn + 
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Ipgon {tt {onfiruitett 

, l)'t9eim be^eb ©eifenta^I nnh Umfatis; . 
S) ttienn bte .@eitenia^( ttnb ber Sldc^enraum beffettett st^ 
m^tn ift. 

älitfelpunfte be^ em# ober umgetc([mbenett Smft6 ani in 
(onfttuente dletc^fettige SDreiecfe jertegt toerben (amtf betetr 
^tmmfdfaftliäft ^p{$e in |enem ^ittttpmttt Ikit tmb^ be^^ 
reit @rttnbfetten bte Letten btß ^ologone^ ffnb; fo braucht 
man nttr ein folc^ej ^ttitd ju (onihutrettf ttm haß gefachte 
^olpgen ju finbetu 

1) %&t bie erff e 3(ufga6e fe9 nutt n bte 3a^( ber ®ei< 
te« be« ?JoIogonc^ unb ber Umfang =V. 

£)ad $ol9gm befielt a(fo auß n gleid^fc^enftic^en S)reu 

V 

e^en, jebed mit ber Srunbfeite =» — unb bem SOBinfel an ber 

@pige = — fHatSi §. 105. {onflruire man alfo ein gteic^^ 

V 

fc^enflid^e^ IDreiedE mit ber ®runbfetfe — unb bem ^inttl an 

ber @pi6e -^. a);t( einem Sc^enfel biefe^ IDreiedfe^ aU ^a^ 
biuj befd^reibe m<in bann leinen ^rei^ unb trage bie ©runb^« 

V 

feite — ali @e^ne in bemfelben nmal tini fo ^at man bai 

geforderte ^Jolpgom 

2) gdr bie ^weite 9(ufgabe fe9 n>ieber n bie 3a&{ ber. 
@eiten ttub ber Slac^enronm ba ^olnmti =Pi fo i9. . 
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n Oft ' 

. — ber "^l^ivkxi^^M ttnb ^ Ut VSMA an (er ®t>t6e tintJ ^ 

^ {eben ber dleid^fc^ennfc^en JDrefedEef au^ beneti ba^ 9^0199011 
befielt SRan fonfhrutre nac^ $« 106« ein folc^e^ S)reietf nnb 
terfa^re bann n>te borget. ' 

3ttfttö«* 95on ben befben 3labien (gfs. 80.) QL, PL, 
tt)et(^e \\xt ^on({ru(tion eine^ folc^en ^reiecfe^ tn f 106. 
Sebrauc^t »erben / t({ ber eine/ nimlic^ QL, bem falben 3en^ 
trtoinfelf ber anbere, PL, bem falben ^tAx^ii^xcmAiX be^ 

. itt fönfhttirenben ^Jol^gone« gleicft. JDenn QL i(l =±=fw 
($* 106.) unb w \^ %kx ber Sentrtomfet beö $o(99oned. 
JDer Slabiu« PL n>ar bort =4C7r + T— w)=A, gleich 

. bem 9Bin(et an ber ®rünbfettef ber {n ben 9(etc^fcbenf(t(ben 
S)reie(Een be^ $0(99 one^ bem falben $ot9Si>ntt)infe( gleich 
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. €r{{drnn9« €m fpMtifcl&eö 92e$ tft etn bie 
$an{e Augelfldc^e einne^menbe^ ®9f{em Don fp^rifc^en $o# 
(99onen C33retecfe nic^t auägefc^Ioffen)^ bte (anter an^mdrtö 
ge^enbe (fonfaDe) SBtnfel ^aben^ unb bte fo (ufammen^dn^ 
%txif bag jebe @eite eine^ 3)o(9gone^ {Udlei^ @eite tinej 
angrenienben id. 

£)ie Seifen ber ba^ 9le$ bilbenben 9^o(99ene %i\%ix^ 
an^ bie ^txtv^ beö 92eged; bie fünfte aber^ \xl tDelc^en 
fotc^e @etjten ittfammentreffen/ mögen bie ©Beitel be^Sleü 
%%i genannt, n^erbem 

' ^ 3ttfa(f* 3(u^ ber €r((irun9 folgt, baflf in febemGc^et^ 
te( be^ Siegel minbefien^ b r e i @eiten jufammentreffen müf^ 
fen; tt^eil jtoei Geiten aOfein/ enttoeber einen dberftumpfen 
C(on9ej:en)i ober iwei SBmM/ bon benen |eber (Wei Mte 
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(etr^af^ (Üben, tpScboi/ wa< M Volpdonen mit (ottter oiti« 

Stad^ ber ^abl bet in einem ®(i^eitel fld^ »eri^getibett 
Cetteti ift er etn bretfeiftseti t^ierfeitider tt« f. »*f eben fiv 
t9te bie Sigucett bei ^t%tiM^u »ierfeitis lu f. m. fetftt 
finnen. 

3»|( ber gisttcen mit bec^aH bec ®c^ei« 
t(( 4iifainintndettommfn um |tott dr6Ser/ 
aI4 bie 3a^i ber, fimmtlic^eR ©eitett. 

S5«tte{4. ^ fe9 p bie 9a^( ber giduren; p' ^ie ber 
©c^eitef ; 1 bie 3a^( bec Seiten be^ IRege«. 

Sil ifl alfo )tt betteifeur baS f{et< p+p'=14-2 fe^. 
3tt bem €nbe fepen bie ^idc^enrdume ber Stguren be^ Zit%ti 

turcft F, P", P"*, PPj bie ©uwwen i^rer SBinfel be« 

jöglic^ bur* S', S", S'", S?j «nb bie 3a^t ber ©eiteit 

eine« jebeti burc^ N', N", N'" Np bargefleat; m, »ie 

jfcfast/ p, bie 3a^( ber Siduren if{. SRac^ $. 51. ift nun 

P'=S'^(N'-.2)nr,- 

F' = S" — (N" — 2)»; 

F"=;=S"'— (N"'-.2)7tj 

*pp = SP — (Np — 2) n:,- ba^er, »ettii man fumrairt 



(P'+F'4.....+pp)=(S'+y'+.... + SP)— 

(N'+N"+. ... NP) jr + 2pjtj 

«Run i(lF+P" + ....+ Pp ber Ängelfiacöe gleich, aCfo = 

An; S'+S"+S"'4. +Sp ijl bie ©uwme oBer SBinW 

hti Stegen / welche um bie ^d)t\itl beffelben »ect^eilt liegen. 
iDa b*(e ©umme ber um einen %mU tiegenben ^infel immer 
B=2n;, unb bie 3a^( biefer fünfte biefelbe ber ©c^eitelr a(f« 
*=P' <U fo iH S'+S"+....+SP=2p'ff. €nbK($ i({ bie 



^^ 



' / 
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eimiiiK N' + N"+..-..+Np ba«©op|>eKe ber ©eifenjaW 
h wtil febe ®ei(e bti fSltl^ti )tt itoti 3)o(99onen ge^5rts bei 
febem befonber^ mililt tootbtn tfl; jebe a(fo }metma( bor# 
f ommt @ttbfiituire man btefe Stu^brücfe in bie obige ®(et« 
((ttttS/ fo tt^ilt man 

An = 2p'nr — 21;r + 2p7r $ 
ober/ toenn mit 27r bitibtrt mirbi 

2 = p' — 1 + pj ober 

p + p = 1 + 2. 

5ttfa$. ®a p + p' — 1=2 fe^tt mugr fo ßrtneti 

p/P% 1 nic^t {ugleic^ ungrabe 'iafjitn fepn; au^ (inneti 

mc^t {toet berfelben graber bie britte ungrabe ^ mithin nur 

enttoiber aOi brei grabe/ ober eine grab^^nb jmei ungrabe fepnu 

$•110- 

2Iu« ber attgemeinen ©leicftung p+p'=l + 2; ober 
P+p— 1— 2=a5 ergeben flcft toicfttige gofgerungen über 
bie 92neur ber fp^drifc^en 92e$e f }tt beren Cntn>icfe(ung mir 
folgenbe ©(eic^ung }u SjiX^t nehmen. 

®ie gflfl^l ber ©reiede , 95ierecfe 9 S^nMe u. f^ m- fep 
refp« burcb a, b, c^...! bie 3a^( ber breifeitigen ^ Dierfeiti' 
geu/ fänffeitigen n. f. w. @c^eite( refp« burc^ a , b', c,.... 

ftetetc^net IDann ift 

p:^ a 4- b + c 4- d +. . • • ; 

p' = a' 4" b' -{• c' + • • • • > 

gerner ift 2i=3a+4b+5c + ....« unb auc^ 

21=3a+4b' + 5c' + ....5 

k>mn ba itbti 2)reie(t 3^ |ebeä Sßierect 4, u. f. w. Geifen 
(at/ ttttb a S^ttitdt, h 93iere(f e n. f. n>. im Sle^e finb ; fo er« 
f^iit man 3a+4b + 5c+...« @eiten, menn jebe bti jebem 
9o(9goner (u bem fie ge&6rt/ gej^^Ie toirb« fjfebe (omml 
«ber al^bann (toeimaf t>or; worauf flc^ bie ®leic^ung er« 
gtebt eben fo bti ben ec^eileln. ei finb a @(^eite( mit 
3» h' mit 4f c mit 5 n. f« to. ©eiten; {ufammen a(fo 3a' + 
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4b'4-5cf4r... ptittUf i)on betten aber |ebe imimal seji^tf 

tf{/ mit fit i^cer betbet» €ttbputt{te tpegett^ {u itoei @(^et^' 

teltt dt^ift ' 

©er abörjtttig t^egett feo b+2c+3d + ...* burc^ u, 

'ttttb ebettfo b'+2c+3d' + ,... burc^ u' bejeic^nef. JDatttt i(l 

21=3p + u,- 
. 2r=3p'+u. 
SDurc^ btefe ®(etd^itttdett (dgf ffc^ ani ber J^aupfgletd^utts 
p + p' — l — 2 = Oj llauf att)eierre{ Slre efimintrett- 2)ie 
j^auptsleic^tttid tt^tnlid^ ttttt 2 ttiu(ttp(tcirf utib ba|ti erf{ bie 
pbige: 21-^3p— u=0 abbirf, glebü 

2p'— p— u— 4=05 
baittt b«ju bie attbere*^21— 3p'— ^'=0 abbH ditUx 
2p— p'— u'— 4=0. 

aBir ^abett a(fo bte eieic^ungett : 
I)p+p'-l-2=Oi 

IIa)3p — 21 + u =0; 

IIb)3p'— 21 + u' =0; 
Illa) 2p— p' — u — 4=0; 
Illb) 2p'— p— u— 4=0; 

^mi tteue ©(eic^ttttgett ergeben fiäf ani IIa) ttnb Ulb). 
n^enn au* benfelben p,' unb aa^llb) nnb III a) wenn p' 
eliminirt foitb. fHamlidf, III b) mit 3 muUipßcirt unb baju 
IIa) abbirt/ enbltc^ mit 2 biDibirf, QitiU 

IVa)3p— 1— u— 6=0; 

!&\jS ben anbern beiben ©leic^ungen folgt: 
IVb)3p— 1— u— 6=05 

^an tcixb in aUtn biefen @Ieicbungen bte ©pmmetrie be^ 
nurfen , xotläit binf!cbt(ic6 ber p , p in benfetben flattfinbtt. 
Sie ©oppelgleic^ungen in II> III), IV) ftnb in biefer Stutf* 
fidft alternatii) ; eine gebt in bie anbere über , mnn p mit p' 
t>ertt)ecbfe(t n>irb> mit ber einen ift alfo bie anbere gegeben. 
S)ie i^auptgleic^ung I) febrt in ficb felb({ jurfldE/ menn man 
P nnb p' t>ertaufc^t. Süiti li9t auf merftoürbige SSejiebun^ 
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©ie ©(eic^ung 21 = 3a + 4b + 5c +.... jeigf/ baf 
(a+c+e + ...) eine grabe 3a^l fepn niu§* 

©enti ba 21 eine grabe 3a^l if!, fo,ifl e« C3a + 4b + 
5c + .•..)> »irb ^iet)Ott bie grabe 3a^I 2a + 4b+4c+6d 
+6e + ...0 abgejogettf fo ijl ber Slejfj (a+c + e+'....) 
eine grabe 3<^&^* 

Unb ba p=Ca+c + e+...) + (b + d + f+..o iH; 
fo ifl (b + d+f+..0 grabe ober wigrabe/ )e nac&bem p 
e« ifl. 

©ie ©leicfenng 21=3a' + 4b' + 5c' + .... eraie6f eben- 
fair«, ba§ (a' + c +e +..-0 Pe« eine grabe, (b'+d'+ 
£ + ...]) abtt grabe, ober ungrabe ifl, tck p\. ©ie« in 
©orten au^gcbrucft, ^d^t x 3n iebera fp^drijfc^en üJege ifl bie 
©urnme ber ^ol^gone t)on ungraber @eitenja()t Httg eine 
^rabe 3<^bl>^(^^n fo ifl bie ©umme ber ©d^eitel t>on ongra« 
ber, @eiten{a^( immer eine grabe 3ab(. 

au« ber ©leic&ung 3p— 21+u=0 (IIa.) folgt: bag 

21^3p ifl; hai Stic^tn = pnbct ndmlic^ flatt, tt>enn u=0 

b. ^. wenn bai t!te^ nur SDrciecfe mt^&lt X>ic ©Uidfms 
3p_.l_u'— 6=Oj jtigt, bag l<3p, ober 21<6p i(?. 
Q$ ^at «Ifo 21 feine m6glic^en ia3ert^e jwifc^en 3p unb 6p; 
too 3p fel^i{ baö SOtinimüm i|{. £)te ©leic^unsen IIb) unb 

IV a) 9e6en e&enfaO« 2i23f'} unb 21<6p'. ©iefenSren« 

ifn smifi thnnm für 21 bi'e 0tetc^unden gefe^'f werben: 

o) 21=3p+x5' «') 2l=3p' + x'; 
/9)21=4p4-x; /J") 21=4p'+x'; 
y)2l=5p+xj y)21 = 5p'+x'} 

tvp X, fo wie x' pofttioe gan^e S^^^^n^ bie aad) ^\xtt, je« 

-9* 
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p' pnb. 

3tt ben ©Iclc^ungett a, ß, y loflTen ftc^ ble giguren tinb 
leiten burc^ bie (Scheitel Mtbtidtn, t)ccmitte(fl ber @(ei«* 
c^ttnden Hb) m^ IHa), »elcbe 

21=3p'+u unb 
2p=p'+u +4 geben. 
Unb eben fo (offen ^ ftc^ in «,/?',/, bte ©eifen unb 
Gebettel bucd^ bie Siguren au^brücfen bnrc^ bie ©leic^ungen 

2l=3p+u (IIa.); unb 
2p'=p+u+4 (lllb). 

1) ©fefe ©ttbjlittttion auf b(e ©leic^nttg (a) ange^anbt/ 
uttoanhttt fit in 

3p'— u'=12+2x; 

tt>er*e/ wenn filr p unb u i^re äsSere^e bnrc^ a', b',c', 

aniitbv&dt mtbtn, bte ^otm annimmt x • 

31) 3a' + 2b' + c' = 12 + 2x + e' + 2r + 3g +•...; 

mläit für febeiJ SReg gäWg ifr iDa ^fer x, e , f , 

ntc^t ntQatii) fepn f6nnen^ fo folgte bag a , b^ c mc^t {u^ 
Qkid)'tlinU Ur)n (inneUf b. ^. ba§ tn febem 9le|e bteu 
ftitiit , ober bierfeitige/ ober fünffettige 
@c^ette( fe^n muffen« £>er bemerfen^n^ert^e Umßanb, 
bag in biefer @(6tc^ung d' t^erfc^mtnbet/ {eigt^ ba§ bte 3a^( 
ber fec^^feitigen ©(Reitet o^ne &nfln% auf obige SÄelation 
jtt>ifd)en ben übrigen ©d&eieeln iff- 

SEBirb ani ber ©leicftung a burcft Ha) unb Illb), 1 
unb p' eliminlrtf fo er^dlt man 

SB) 3a + 2b+c = 12 + 2x' + e + 2f+3g + ....; 
bie, ber @(eic^ung 3() ganj d^ntic^^ baffelbe @efe^ für bie 
giguren auöfpric&t ^tbti SRe$ mu§ ©reierfe, Sier* 
ecfe, ober günfecfe tnt^alUn. ©ie 3a^I ber @ec^<. 
ecfe ^at (einen SinfTuß auf obige ;9eiie^ung }tt>ifc^en ben 
übrigen 3)o(Qgonen. 

©a« etnfac^Üe SReg ifl ba^jenige, beffen giguren unb 
©c^eitel bie tomidUtn, a(fb 3/ Qtiun ^ben. @e$t mdR 
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<i(fO/ biti )tt ffnben, in ben Oleic^ungen (91) ^ C^) außer a 
tinb a aBegUebrigc =0, fd ^« mön 3a =12; unb 3a=12^ 
offo a=4; ar=4; ba« tinfad^flt Sltg 6efie^t alfo 
att^ 4 SDreiecf en unb 4 breifetti^en &dnittln. 
^ 311 in (») x=0; fo bti'u^t fie ff* auf SRege mtt latt* 
ter ^reiecfem S)entt al^bann ifi (n (a) 21=3p; unb nur bü 
(auter 2)reiec! en fann bie bt^pptUt ©etteoja^l bai £)retfa(^e 
ber Stiurenjo^I ftt)tu 

€6en fi> flitt bie Sleic^n^ (03) ^r SRege mit (auter 
breifeirigen ©c^elteltt, wenn x'=0 ifl* 

2) SSirb aui ben Gleichungen C/9) unb (/J'), au^ erf{erer 
I9 P9 ani (egterer I9 p\ burc^ (II; unb (IIT) eliminirt; fo 
ttbiH mün 

g) a'=8+x + c' + 2d' + 3e + 

JD) a=8+x' + c-f 2d + 3e+,...; 

t>on bcnen (€) für fSlt^t mit Dier«* unb me^rfeitigen ^tguren 
QiU, xotnn x nid^t O tft IDenn bd bie Gleichung C/9) 21= 
4p + x boraujgefe^t fl^irbr fo {ann ba^ 92e$ nic^t (auter 
aSierecCe tntbalttn, totil in bent %aUt 21= 4p feon mnft 
noc^ tt)eniger (ann eä b(oä SSierede unb ^reiede enthalten. 
£)te efeic^ung (£)) gilt au« d^nlic^en @ränben für dlc^t 
mit f)ier^ nnb me^rfeitigen ©cfteiteln* ^ai erf{ere 9?e$ mag 
tt)enigi{enj 8 breifeitige ©d^eitel; bai anbere toenigf{enJ 8 
^reiecfe enthalten. 

' JDa &ier in (€) «ein b', in (©) fein b iH; fo gilt Wer 
tion bin tierfeitigen giguren unb @c^eite(n/ xi^ai oben t>ott 
ben fed^^feitigen bemerft n^urbe* 

3) £ie e(ei(^ungen (y), (y) enblic^ geben nac^ btt 
oben angebeuteten Slimination : 

€) a' = 20+1lx+2b' + 5c+8d' + ....5 
.• ' g) ft = 20+2A'+2b + 5c + 8dH 5 

£>ie ®Ieic&ung (S) für SRege mit fünf.«' unb me^rfeitigen gt« 
güren; bie anbern fir 92e$e mit fünf« unb me^rfeiiigen 
©d^eiteln; bie erfieren S2e^e mit n>enigfiett^ 20 breifeitigen 
@(^eite(n ; bie anberen mit n^enigf?enö 20 Sreitden. . 
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SBfrttoEen nun tlnlQt fpetieDere %5Ut ni^tt Sefrac^fen« 
bte %&üt nimli(bf totnn ba^ SRe§ laufer S:>vtiidt, ^itttät, 
ober Sönfecfe mit bvtUr ober Dier*/ ober fäaffertigen ©c^eu 
teftt enteile. 

©e§t matt itt *eti ©leid&ttttgm (31) f (95)f ttt ber erflen 
xi=u, in ber jtt>eitett x=u , tt»o6ei bie Slllgeraemgjittiflfeit 
titelt' (efc^r Jnf t tvirb , toeit bie @(eic^utt0ett (a), (a ) tdburc^ 
itt bie allgemeineti ^ , 

21=3p + uCnb.); uttb 21=3p +u (üa.) 
iUtit^n — ; fo er^dle matt bie ©(eic^ttttgett 

(A) 3a+2b'+c—Ce'+2f + 3g +.....)— 12+2b 

', +4c4-6d-|-....5 

(B) 3a +2b + c — (e +2f + 3g +...•) =12+2b' 

+4c+6d'+.-.; 

©a itt (A) Uin d', m (B) feiti d ifl,. fo fJtinett t»ic 
mit bin Dor^ergettanntett Sigitren uttb ©c^eiteltt noc^ fec^^« 
feitige t)cr6inben. €^ ^a6e alfo ba^ 92e^ 
ly lauter ©ceiede uttb ©ec^öecfe; unb jtt>ar 

a) in brei# uttb fecft^feitigeu ©d&eiteltt* ©atttt erhellt 

matt aitö (A) 3a=12 + 6d; 
auö (B) 3a = 12 4- 6d' 5 

alfo a =4 + 2d; a = 4 + 2d'5 

©ie 3a^I b^r ©reierfe ifl alfo immer um 4 grSfer, ali bie 
boppelte 3<^&I ber fecftöfeitigett ©d)eitel; bie 3<>&t ber breifei* 
tigen ©cfteitel um 4 groger f ali baß ©oppelte ber ©ecft^«» 
edfe. 3e nac^bem d, ober d' ober beibe jugleic^ tUnU finb, 
ergiebt fic^ baö 9iefu(tat: 

Sitt 92e& mit Cauter ©reiecfett ttt brei^^ unb , 
fec^^feitigett ©c^eiteln, ^at nur 4 breifei« 
tige ©d^eitel; 
ettt 92e$ mit (äuter bretfeittgett ©(^eiteltt tu 
©rete(fen unb ©ed^^ecfen ^at nur4©reie(fe» 
enblic^: 
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\ettta9e$ mit (auter iDretecfen tn breiferttgeti 
^^txitHp Nf ttttt 4£)rete(fe onb 4@(^ette(: 

b) ^{e £)re{e(fe unb @ec^^e(fe ^dttsen m mer# ttn^T 
fec^ jfetlisen ©c^^iteln lufammen* 

©atttt giebf (A) 2b'=12 + 6d; 

unb (B) 3a = 12+2b;+6d'; 

bg^er 43a=24 + 6d +6d'; 

ober a==8 + 2(d + d'j5 

wojtt au« (A) folge: V=6 + 3di 
S)te 3a^( ber Dterfeitigeit Scheitel if{ a(fo «m 6 grifer^ a« 
ba« £)r(tfac^e ber @ec^äede $ bte SDreiecf e aber um 8 %th* 
%ttf atö bo« ^Doppelte ber ftc^jftifiseit Siguren unb @c^ei« 
(el {ufammen. 

@oa ba« 9}e$ (eine ^t6)iidt entsaften, a(fo d = 
fe^tt, fo iff a=8+2d'5 b'=6, b. ^- tin Sleö mie lau^ 
tec iDreietfen \xl ^xti^ unb fec^^feieigen @(^ei« 
teCn ^al immer nur 6 t)ierfettise Gc^eieel. 3fi 
and^ d'=;a=0; fo i(l a=8; b'=6; b- ^; ein Sleft mit 
(aufer £)r(ie(fen in t^ierfeitigen ©d^eiteln ^af 8 
S>reieäE unb 6 ©c^eiteL 

c) £)a« SRe$ enthalte ^reiecfe unb ©ed^^e^e \xl fün^ 
unb fee^^fettigen Scheiteln; f» t^irb 

(A) c=12 + 6d; 

(B) 3a=12+4c' + 6d*} 

alfo, ttienn <ixA (A) ber SBert^ ton 4c' in (B) fUbflituirf 
unb mit 3 biDibirt toirb: 

a=20 + 8d + 2d^5 
3(1 ^ier d=0; (b ifl c =12; b. ^- H t\xitvx SRe^e 
Don Unter S)reie(fen in fünf« unb fec^^feitigeit* 
@d^eiteln finb immer ^t^'bt 12 fänffeitige @((ei^ 
teL . ®eftt man auc^ d'=0; fo ifl c' = l25 a=20j b. &• 
tin 92e$ ^)xt (auter £>reie(ten unb fünffeitiden 
e<^eite(tt Mt 20^reie(f e unb 12'®c6eiteL 
2) £a< Sle$ befiele au« SBierecfev unb @ec^«e(fen unb {mar 
a) in brei^ unb fec^^feitisen ©c^eiteln. tiefer goO er^ 
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Ste6( flc^ atxi (1> b)* Ißtmtdtftlt man bort bic ^d^ettel mit 
ben ^i^uttn, fo M tnant •b=:6+2d'; 

a'=8+2(d + d'>; 

9ßaJ bort Cl>b) ton ben Stsurett gilt/ gilt (ier ton bm 
(Scheiteln f unb umgefe^rtr atfot 

€in 32e4^ mit (auter Oierecfen unb Qt^itätn 

unb ^reifeitigen ed^eiteUf Mt ({et« 6 

aSIereÄej 
ein SRel mit (auter S^iereden unb breifetttsen 

6(6eiteln ^at 6 S>iere<f e unb 8 6c^eite(* 
^ 92e$e au< lauter SJierecten unb ©ec^^ecfen mit (anttr 
bieri' unb (ed^^feitigen (Scheiteln finb uid^t miglic^; ebtn fo 
mniQ I6nnen SSierecfe unb &td)itdt mit Cauter fünf« unb 
fed^öfeftfgin ©c^elteln tin 92e| hilbtn. (X)a in ben @kU 
(jungen A unb B, bort d'y ^ier d au<gef(4(offtn Ift, fo $tU 
an bie fo eben au^gefproc^enen @dge auc(, menn bie Gecfti« 
ecte unb fec^^feitigen 6c^ette( n)egge[afren iDerbenO £>eni( 
in bm erfieren SaOe mug 2la:4p+x: fe^n^ 'tt>a< nac^ 
i 111* 2.f ti»enigf{enö 8 £>reie(fe bebingt* 3n bem (metten 
gaOe »irb 2l=5p + x t)orauögefe§t / »oburc^ minbeflen« 
20 iDreiecfe bebingt »erben (§. IIL 30. 
3) £)a^ 9ie$ enthalte S&nfecBe unb ^td^ität unb jwac 

in brei« unb fei^^feitigen ®(te(te(m 3(uc6 biefer Sau 

i({ eine Umleitung bti in (1. c) abge^anbelten. ^an 

fe$e bort @i^eite( für Siguren unb biefe für jene, fo 

&at man x 

CT=12 + 6d'j 
a'=20 + 8d' + 2d; 

IDa^er bie Umf errungen jener &i^t x 

in einem Siege mit (auter Sünfecfen unb 

iSec^^ecfen in breifeitigen @c|'eite(n finb 

fltU 12 Sünfecfe; 
in einem SRege mit (auter ^inftdtn unb brei^ 

feitigen @c&eite(n finb 12SünfecEe unb 20 

6c$eite(» 
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SCitc^ hitt ifl bte ^nM%mt, ba? bte Sünfecf e nnb €ec6'^ 
ecff fn Dief" ttnb fec^öfettfgen @d^eite(n, 'ober in fSnf^ nnb 
fec^^feieigen Scheiteln {nfammen^jnsen, unfiatt^aft; auc^ n^enn 
bie fec^eitigen Scheitel »esselafen n^erben. Denn auc^ 
^ier bebingen bie )um Crnnbe (tesenben Sorau^fe^unflen t 
21=4p +X5 21=5p'+x hat einemal minbeflen« 8, ba« 
anbere ^al n^enigfien« 20 breircittge ©cbeitet (§• Hl. 2. 30* 

@e^t man auc^ bi^t d, d'=0, fo ergiebt fid) bie Un^ 
miilid)teit tinti fflc^ti arxi lanttv SAnfecfen in laufer bier«' 
ober fülnfTeiHden ^c^eiteln* 

$. 113. 

SrfUrung. S3ern)anbte 9}e^e beigen Mefenigen 
fp^drifcbxn Sle^e^ »elcbe in ber Sefiebung |u einanber ^o 
ben, ba§ bie gisuren unb ©c^eitel tti einen Obren ©attun« 
gen nnb ibrer Slnjabl nacb) auf biefelbe Sßeife Dorbanben 
finb, wie umgefe^rt bie Gd^itel nnb gisttren bti «nbem* 

jDber: menn Hi eine 9te$ a Dreiecte^ b SSierecfe, c 
Stinfecfe i|. f. to. nnb a' breifeitise, b' t>ierfeitige , c f&nf (tiß 
(ige tt. f. m. 6(^ei(er entbdUs ba^ anbere {Re^ aber a'£)rei« 
id!e f b' Sierecf e # c günfecb n. f. to. nnb a brei ' ^ b toier «f 
c.fdnffeitige u. C to. 6(j^ef(e( Wi fo ftnb biefe 92e$e oer« 
n^anbte* 

$. 114. 

Se^rfag. 3ebeö fpMtifc^e fSlt^.^at ein Der^ 
n>anbtej 9}e$. 

Setoeiö. S^ befonbere Sd0e iü berSDewei^ bnrdb bie 
in ben tongeir-f^aragrapben aufgefieSten Siege fcben gefiibrt. 
Mgemein folge er ani ben $. HO* unb $» 111. enttoicfe^ 
ten aBgemeinen ®(eicbungen , mldit in S5e)ug auf bie Sign« 
* ren unb &dfefttl f ebe^ SRegcö einerlei S3ebingnngen auifptt^ 
^en. 30 u4m(i(^ ein Steg mit gen^iffen ^iQnxtn ttnb @(^eiii 
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ttln mh^lidtf io ffnb bamit {ett( eietc^unsen fdr btefen SaD 
buvdn&nm ^eßtmmt Semec^fett man nuit bit @c^eUe( 
mit ben Sisurettf fo fe^ren tu ben baburc^ erhaltenen &lti^ 
(Jansen fene nur {urilcf/ n^obnri^ bie ®&itiittit ber burc^ 
bie .a3em>eci^fe(ttnd entf!anbenen ©(eic^un^en er^eSt , ani ber 
flc^ auf bit SR6ft(ic^(eit bti bübm^ betei^neten 92egeö fc^Iie« 
f en (d§t. 

£>ttrc6 geometrtfc^e SJetracfttuns ersiebt ffc^ bie Süchtig« 
feit be^ @a^£ (eic^t auf folgenbe 3Beife* 

^an fege in febem ^olpsone bej gegebenen fSlt^ti et^ 
nen ^^unft nnb berbinbe benfelben burc^ S&ogen mit bjtn ^unf* 
Un ber aniiegenbeh giguren; fo ^at man 

l>iPn itöeite« 9ie6 mit fo t>te( ©c^eiteln, alS bai qo 
gebene i^figuren tntHit 

Sa nun an jtbti mfettige ^ol^gon beä gegebenen 9!e|eö 
ftc^ m anbere ^otogone anfcbHefeUf fo geM m S&ogen 
Don bem in fenem $$oIi>gone fef{gefegten ^nnttt ober @c^eN 
tel au^f ber a(fo tin mfeitiger ift £)aber ^at 

2) ba^ jtpeite 9}e$ eben fo(^e ©d^eitel^ n>ie bai gege« 
bene Siguren f^atrin gleicher SUnja^I unb @attung« 

>Da enb(tci^ in febem mfettigen @(^eitel bed gegebenen 
Siegel m Figuren beffe(ben jufmmenfiogen unb mi feber 
Don bem barin fe^lgefegten ^lunlte ein SBogen nac^ ben an^ 
grenjenben ge^t; fo n>irb ein folc^er ©c^eitel Don einem 
mfeitigen ?po(t)gone bti ixotittn 9le§e^ eingefc^Ioffem SDJit* 
l^in entfpricbt febem mfeitigen ^c^eitel be^ gegebenen ein 
Anfertige« 9JoIogon. bti ixotittn fSlt^ti. ©a^er entb^lt 

3) bai {Werte tfit^ tbtn folc^e Siguren^ n^ie bai erfle 
^ologone, in gleicher Stnja^I unb Gattung. 

kittani folgt aber, ba0 bai )n)eite92eg tin DertDanbte« 
bti erpen ifl* 

' 3 ii f « 6* 3ebeö 3le§ ^at mehrere DertDanbte Üleöe, 
bie ffc^ unter einanber burc^ bie @r6ge ber ^inttl unb Qti^ 
ttn i^rer Siguren unterfc^eibem S:>tnn bit Sage ber in Dor 
Menbem S3emei(e gefegten fünfte/ totldit bit ©d^eitel eine« 



* 
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Dermottbten fSit^tS aiitbtn, tf{ tm 3(Sgeme{tten UlitbiQ, ba« 
^er bte ^inttl mb &tiun bt$ babon ab^dn^igen 9lege# 
terdnberlic^* 

$• 115- 

(ittUvnns. (Sin reselmdffge^ 9^$ if{ ba^je^ 
nigef m n)e((l^ein fotoobi aOe Siguren regelmdffig unb Don 
einerlei ©attung ffnbf alä auc^ bie ©c^eiteL 

Sin rese(md§i9er @(^eitel if{ ndmlic^ berjenige/ ber/ 
tt^ie bai regetmdgide $o(99onf gleiche SSBinlel nnb gleiche 
©eiten ^at 

§• 116- 

it^xfa^. Sßenn ein ip^itifäfti 92e$ auä rege^ 
miüitn ^ot^gonen einer unb berfelben 
@aetttng befle^tf fo {({e^einregelmdgige^* 

' Sbttotii. @inb bie ^olpgone eine^ fSit^ti üUt regeU 
nid§ig f fo ftnb aOe ©titen be< fftt^ti unter fic^ gleich , »eil 
jebeö $o(9gon mit jebem angrenjenben eine @titt gemein b^t 
f&udi finb bie SBinfel aSer . $o(pgone einanber gleich; benn 
{ebe^ regelmdgige ^olQgon «»irb burc^ bie t>on bem ^itttU 
pmttt beffelben nad) ben €dEen gezogenen SSogen in gleich« 
fc^enflic^e £)reie(fe {erlegt , n^elcbe in allen, ^olpgonen bti 
^flli^ti gleiche ®rnnbfeitenr gleiche SBinfel an ber ©pi^e 

«nb gleichartige ©c^enfel (ndmlic^ <-^) ^aben/ bie a(fo 

' einanber gleich ffnb ($. 1050* 3(uJ ber @Iei(t&eit ber SBin« 
ttl an ben ®runbfetten aDer biefer SDreiedef folgt bit®kidt^ 
,^iit ber asinfel aKer ^olQgone bti ffit^tif wn benen jene 
' ^in(e( ^dlften fEnb. 

2)a bemnac^ aUt ©eiten / fo xoit aüt SBinfel be^ HHt^ti 

* gleich ffnb, fo ßnb aUt ©c^eitel beffelben rege(md§ige unb — 

' toeil bie SBinfet um feben ©c&eitel t>ier Siechte betragen — 
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attd^ t)ott einerlei Oattiins* SDa^er if{ bii ^t^ tin tt$tU 

f 117. 

redemdgtge Scheitel Don einer unb ber* 
fe(&en ®aetundf fo i^ ti tin rede^mdgige«. 

f&txotiß. 2>a lebe &tiH be^ 9le|eö ju {n>ei @c6eif eCn 
ge^6te^ fo ifl bur^ bie 9tese(m46tsfeit ber ^tfytitd ingUic^ 
bie 6(et(^^if oOet @titm hti füttiti bebingf. Unb ba aOe 
©c^eitel ber Dtedelmdgigteit ti^egen gleich t>ie(e unb ^Uid^t 
^intü^abtn, beren ©ummen bei febem Scheitel ber @umme 
ton bllr atec^een gteic^ i({r fe iß ((ar/ ba§ auc^ aDe Sßin^' 
fei bti fSit^tg unter flc^ gCeic^ ftnb. Siat ' nun ba< 9}e$ 
lauter gleiche Seiten unb gfetcl^e ^inUlf fo j^nb oVe $f>{9^ 
gone beffelben regeimdgige unb auc^ Don efnetlet Gattung, 
b* ^. ton gieic^biel ©eiten^ t9e{( f{e ber Aberdft gbid^en @et« 
ten unb fiBinfeC megen ftc^ beifen f6nnen« J^teraud aber 
fofgt bie SXegeimdf igfeit für bai QMii 92e$« 

S: 118. 

Se^rfag. S)te ^ittelpunfte ber ^ol^gone tu 
ued regeimdfigen Siegel biXben n^ieber tin 
regelmdf igd 32e$r ba^ tenem t>ern)anbt tfi. 

93emeig. 93on btm ^xtttlp\xnttt M (gig. 81.) eine^ 
$o(9soned beö regeimdßigen Siegel {tc^e man naA) btn ^iU 
trifpanöen N, O, u- f* to. ber angrenjenben ^olijgone S5o- 
geUf MN, MO, u. f. tt>* & ftnb nun 

1) bjefe 95ogen MN, MO,.... einanber gleich. 

$ T^tnn ba bie ^olt^gone etne^ regelmdgtgen SRe$e^ unter 

fld& fbngruent flnb^ fo flnb bie JSabien MB, NB; OB,.... 

ber um btefeiben befc^riebenen Greife einanber g(cid). S)a 

femer bxt SBinfel x, y, e, u einanber gleich finb (»eil ber 
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dtahini bti ttm9er((rte6etten Aretfeö feben Sßinfel btt $0(9^ 
Sonti ^a(6irOf fo tf{ beraSmm NBM=MBO$ mithin bk 
föniidt NBt\f unb MBO'einanber gletd); ba^er MN=MO. 
Setbinbet man fo ben SRtttelpanft jebetf anbem Dol^gonetf 
mit benett ber anltegenbenr fo ffnb oDe btefe SSerbinbungS« 
boQtn, toit MN, MO nneer flc^ gleich* IDcnn e^ finb bie 
Don ein im (Punfte, x»lt M, an^gd^enben SBogen unter fic^ 
iUiäi unb jebec SSogen ge^6rt ju (wet SKittelpunften. 2>a^ 
(et ^at bat burc^ biefe S3ogen gebUbete imette 92e$ (auter 
gleiche @etten. 

2) ©ie ®mfer, tole NMO, »efcfte um feben mutU 
punft^ ti^te M^ ^erun; liegen, ftnb unter fic^ gletc^. IDenn 
tn bem gletd^fd^entttc^en SDreiecfe NBM if{ ber 9Biiife( an 
ber @pt6e B ^albirt; ba^er fielen MN unb BA auf ehtan» 
ber fenfrec^e unb in bem gleicf^fc^enflic^en IDreiecfe AMB ift 
btif)alb ber ^inttl <m ber Qpi^t M ebenfaS^ ^a(6trt ei 
ift al(o n=m5 unb ba m=0 tft, wegen (Bleic^^eie ber 
sbviitdt NBM unb BMO, fo ift n=05 ba^er ber ®infer 
NMO bem 3entritt)infe{ AMB gleich, ^affäbt gilt t>on 
ben fibrigen um M (iegenben ^in:e(n, bie a(fo einonber 
gleich ffnb, toeU bie 3entrin)infe( bti ^olt)ioni ABC... 
gleich grog ftnb. X>a a>c Volpgone btß gegebenen ?lit^a 
einerlei 3entrin»in(e( ^aben, fo ffnb aüt ^intd \xm bie ^iU 
felpunfte ber $o(Qgone beffelben einanber gleich. 2)aö itoeite 
9}e| ^at a(fo gleiche Eintel unb gleiche (Seiten, n^oron^ flc^ 
foie oben bie %ege(md§tg(eit beffelben ergiebt. Z)a§ ti bem 
gegebenen. auc^ btvxoanbt fep^ folgt burc^ bie in bem |toei^ 
ten S5etoeife be^ $. 114 gemachten ©c^lüffe. 

Xnm erf. Untec ben t)emanbtett ^Regen, mid)i na^ $. 114. 
3uf. anii gu ieb'em regetmiftgen 9{e^e ^tf)ivm, tann ba^ regele 
ma^ge, \d^Ud)tffin ba6 t)ecn)anbte 9let( beffelben t)efßen> »0^ 
bei atfo bec S3egt(ff bec Slerwanbtfd^aft im engten @{nne genom«f 
men toitb. 
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V^^f^^' ^^ {Sntten nur fünf reselmdgige 
Siege m6gn€l& fiQH' ndmlic^: 

- 1) tin 9le$ mtf 4 2)reteden unb 4 breifetff« 
' Sen ©cfteiteln; .. ? 

2) mit 8 S^reiecfen unb 6 tterfetfiden ©c^et* 
(ein; 

3) mit 20 SDreUdeti unb 12 fänffe{ttden.@c^ei- 
teln; 

4) mit 6 SSteredCen unb 8 httiftitidtn @c^e{« 
tefnj ' 

5)mU 12Silnfecfen ttnb20 breifeiftden@($eü 
teU* 

SJetpet^. SDa fotoo^I bie Sidurettf aiä bie @c^et(el 
einetf redelmdgtgen Siegel t>on gleicher ©attung fepn mäffen 
(§* 1150 f uttb ba fein gjeg o&ne brei-^ »ter^f ober funffei^ 
tm 8i3«fett unb ©c^citel möglich ifl C§- 1110 J fo fann em 
reselrndfise^ 92eg nur au^ £)reiecfenf 93tere(fen ober gunf« 
erfen befie^enf bie in Jbrei*, foitv^ ober funffeirigen ©c^ef«« 
teln {ufammen^dngem ^i finb aber ferner unm&glic^ : Siege 
mit (auter SSierecfen unb (auter t^ier« ober funffeitigen @c^ei# 
tun, fo toit 32ege mit (auter Sünfe(fen unb t>itv^ ober fünf* 
feittgen ©c^eiteln (§* 1120^ £)aber b(eiben nur noc^ bie 
fünf im Sebrfage genannten 9}ege übrig , benen bie bort be^ 
^eic^neten Siguren unb @c^eite( nac^ §. 112. jufommen. 

gttfaß 1* aUebmen mir bie SSuc^flaben a, b, c, a', b', c', 
in berfe(6en SBebeutung, toit fruber C§- 110—1120/ fo (äffen 
H^ bie fünf rege(mdgigen 92ege bejeic^nen bUrc^: . 

(4a7' (eb')^ G2cO' CsaO'GoaV- 

jI; ^ ^ie megen SSermanbtfc^aft {ufammenge^5rtgen Siege ffnb:^ 
~ bai jwelte unb baö t)ierte ; baö britte unb baö jiSnfte. S^aä 
erffe bat flc^ fe(bfl jum Dertoanbten. 

SttfÄg 2. 2)a baö erfle, t)ierte unb fünfte 9leg bref- 
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idügt G4totd (otoi aaft Me 9SaM im fcbci jttfanmcii 
4 Scitle torasoir fe ift, wwx A bot flelpseaiDiittel bcr 
^tßnm bti 3ititi bcici4«ctf ts bkfett Stceoi 3A=*Xt; 

ti^ A=fT. 311 btm {»ettm aUcfc (1^0 '^ ■*-^=2-*»5 

«Ifo Ap=l5r. 3e bem fcrittca^j)i|t 5A=2jr; olfo A=|rr. 

3 tt f a $ 3. Sie 3nifriiDütfe( berfettca ^olpgone — fie 
fc9€B bsrcl^ C be{ei4aet — ^aben mit bm fJoIpgcntrinfcüi 
bcr Mtombtcii 92e$e cmcrict Sert^, oie M ergiebt, irent 
mm {cbf^ |)o(99oa bot fnaem SfimcIpniEfe os^ ta glttc^« 
fctcsKüJ^ S)rcie(fe {erlegt 3tt bat SreiecleB be^ crfleii, 
Ittcteen nnb brittes 32e^ tff nimUc^ 3C = 2.^; ba^ 
C=fnr; in bem bierten ifl 4C=27r; C=inr; iabcmf&if* 
tCtt iü 5C=i-r,- C— ?rr. 

«f0 tfc im Igea aiefie [^zgj ; m 2tai | J=|jj 5 

- 3» j^=|g ; im 4lr« |^=|;} ; im Stet {^=^\. 

XamcrlL 2>tc SReglnb^it bcr ^cr anfgefs^mn fünf ngtU 
md|%eB Stete |cigt fot^o^ Xofsate. 

f. 120. 

%ufgahc £>ie im borigen $. 6eiei((ite(e«faBf 
Veselmiiigea fStt^t {u fenftmireiL 

Saflifang. €^ fommt ios&^ic bar«nf aa, eine^ 
^ Vofpgene {a ber|ei<6Benf asä beaen bo^ in fenimttrmbe 
Sc$ bcfte^t S>a bie 3«^( ^<r rcgebaaiigen gigarea, iDcfa^ 
hai Se^ bilbea; bie 3^^! ^<f <ceiten iebcr gigar aab bcr 
3aMt bcr £ngelfld(^ C=4nj betaaat iÜ; fo lafc |c4 s«!^ 
f. 107. h0 gcfacbte f olpgoa auä feinem ^a^caroam aab 
fciacr 6ctea|a^I tonfcrairca. ^ |^ 

J^t maa titi gefaabea» fo ift nccft fa {eigen, ba$ bie ^ 
StutdfUdit M ibirflic^ ia.bie angegebene aaja^l fcU^er §1« 
§«rca lerlrgcs USt 
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SBirb ber ^ti^mcttm bti eiii{(lnen ^olQgone^ mit T, 
bit BtiitniaU mit 3 htitiä^wt, fo if^ f%; ba^ erfte 92e| 

Cla') T=i«5 N = 3i für ta« jweltt S«e§ (gf) t(t 

T-=i«; S=3} für M bcltte YJjbO •••'^•~^'''^~^' 
fär J>o« »tertf (|^»)..,.T^i»rj S=4j fvlr Da« fönffe 

£)^ne bie tütn ($• 107.) ansegebene Sonfttntiion )tt 
iDieber^oIen f ne^mett toit an f tiefe Vol^gone fe^en Derjeic^« 
netf\tt)enben un^ ba^er fogleic^ ju bem imiHn %\^tiXt ber 
Ilttfl6ftttid. 

1) Sörba« erfte !Re§(|j). 

^i fe9. (StS* 82.) abc eiti gletc^feitise^ £)ceie(f ^ beffen 
SM(<>enraum =7r, beffen ®mW alfo feber =f7r ffnb. SJon 
bem 9)?itte(punfte e bti «msefc^rtebenen Xretfe^ {{ebe matt 
bie Slabien ea, eb, ec, tY>e((^e unter f!c^ gletd) ffnb unb 
bie 9BinfeI be^ ©reiecf etf ^albiren j tjerldngere (ie über a, b, c 
%\i jtt i^rem jn^eitcn ©urcftfc^^nitte in d, bem ©cgenpunfte 
t>ott ej — fo Buben bie baburd^ emflanbenen ©reiede abd, 

acd, bcd mit abc hai erfle regelmäßige 3?eg (la'Y 

^en^ei^. SBegen be^ ^albirenben Slabiuä ^a if{ ber 
®infel eab = |7r; ba^er beffen SUcbenwinW bad=?f7r. SluS 
flieicbem ©runbe i(l berSBinfel abd=f7r. ®aö ©reiecf abd 
(ann ffc^ a(fo mit bem ^reiecfe abc becfen^ menn man ab 
hii erfieren auf bc be^ (enteren (egtf mil bie an beiben 
&titvx liegenben ^inttl gleich finb. €^ t(! alfo auc^ abd 
iin regelmdgigetJ ©reiecf f beffen gfdc^enraum =^n ijl. 

©a biefelben ©c^Wffe für bie beiben anbern Sreiecfe 
mt. 4 acd, bcd gelten; fo if{ bie Diicbtigfeit ber ^e^auptung Har. 

2) gfir ba^ jweite 3le§ (gj/). 

^m ne^me (Sigur 83.) brei auf . einanber fenfrec^te 
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, il^nptfreffe: abcd, aecf, bedf; fo (ilben biefe iai resebni« 

fdtv^tii. S>a bie j^auptfretfe auf eiitdnber ftntttdn 
Mtü, fo ftnb bie £>ur(^f(^nitee a, c bie $oIe Don bedf^ 
hj ^ bie ^elt bott aecf ; unb e, f bte $o(e bon abcd. JDu 
Seiten ber gebilbeten acbt S>tMdt flnb alfo Üuabranten^ aOe 
SBinfet rechte; baber aOe SDreiecfe ttitlmi^is unb etnanber 
(ongment. £)ie &dttitd a, b, c, d, e, f enefprec^en eben« 
fatti ber SBebinsung; baber auc^ bai ganie S2e$. 

3) tJur ba« bcftte Sleft Qj)- 

<^ fe9 (Si'S* 84.) büö Z>reie(f abc efn - gletc^reifige« unb 
fein gUcbenrattm =1^» feber aBi'nftI alfo =|7r. Um ben 
^nntt a a(ä gemeinfc^aftlic^e Qpi^t trage man noc^ biet 
folc^e Qttitdt acd, ade, aef, afb; fonflntire um a', ben 
Oegenpnnft Don a, bie Oegenbreiecfe fener fünfe; aVf aK 
0egmbrcff(f Don aef; äVd' al^Segenbreiecf Don aed^ tt.f;lD.; 
{te^e Don b nac^ d', Don c nac^ e', Don d nac^ f n. f* o. 
SBognt bd', ce, df, eb', fc ; enblicb in ben babntc^ enr({an« 
benen fünf ^itttäm bie iDiagonalen be', cf, db' n* f iD*f 
tDobnrc^ f ene Sierecft in {e^n S)reie(fe {erfaOen ; -« fo ^at 

man baß regelmdfiae 3l<§ C^cO* 

SB CID ei 4. S>ag fld) sm a ^emn fene fünf IDreiecte 
Mr|etd^nctt (äffen ^ folgt barau^, baflf feber KinM =S^, bie 
Cunme ^nf folcber Wintd alfo =2n ift. f>ie nm a' ^emm 
iiegenbctt finf £>reie(fe (Inb fenen ali flegenbreiecfe gletc^r 
alfo ibenfaOö rege(md§ige nnb ber Sldc^enranm eine^ feben 
e=i9r, lebet SBinfel =in. ei tfi alfo noc^ jn (eigen r baf 
•et ben le^n in ber ^ittt (iegenben |ebe4 biefelben €igen* 
fdfafitu ^abe* 

S>ie Gcbeitel b, c, d, e, f ^aitn Don a gleiche €ntfer^ 
ming (=ab); ba^er liegen ffe auf ber Verip^erie etne^ fRo 
benf reifet, befien SKittelpnnft a, beffcn fMbM ^^b i(t iDie 

10 
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l^ttttffe b', c', cT, e% f att emnpnnHt lener CiegM «Cfo auf 
ber 9)er{t>^erie bti eesenfrcife«. !Da«' Siecect 'd^ecb ift biu 
^er ein fp^irifcfted fParaDcIogramm ^ weil imd einatiber ge« 
9eti&6er(iesenbe @eiten beffetten r dV trab bc, in 9esenf reL; 
Ten liegen unb einanber gleich finb. IDurc^ bie IDiagonoft 
be' »irb dfo baö. ^Parallelogramm d e'bc in bie gleic^n 
^ttitdt d'be , bec jertegt 9(ttd gleichen QrAnben ergiebf 
(fc^f baS Mät bai SierecE eTbc ein VarftDelogramm unb 
büi SDreiect boe's^T« ifl. ^cfttief t man fo totittt auf bie 
folgenben !Bierede> fo finbet fk^, bag bie (e^n in ber SHitU 
(iegtnben SDretecfe gUicften gldc^enraum ^aben. 2)a nun bie 
Gumme bet fdnf o6ern unb ber fflnf untern SDreiecte =2fv 
ift, fo nehmen auc6' bie in ber Vkittt liejenben ®rcie<^ bie 
i^U Xttgelfldc^ ein; ' ber ^UU^enrourn '^{neö (eben t(t 

Serldngert man bie 6eife aV 46er e' bij a. nM> f{c& 
bie Geite ae aU S^ftfe^ung befTelben SSogenö anfcbliefe 
imM ber J&auptf retf burd) a , e andf burd) bie @egenpunfee 
a, e ge^t) ; fo witb ber SBinfel bac baburc^ ^albtrt ^enn 
ti ifi 9SBiu(e( e'ab-J-baf+faeÄe'ffc+cad+dae=7rj unb 
baf, fae^^cad, dae^ ba^er eVb=:e'ac. ^ie ^reiecfe e'ab 

e ac fiab atfo einanber gleich , mit {mei (Seiten unb ber etn^ 
gefc^ioffene SBinfel in beiben gleich ftnb Cab=ac; ae ==:ae'; 
eab=e'ac). 93on bettt SSterecfe abec ift alfo bai ^ttitd 
eca bie J^dtfte; unb ba ber Sidd^enranm bce'=|7r=abc 
ifl, fo f)ahtn bie IDreiecCe eca, ecb gleichen SU^^enraum* 
IDa fie ilberbieJ gemeinfcftaftUcde ©runbfeite ec f^ahtn, fo 
liegen fle (mifc^en einerlei ©egenfreifen« %nS bemfelben 
®ntnbe muffen auc^ bie IDreiede e'bc, e ba' imifc^en einerlei 
Segenfreifen liegen. @inb aber bie ©eiten beö SBierecte^ 
abec paar»eife (Seinen )e iweier ©egenfreifer fo ifi bo« 
SSierecC ein $araOe(ogrammr ba^ burc^ bie SDiagonale bc in 
ixotif fiadf 6eiten unb Wintttn gleiche S)reiecte {er(egt toirb^ 
^a» 2)reiecE bce' ift a(fo ebenfaHiJ ein regelmdgige^ unb \tß 
ber 3Bin(e( beffUfien s|nr. 
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jDreiecte bce flnb nun bte anlit§inUn bdV ttnb 
Cef, biefeit bte foldenben tt. f. to. ikidt, ali ^ilfttn Mii 
|raraBebgromm(n ; mithin ift autb jebe^ ber m ber Skittt 
Hcgenbcit {c^n S>rete(fe em ttitimi^iiti , htm SDrctectt aho 
hnitumta IDrctect. StDe SSttifel bti fSltf^a flntr =^^, n^ 
(fn attc^ bte Jtt^ilf @ä)tiUl a, b, e, d, e, ^ a', b', cV d', c', f, 
TtQtUni^iQ. h .. 

4)Sar ba«t)tertea?e§(|^). 

SRati nelftme brei auf emattber fenfred^firlBreife (8id«.830f 

mlc^e bai {toeite resebndgise SRe^ /g^^^ bUben; fe(e b(e 

^itttlpbnttt biefer ac^t tegelm^gtsen SDretetfe unb terbtnbe 
btttc^ SBogfit teben mit ben bor anliegettben ^ttitdti fö biU 

ben biefe SSogen bad regelmigidf S^eg (g^^). 

SSemeid erdiebt'flc^ aud bem Setveife fAr ba< {n^eite 
!^e$ unb ans $. llS^ 

'5)Sörba« fünfte 3l<6 QJj). 

SDa bied jpftnfte regelmdfige 92e0 ba^ temanbte bei brtt« 
ttn ift ($• 119. 3ttC 1.) ; fo nebnte man in gtgor 84. bte. 
^ittetpunfte alter S^ttitdt iene^ 32e6eö unb oerbinbe jebett 
burc^ Sogen mit benen bet anliegenben Sreiecfe; fo ec^dtt 
man nac^ $. lia bai fünfte SReg- 

UttAbfiSngig t>ott bem britten Sßege (d§t eö fic^ auf foC« 
Senbe 9irt bet{eic^nen. 

€« feo (gig. 85.) abcde em regelmdglge« gunfedr be^ 
fen gldcbenraum =4^9 feber 9Bin(e( =i7t ift. 33on bem 
SSittelpunfte p bti um ba(fe(6e befc^riebenm ^reife^ jiebe 
man bte Stabiett pa, pb, pc, pd,. pe unb Detidngere fle refp^ 
bt^ f, g, h, i, k, fo bag lebe bec 93er(dngerungen äf, bg, 
tt. f. 1». einer @ette (ab) be^ gunfede^ gleich i(! ; (ege an 
Jeben ber fünfte t g, h,,... {wei SBinW/ afh', afi'; bgi', 
bgk' u*.f. m*f leben =in, tooburc^f man eine Sleibe t>on 
fünf günfecEen er^d(t> bott benen |ebe£ tint &titt btS un« 
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(er({en* UilnfeA« mbcde tut Srtmbfettt ttnb |ttr &pl^t einen 
kcr ytuifte f\ s'» h', i'i k? ^t; hierauf ne^me . man in 
a'^ V^ 6> d'^^ ^' tie Qegtnt'unffe Don a, 1^ c, d, e, tbdäft 
bat 9t9mßnlfi€t a bVdV gebeVf ttnb Derbtitbe bte Zdtn b^f 
fefbeor tnJt bw> oberflen ®pi0ett ber Dortstn fünf S^^nfoCe 
bnr* ;We. «ofteii it'f, b^^-rfli', üY, eY, - fo ^ .man 
ba^ tttlans^ fSlt^. . . 

f&txotle/:^» ftttt m.bte fingen, baß bie gflufedFe 

ber untern jSlemi atgi'^f, afh'ke,, (ongruent finb mit 

bem ttttMfiett vPfItcte abcde; ba^er ift nur ftt emeifenr ba0 
«bt^.Mi iSAufoEen ber ebern jgtet>€ cdT£h; c'h'kg^V^-- 
btefe .^idtu^l^aft {ufornme. 

. pit {fünfte f» & li» iy k ,^a6en aUt glefd^e ^ntfertiund 
tbn p, liegen a(fo {n einem dlebenfreifer beffen ^itteipunft p 
tittb beffctt SRabitt« =pf Iff. «u(^ bie ?Janfte f , g', h', ?* k' 
^aita etneriei Snefernuns t)on p. 2H9n bieS^ogen pi', ph' 
^nb einanber gleich, tt>ei( bie £)retecre pfh', pC »egen ®(et(^^ 
^tit iWtitt ®tittn unb 6ed eingefc^ioffenen aStnfetö gieid^ 
ffnb; eben fo folgt bit 0feicft&e(t ber übrigen , pg, pf, pk'. 
2)a^er (iegen f, g\ h\ i\ k' in einem ^retfe^ beffen ^it* 
tüpmtf p, beffen Stabiu^ =pi ift. (£i if{ aber pi' ba^ 
Guppiement Don pf ; benn in bem S)reiecfe pfi' ift ber SSBin« 
W TpQi^in; ber SEBinW pi'f=i7r5 toei( bie ©reiecfe pfi', 
pgi' tpegen ©(eic^^eit jtoeier @eifen unb btS eingefc^ioffenen 
SBinfeW gCeicb, alfo ber ©inW pi'f=pig=ifi'g ifl. ©ie 
©umrae pfi'+pi'f ifl alfo =^, baber auc^ pf+pi'=7r 
unb pi'=7t— pf. ©er Äreiö alfo, in tt>elc^em bie fünfte 
f, g, h', i', k' liegen, ijl ber ©egenfrei« bti burd& f, g, h, i,k 
gelben* 3^ne fünfte f, gj-.. ffnb aber auc^ bie ©egen^ 

punffe ber Ie|tern f, g ©enn Der{dngert man benS3o« 

gen paf Aber f, fo ge^t er burcb a', ben ©egenpunff Don a; 
DeriJngert man i^n t&ätoävti Aber p, fo ge^t err toit Uid^t 
In bie 9lugen fdSt, fenfred^t burcb bit aRitte ber ©runbfeifen 
de be< rege(mj§tgen ^inftdti dchfl unb ba^er auc^ bure^ 
bie @pi$e f beffctben. 2)ie ^un&e t, f finb alfb S)ur4^ 
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f$liulft (int« ^tmfttt^ «M( |iii»d OtdcnfrctTeit/ mb jiMit 
Mit «ttf «Rt9(g!M9efe^ 9di(8 ber Jdtga Ikscttbctt; ba^<r 
$nb fle ees<n|»ttnftt. 9(uf ^Teid^e SBelfe et^Ut, baf g ntifr 
l^f h Ktft h', «. f. t». ergoiDtfnfMi ^ran« «(er, bof bie 
%hlftät btt 9tm Dtel^ «'dtfli', c'hlg'l/ n. f. w. Segfir^ 
fhifil^-ftcr ttirrcnf «difh, cUfgh «. f. w., alfo eSenfaltf 

fiifctt ><r 30 breiflffflcii e(^eife( («^llt AmfaUi ^ittmt, 
wt» fiinif f(l bie fXi^Ü^if btt Sttn^utAn «mitftn, 

if f ' 

Staitlfl&i)t mit einem fiqMclh^n SSInlet Ift, beffen e<^efte( fit 
bem iDlitteI)>unf te ^ec ituget liegt; fo flehen aud) bie fp^dtifc^ett 
9le(fe in i^nlic^et SSejie^uns gu ben von lautet Sbnen begreniteit 
Mtpetn, gu ben ^olpebetn. 

fOtntt man fid) ndmd'c^ ton bem !0?itte(t>tinfte ber Stu* 
fiel srabe Sinten nat^'^iiDen e^tittln eine^ fp^drifc^eti 92e$etf 
|i|O0ett/ bie htlitbi$ t»er(dngert merben^ unb febe Omppe 
iUftt {{ttietif bie itt einem 9^o(9gone be4 Siegel it^itt, 
buxdt eine C(ne sefc^nitten; fo bUben biefe €bnen ein 9)0« 
Ipeber^ befTen Stiegen, Xanten (arr^ts) nnb €(ten ben gi« 
Sttretif Gelten ttnb Gebetteln be4 fRtliti btt S(nja^( unb 
Gottnng nad^ genau entfprecDen» Hbutd) bte €bnen fe jmeier 
iener graben Sinien fi^irb ba4 9)o(9eber in titpttU(^t ^Inttl 
lerCegt^ beten SDurc^fc^niffe mit ber 5(ugerfldc^e bie gigureti 
hti 9le$eö finb. gu einem unb bemfelben 9le$e ge^irrn 
ittt|i(Uge 9)o(9eber/ toeil bie/ bie Qruppen lener t^tttäuß 
gertett Slabien begrenicnben e6nen »nid^Iige £agett ^aben 
f Snneti« 

UmgefeOrt Ü^t fldf {u febem $o(9eber tln Mixifitti 
tSttli fonflruirenr toenn man bon tinm innerhalb btffttkm 
Mkbli genommenen ipunfte nacb aQen €cfen grabe {infcn 
Seiogen/ unb biefe bnrc^ eine S^ugelfldd^e/ bereu SRittelpunft 
ber gemeinf(^aft(i(^e 9(u<gang<punft jener Sinien ift, gefd^nit^ 
ten benft 2Die S>urd^fd^nittJt>unrte gebtn bie ektittl eine« 
Zltfitt, ba4 bem f^olpcbcr entfpric^t Z)a bie {age be< in« 

11 
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ttir^aI6 bei ^tX^tUxt {tt ite(itien^ctt> ^^imfteä NtieSig;.^ 
fo (afTen fUft i« tibem ^oM»r utiiiftKst fpM#&f tßelt 
»tt|eid&nett. . . v ** , /".r^ 

Scgt matt alfo^ ^en dbett 8i^att'4(^ Sttc^üafew pi pV 
1, a, b» aV b' u. f 10. bi( etttfj^ted^eitbnt Origen bc< 9^/: 
ioeberd unfer r f» : ergebett ftd^ biefelbeii intmfTanteiyEJgfiur 
fc^aftot an Iriefen ^6n>irtt/ bte am 9bte sefunbctt »»cbeiu 
S)ir S^emattb^ff^afie b€r 92€|e etit(^r{4« bt€ 9}em.aiibffd(iaft 
bet ^olpeberr ,b4v^ St($e(mag(sf c{t jener >|e StegeMfidHlt 
bjefer; b{e ei$e |» 116. , 117., 118. (äffen f{c( fafi t96rtßc5 

9Uf bte genannten ^jjri^er ä6(rtras(Qr j 
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'SÜni^lid) ^reußifc^cn Über ^ Äotififlorialrat^ 
bittet be^ rotten ^bletotbenö u. f. it). 

^ t t t n 91 ölte 

J w t Seiet 

(Seiltet fünf, unb jttwn^igjdi^rigen Äonfifioml* 

3ubildum§ 



aU SctC^en tnntflffer Jßere^runs 



3 (t» i b m e t 



vom 



^e r f «f fer. 



/ 



V-i 



/ 



Rottete, 

Vorliegende 93eatbetttiiis \M $n)eitenS^e<bet@p^&rif, 

m 

betten i8et^(tm^ jttm erflen Steile unb jut (Spl^&rif 
überhaupt betettö angeseben tfl, be^Mt btefelben ®e^ 
Senfl&n^e, toeCc^ im erfien Steile t)et geometrifc^ 
SBettiu^tung ontetlagen onb DerwQfl&n^tgt bte bott be> 
doiinenen S^eorieen, tnbem ber ^ufammen^ong onb 
bte degenfettige 9b^gig!ett, unter ben in gemeinfc^fp 
iü^ 93e$ie^tin9 fle^ben ®ri^ aufgefaßt, unb in 
dffgemein orit^mettfc^en 9u<bni(Een batgefleOt metbem 
S)abet bilbet «omomli^^ bte Se^te von ben fp^&rifc^ 
S)teie(fen — bie fpl^fc^ Srigonemetrie im meiteren 
<5inne, — bemn&(^fl aber bte bei fp^&rifc^ (Btet^ 
tdt — ^oraffelügtomme, Stopeje, ein « nnb mnge* 
f^riebene (öiererfe — unb ber ätebenfreife — bte ^ei<^ 
le^te ber @p^&rif in befonberem <5inne — ben mefent^ 
lic^n 3n^It biefc« SBetfe«. 

tleberatt setgt fic^ in ben ^rmebi ber fp^rtfc^ 
Geometrie eine, fc^on in ben beiden Srigonemetrieen 
ftf^tbore, Snolcgte mit benen ber ^Planimetrie, in n>el^ 
c^er fi^ ein burd^ge^enbeö ttnb fc^r engeö iBem^anb« 
fc^afber^ältni^ iwtfc^en ber @eometrie ber 6b'ne unb 
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bet t)er Äugelflic^e auJfpri^t, t)a« befonber« bei t)en^ 
jenigert @&$en in t)ie^ klugen fprhtgt, tt>eld[)e ju ben 
planimetrtfd)en Proportionen im Greife unb in S)teU 
crfen, JU ber £el)re t)on ber Stellung unb OSerwanb« 
lung ber Sreierfe unb ^axaMc^xamme , nammtlid) 
ber OSern^anblung be« 9{ed)tecfe« m ein D.uabrat u» 
a» m* , — bie analogen Jl^eorieen ber (5pf)ärif enthal- 
ten» @d mürbe ntd)t uhintereffant fein , biefe ^nalogieen^ 
n)eld[)e fid) ^iet, bem ^lone beS SOBerfe« jufolge, nur 
beil&uftg^ jerfheut unb nicf)t einmal t^odftönbig bat^ 
OeOen unb bemerkbar mad)en lief eir> olö ©egenjlanb be« 
fonberer Unterfuc{)ungen mä) aQeit'iKic()tungen ju ^er«' 
folgen unb bie \)erfc{)iebenen ©efe^e^^nb Formeln be? 
Äwgelfläcf)e, bie auf ber @b'ne ibentifd(> merben, jü 
vergleichen^ ßur ßrliuterung biene \)a6 red)tn)inflige 
S)reie(f* 68 tjeteinigt bie« S)teie(f auf ber ©b'ne bie 
SKerfmale, t>a^ 1) ein SGBinfel ein red)ter; 2) ein 
SDBinfel ber (Summe ber übrigen gleid); 3) \)a^ Vit 
©umme jweier 933infel einem red)ten gleid) ijl* 5luf 
ber ÄugelfiÄd)e geben biefe SlJierfmale brei mefentlid^ 
verfd^iebene Sreiecfe: 1) Hio red)tn)inflige ; 2) ba8 im 
J^albf reife befcljriebene , b* 1^* beffen (Seite, bie jenen 
SBintel gegenüber flel)t, ber fpl^ärifc^e S)urd)meffer bei 
umgefd)riebenen Äreife« ifl; 3) ein S)reiecf, t>aio, wie 
t>üi t)or]^erge]^enbe , einen flumpfeh (an ber ©teile bei 
planimetrifd^en SSec^ten) unb jwei fpi$e SQBinfel ent« 
l)dlt, beffen flumpfer @d)eitel aber — mie aud^ ber 
red^tminfltge (odjjeitel von fflt. 1, — in einer fp^&ri* 



vu 

Sd)en Sßipfe Hegt, t)eren Slc^fen tnbefKmmter Slb^ngi^ 
(fett t)on einander flehen. S)ie ©letd^ungen bet ^un)en, 
in iüeI4)en We[e brei S^tetecfe Hegen, muffen ^Inalcgieen 
5U t)er planimetrifd^en (^Ottttelpunftt::) ©letc^ung bei 
Äretfe« : 

y* = a* — X* = (a + x) (a — x) 

fein, hie auc^ in bet $^at in Den folgenden ^u£(rü(fen 
biefer ®leic{)ungen un))et!ennbat ifl. 

di ifl n&mltc^ t)ie ©leic^ung 

r' m ; ^ o sin*a — sin^x 

für fftx. 1. tang^y =r 

ofcer: sin^ y =: 
für SRr. 2. tang« y = 



cos 2 a ' 




tg (a + x) tg (a — 


^); 


sin^ a — sin^ x 




cos* a 




sin (a + x) sin (a — 


-») 



cos* a ' 

ober: tang^J-y = tg^- (a + x) tgj- (a— x); 
für JRr. 3. tang* y == sin* a — sin* x 

== sin (a + x) sin (a — x)r; 

3n öen aSejte^ungen in)ifd[)en t)en ©eiten unJ 
äCßinfeln liefet S)reierfe, finben fic^ ä^nUdje Slnarc* 
gieen (u ben Formeln beö eb'nen redjtwinfligen ^xex^ 
tdefi, beffen @tgenfc^aften ftc^ in jebem berfelben auf 
befonbere SEBeife abfpiegeln. 

Unter ber fp^drifc^en Srigonometrie im engern 

©inne, t)erfle^t man bie Se^re t)cn ber 95erecbnung 

fp^4rif(^er S)reiecfe, infofern hk 95ejHmmung{flu(fe nur 

* ©eiten unb SBinfel be« S)reierfeö betreffen; ba^er bie 
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t>o!f)in ^ti^hxi^en Formeln nur fRelaücmtt jmtfd^en btefen 
©tiirfen entl^alWn* 3n meiterem ©inne mu# bie Sti* 
gonomettte Der ^udelfl&cl^e alle SSefümmungdmetfeti 
fpl^dtifd^et Sreterfe umfaffen, n)ie j^ So» l)ie aSejKm* 
mung be« SteterfeS in 9{ucffic^t feinet Sage jmifc^en 
©egenf reifen , ober nad^ 93afi8 unb ^o^e* 3n jenem 
engern ©inne, bittet bie fpl^^if^e Srtgoncmetrie ben 
erften 5lbfc^nitt biefe« SGBerfe«, unb tfl t- aud^ mit 
Äücffid^t auf anberweitige, au^er^lb ber fpl^drifd^en 
©eometrie flatt finbenbe Slnroenbungberfelben — infc^« 
fern mit einiger QJottjldnbigfeit bel^anbelt njorben, aU 
»cn ttn Formeln berfelben bie nnc^tigeren unb fonjl 
bemerfenöwert^eren aufgenommen morben fJnb* 3n 95e^ 
treff ber (5ntn)iefelung biefer S^rmeln, i)at man be* 
fanntHc^ jn^ei SlWetl^oben: bie geometrifd[)e, nad^ 
tt)eld^er jebe Formel mit ^ülfe einer fpedeüen (Son« 
flruf^ion begrünbet n)irb; unb bie anal9tifd[)e, nad^ 
n)eld[)er au8 einer Sunbamentalgleid^ung , bie entmeber 
aus einer befonberen Sonflruftion, ober and) oI)ne fold^e 
au« ten ©leid^ungen unb gormein ber analt^tifd^en 
©eometrie gejogen n^erben fann, bie übrigen trigono« 
metrifcl^en ®Ieid[)ungen unb gormein, bIo8 burd[) Um* 
n)anbelungen unb Operationen, njeld^e bie UJatur beJ 
Äalfulg batbietet, I)ergeleitet wotben^ ©n btitte^ 
— analptifdf; • geometti[d)eö obet geomettifc^ * analptt^ 
fc^efi — ^Öetfal^ten bilbet feine befonbete 9[J?et()obe, 
fonbetn ijl ein ©emifd^ t>tt angegebenen, wobei balb 
Siec^nung , balb ©eomettie »otl)ett[d[)enb ift* 6§ leibet 
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f 

fdrten Swetfel, ^a^ ^ai erpete, geometttfd^e, 53erfa]^ 
. ten ntc()t fetten fc^neHet jum Stele fu^tt, aU t)a8 tec^ 
ttenbe, bem l^tnmieöerum eine gro^e ©infac^l^ett unl> 
^©letc^ifitmtgEett fel^t jum QJotjuge gereidSjt 5Der QUer^ 
fäffet l^at tie beiöerfeitigen OJcrjuge tn bet anat^tifdSjen 
^ntwicfetungJwfife ju tjeteinigen gefud^t, butd^ gu« 
jtel^ung etntget, auf bet diatut Ut fp^itifc^en Steierfe 
berul^enten QJerwanbtungSfotmetn , teren 5lnmenbun9 
wemgftens jwet .Sttttel bes gewil^nlic^en Äaßulg et^« 
fpatt, mitl^in biefe ana!i)tifc()e 9D?et^obe einet ^ütje 
fi^ig mac{)t, tte aud^ tn aSetgletc^ mit bet geometri« 
fc()en faum mef)t n)unfci^en i&^t. 

Unter ben ©(eicfjungen unb Formeln ber fpI)Ätt« 
fc^en Srigcnomettte fommen t)te metflen unter ber 3orm 

a sin X + /? cos x = y 

»er; namentüd^ bie . befannte gunbamentalgletdjung; 
Sa auf tiefer We ganje Trigonometrie beruht, fo muß 
fte t)ie notl^igen Elemente entl^atten^ um ani if)x t)ie 
Slatur ber fpl^irifdjen. Sreiecfe unb tnfibefonbere bte 
@efe$e ber (5imitarit^t unb ^mbiguit&t ju entmicfeln^ 
3n tiefer 9iücffid[)t [tfl jebod^ tiefe ©teic^ung big^er 
ebenfo unbenu$t, aU tie erwähnte S^eorie tjernad^« 
läßigt, geblieben; eine £üdfe, t)ie mentgjlen« in ten 
anati)tij(f)en Sarfleßungen tiefer aDBiffenfd^aft nic^t be* 
flel^en foßte* 51U QUerfud^ einer (^rgänjung terfetben, 
ift in ter Einleitung eine S)i«fuffion ter ®leid[)ung 

a sin X + ^ cos x = y 

tdorau$gefd[)tc!t werten ^ teren Ergebnis tann auf jene 
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t>af)\n ^ef)hx\^m Formeln nur Sielattoneit smifd^en btrfen 
@tu(fen tntl)aU(n^ 3n netterem <E>imc muß bte Xxu 
gonometne &et ^udetfi^c^e aUe 93e{Hmmun$dn)eifen 
fpl^dtifd^et Siteiedfe umfaffen, n)ie j* S5* tie aSejKm« 
mung te« S)reiecfe6 in Siücffi^t feiner Sage jmij<^en 
©egenf reifen , oter nad^ f&a\is unb J^o^e* 3n jenem 
engern ©inne^ bittet bte fpl^^tfc^e Trigonometrie ben 
erjlen 5lbf^nitt biefe« SOBerfe«, unb ift -r- aud^ mit 
3tMfid}t auf anbermeitige, außerl^alb bet fpl^irifc^yen 
©eometrie flatt finbenbe 2lnmenbung • berfelben — info« 
fern mit einiget QJottfldnbigfeit bel^anbett njorben, ali 
»on t)cn Formeln berfelben bte nnd^tigeren unb fonfl 
bemerfenömert^eren aufgenommen morben finb» 3n 95e^ 
treff ber SntwidEelung biefer Formeln, l^at man be^ 
fanntfid^ jwei SKetl^oben : bte geometrifd^e, nad^ 
njetd^er jet)t Formel mit ^ütfe einer fpecteöen Son^ 
flruf^ion begrunbet wirb; unb bie anatptifd^e, nac^ 
xoel6)ä a\x6 einer Sunbamentatgleid^ung, bie entmebet 
aus einer befonberen (Sonflruftion, ober anä) ol^ne fotd^e 
au« Un ©teid^ungen unb gormein ber analijtifc^en 
©eometrie gejogen werben fann, bie übrigen trigono^ 
metrifcl^en ©teid^ungen unb gormein, b(o8 burc^ Um^« 
wanbelungen unb Operationen, wetd^e bie SRatur be8 
Äatfulö barbietet, l^ergeleitet worbem ®n britteö 
— analptifcf; * geometri[d)eö ober geometrifd^ ^ analpti^ 
fd^eS — ^erfa()ren bilbet feine befonbere ÜKet^obe, 
fonbern ift ein ©emifd^ ber angegebenen, wobei balb 
9?ecf)nung , balb ©eometrie »orl)err[d[)enb i% 68 leibet 
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fdrten Sweifel, ^a^ ?)a8 erpere, fieomettifd^e, (Berfal^ 
. ten ntc()t fetten fc^neUet jum gtele fu^tt, aU lai tec^^ 
ttenbe, t)em l^inwieöerum eine gvo^e ©nfad^l^ett unl> 
^©letc^yfirmtgEett fel^t jum QJotjuge gereidSjt JDer QUer^ 
fäffet l^at tie bei^erfeitigen QUorjüge m t)et anal^tifd^en 
€ntn)icfelun3«n)fife ju tjetemigen gefud^t, t)utc^ gu« 
jiet>un3 einiget , auf bet JRatur l)er fp^itifc^en Sreierfe 
berut>enl)en QJermanÖlungSformeln , Itun Slnmenbung 
wenigflens jwei .Srittel beS gewi^nlic^ien ÄaKufö er^« 
fpart, mitl^in feiefe anali)tifc{)e 9D?et^obe einet ^ütje 
fi^ig mad^t, tie aud^ in CBetgfetc^ mit bet geometti« 
fd[)en faum met>t münfd^en läßt. 

Untet ben ®(eid[)un9en unb <JotmeIn bet fpI)ftttJi 
fc^en Srigcnomettie foinmen t)ie meiflen untet bet ^txm 

a sin IC + ß cos x == y 

))ot; namentlid^ t)ie . bekannte Sunbamentalgletd[)ung; 
Sa auf tiefet bie ganje Jtigonometrte beruht, fo muß 
fie bie nctl^igen Elemente entl^atten^ um aus t^t t)ie 
Slatut bet fp^Ärifc^en. 55teiedfe unb tnfibefonbete feie 
®efe$e feet (5imiratit^t unfe ^mbiguit&t ju entn)idEe(n4: 
3n feiefet SHudfi^t [ifl jefeod^ feiefe ®Ieid[)ung b{gl)et 
ebenfo unbenu$t, aU feie etmi^nte J^eotie »etnac^« 
ttßigt, geblieben; eine £üdfe, feie menigjlen« in feen 
anati)tij(f)en Satjleßungen feiefet SOBiffenfc^aft nic^t be* 
flel^en foßte* 51U QUetfud^ einet (Stgdnjung feerfetben, 
ift in feet Einleitung eine S)i«fuffion feet ®Ieid[)ung 

a sin X + ^ cos x = y 

tdotau$gefc^i(ft wotfeen^ feeten Etgebnip ^ann auf jene 
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Sunbamentalgletd^tirtg öbergcttogf n , bie ®efe$e Der 
©tmitatUAt unl) SlmbtguitAt eben fo etnfad^ imD furj, 
üU attgemetn au«fptid[)t* ^ , 

Sftißerbem tfl in bet ©nfettung eine giifammen^ 
fteßung goniomettifdjer ^otmeln unb 9Jet^n betgegeben 
ttotbeny tn bet ?lbfici^t, bte Urttetbted^ung US QUor* 
ttageö burd^ bte fonfl um^etmetblid^e »ieber^ofte ©n* 
fd)iebung betfelben ju befeittgen, unb bem ßefet eine 
jufammen^dngenbe Ueberftd)t bet (Sntmitfelungen ju 
erletd)tetnr 55te gegebene Sntmtdfelung ttt genannten 
9iet^en gtft benjentgen £efern> bte jum ©tubium bec 
fp^&ttfd)en Sttgondmetrie f&^tg finb, c^ne bte erfotbet;* 
ßd^e SSetttaut^ett mit btefem S^ette Ut ^mlt)fi§ fd)on 
JU befi^en, benen o(fo mit einer furjen, elementatren 
95egrünbung berfelben gcbient fein totrb* SDie ^Inn^en:« 
bung biefer goniometrifc^cn 9?eil)en auf bte fpl)Ärifc^e 
Srigonomettie finbet' ftd^ in bem erflen bet jmei, bem 
8DBerfe beigefügten, 5ln^dnge, wn benen jener einige 
SJlebenjmetge ber Trigonometrie beru()rt, bie für ben 
Seyt JU fpeciell waren, bocf) an ftd) jU micl)ttg, um 
ganj übergangen ju werben. 3n bem imxten 5ln^ange 
finb einige in Un erflen !ll)eil gel)6rige <3hU unb ßu« 
fd&e nadjgeliefert worttcn, bte jut iöetsoüllänbigung 
nid)t überflufftg fein m6cl;ten. 

Äottbu«, im 5(prU 1829. 
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§• 1. 

©le tci9Cttometrff(6e &phitlt ^at btn^tlitn B^^^f 
toit bU geomefrtfc^e ; n&mliäi, bie (Siihfdt^afun btt fp^iw 
cftet! ©reiede, ^orD^one unb Ärcife bariu(!enctt» ©ie untere 
fc^eibee ftcQ teboc^ t)Dn jener t^eil^ babucc^f ba§ f!e bie 
S^er^dKntffe bec @r6ge tinb Udt, mld)t bort nur burc^ 
^onfirufn'on unmittelbar erfannt toerbeUf mit ^ülfe ber 9iec^« 
ttund ermittele unb benimmt; f^eitö burc^ bie Sigent&ilmlic^^ 
(eit ber Unterfuc^ungeur n)e(c^e bie SRatur bti goniomefrlfc^en 
SialhU eröffnet. 2fnbem bie ^rgebniffe biefe^ Saltnli bie 
auf deometrifc^em fBege na(^den)ierenett ä3er&d(tni(fe genauer 
Beflimmen unb unter neuen SBejie^ungen barfleüen^ tritt in 
benfelben juglei^ bie SSermanbtfc^aft , fo toit bit SSerfc^ie^ 
ben^eit ber fp^drifc^en unb ber ebnen gisuren beutUc^er unb 
Dielfeitiger l^erbor« 

ISBie bie Se^re oon ben f^^drifc^en S)reie^en überhaupt . 
bie ©runblage ber fp^drifc^en ©eometrie bilbet^ fo finb andt 
bie Formeln unb ©leic^ungen für fp^drifc^e S)reie(fe — mU 
c9e, für fldS) genommeUf bie (p^ätii(lt)i Trigonometrie 
auämac^en •— bie j^auptelemente ber trigonometrifc^en 
©p^drit 

S)ie jur Verleitung biefer unb anberer Formeln unb 

@(eic^ungen, fo n^ie überhaupt {um goniometrif^en SalttxU 

«Steigen S^^ni^In foUen nun {unac^ft ^ier aufgejteat unb 

tum S^eit entmiifelt n^erben. 
n. 1 
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®oniomettif4)e ^ottneln *)^ 
■ ^ J. 2. 

1) sin*« + cos^a = 1; ba^tt 

sina = -[- Vi — coa^a-, coaa =+V 1— sin*«» 

COsa 

/ ° 6in « tang a ' 

*>^^-^« = J^;;^ = ±ri + tang*a; 

1 

6) coseca =: -^^ c= + Tl + cotg^a; 

^ 1 + cotg*a 1 + t4ng*a ' 



7) cos*a =3^ 



1 . . cotg^« ^ 

1 + tang^a "~ 1 + cotg*« ' 

8) sin (« + /?) SÄ sin a cos/? + cos« sin/?; 

9) sin (a — /?) = sin« cos/f — cosa sin/?; 

10) cos (« + /?) i= cosa cos/? — sin« sin/? ; 

11) cos (a — /?) 5= cosa cos/? + sin a sin/?; 

- 14) coig(.+b) = \ - '-«'"'■'g; . 

^ 6v 1 y tang« + tang/?* 

^ cotg« cotg /? 1 ^ 

cotg a 4- cotg /? ' 



*) Stt Un fotöenben gormeltt ttnb fpätet^in ü6etaÄ wirb ber Ärei«* 
I^al6meffet: obet: Sinus touis =i angenommen* Um burd^ 9Bteber$ 
einfül^trund bejTelben bic >Dfmenftonen bet Formeln l^eraufielTen, brandet 
matt bekanntlich nur bie fel^lenben ^aftoren in ben unDoftfi^nbideti 
fS^Uebettt burd^ fo oftmalige hinauf ügund ^^^ «^albmefferd (r), aH 
inv S^evooUftdnbidund ber jOimenfioti erfotbetUcI^ ift, sa etdinjem 
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15) cotg («-|9) == ijLtfP-g^Jang^ 

^ ^ ^ ^' lang« — tang/? ' 

— . cotgcg cotg/? + 1 
*^ cotg/? — cotga ' 

16) 8in(j7r + a) s=! cos(|:7r — «)=! cos.(a — \n) 

= (cos a + sin«) |^^ ; 

17) sin(j7r— -a) = cös(j7r+a) =(cosa — sina)}^^; 

18) tangCiTr+a) = cotga7r-^)==ÜÄ«=^.2^^ . 

ö v^ T^ y ^6 v^ y 1— lang« cotga— 1 » 

/ 6V^ y 6v^ -r y 1+tang« cotga+1' 

20) sin 2a c=: 2sma cos«; 

21) cos 2a = cos^a— sin*«; 

= 2cos* a — 1 

= 1 -*- 2 sin*«. 

22)tang2a = ^tang«^ 

. ^ 1— tang*«' 



23) cotg 2 a 



1 — tang*a cotg * a — 1 

2tanga 2 cotg a * 

24) 28in*|a s=: l — cosa ; 

sinia c=s ±iJlE^L ; 

25) 2cos* 3« = 1 + cos a ; 

, . / 1 + cos a 

COS|a s=:±>y^— t^ j 

26) 2 sin* (i fr -4«) =2cos*(j7r + a) = 1 — sin2a; 

27) 2cos*ÖJr— «) s= 2sin*(i7r + a) = l + 8in2a; 

28) tang^ÖTT-«) « cotg^ÖTr+a) =^=|^$ 
29)tangi« = ±^/^^ 
30)cotgia = ±^i±£^; 

31) tang* ia + tanFa*^"^^" — 1=0; 
ober tang*£« + 2 cotgaaangia -1=0; 



'-' 
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32) lang» i« — 

33) cotg»ia — 2cotgo cotgja — 1 =5 ; 

34) cotg»ia — -: — ;cotg 3« + 1 = ; 

35) tangia = 5-; ^ . ■ ■ • i 

-„. _ 2siii*ia aina 

36) tangä« m — ^-^ = s — rr- * 

37) cotgi« = -~ 

■ ' " sin a 



ÄQO 1 — cosa ' 

^D^ . x,^ 8J°* 2co8'ia , 

38) cotgS« = s - r- z - v - = : ; 

39) sm(a + /S) + flin(«f-jj) = 28inaco3/!i 
40). sio(a + ^) — sinC«— ^) ss= 2co8aBin/?j . 

41) coa^a+ß) + cob(o— /?) = ftcoiacoaßi ' 

42) cosCo— (%) — coa(a+ß) e= Zsin « sia{9; 

43) 8ino+ sin/? == 2siai(o + /?)cosi(a — (?) ; 

44) sin« — sin/? = 2cosä(a + /?) sin ä(a— /3) ; 
.45) cosa+cos/? = 2co3 i!(a + /J')cosi(« — /?) ; 

46) cos^— cosa = 2sin i(o + /?) sin }(« — ^); 

47) sina-l-cos/? = 2cosi(«+(? — ijr)cosä((? — «-(-g^); 

SS 2coB3Ca+/9— St) siaiC«— (3+äji) 

48) sin«— cos/? = 2siniCa + /?— i3t)cosä(a— /? + iji}; 

49)tanga + t«ng/»-^L^. 
50)tang«-tanfi/?==|^fclg, 
51)cotg«+cotg/? = >'^" + '^)- 



£t sin (S' 

52)cotg/?»cotga«^^^; 
■f ^'^ o Bin a sin p 

53) lang« + cotgp «= 22!^:^. 



KM\ . ^ O COS («+*/?) 

54) tang « — cotg ß— — - - . i ; 
' ° , cos a sm p 

55) 8in«+ sin/g _ tang i («+/?) ^ 
^ sin a :— sin /? tang i (o — ^/?) * 



56) 



Bmä+ sin/} ^ _^ , >.n^ 
5:-— 9 = tangi(a + ^)j 



- ^ sin.« + sin Ä . \ ^^ 

cosp — cos a « -* ^ . 

nöN sin« — sin/J ^ ., ^v^ 

58) T— ^ = tang|(a— p)j 

- ^^ sin « — sin /J * x / ■ äa * 

60) cos/? -cos« ^ tangi(«-/?).tangi(a+/?); 
'' cosa + cosp ° 

g. since — cos/? tangS(a + /g — ^7^) . 

sina+cos/? tangi(a — /M-i^)* 

sinC« + /y)^ _ cosiCa+ß) \ 
^ fiina+ sin/!? cosS(a — /?)' 

"^ sin« — sin/? «injC« — (?) 

64^ sin(« — g) _ singe«— P) __ sin«— sin/? ^ 

^sina+sin/? ~ sini(a + ^) sin (« + /?) ' 

65^ g^n («—!?) _ cos 8 («—/?) _ sin« + sin /I ^ 

^ sin« — sin/? ~ cosä(a + /?) 8in(«+/?) 

66^ «^»C« + P) _, sinj («+<?) ,_ cös/?— cos« , 

^ cosa+cos/? '^ cosjC«— /O sin(a— JP 

sin(«+p) _ cosg(«+l?) _ cos«.+ cos^ ^ 

^ cos/?— coÄ« ~ sinj(«— 1?) sin(a— ^) ' 

68) sin(a+/?)sin(«— /?)=sin*«— sin*/?=cos*/?— co**«5 

= (sin«+ sin/?) (sina— sin/?) J 
= (cos/? + co8«) (cos/?— cos«); 

69) cos(«+/?)cos(a— /?) = ! — sin^«— sin*/?} 

= cos*a — sin*/? 
= cos*/? — sin*« 
ä(cos « + sin /?) (cos «—sin /?) J ^ 
* Ä(cos/?+8in«) (cos/?~iSlna); 



'.*- 



^) --a2'+r)+«)}*— ^"^ 



^- tang tt + tang /? _ Bin (a + /?) _. cotg « + cotg /? 
tang« — taag/9 8ia(« — /?) cotg/?— *ö^a* 
71) tang«+ta ngg ^^^^. ^ tanga-^ta ngg 

. cotgo+cotgp" ° ° cotgp — cotga 

72^ t«>ng» + tang/? 8in(a + /g) . 

^''^ cotg/J- cotga '*'*''"« '****°«f'- sm(a— /?)» 

74) 8ra(— «)==— sin«; 

75) cos(— "a)=C08a; 

76) tang(— «)«=— tang«} 

77) rinas=rsin(2r7r + a)=8m((2r+i)» — «)> 

78) co8Cxs=:co8 (2r7r + a)j 

79) tang a= tang (r TT «{"^O» 
8in(2r9r — 

8in ((2r 

81) co8((2r + l)w+o)p=a— cos«; 

82) tang (r TT — «) ==— tang«. 

JCnmerf. Sn ben Sormeln 77 — 82 Uimtet r jebe, pojt* 
tft)e ober negatbe^ ganje 3a^l 5 9?utt ni^t au«äefdS)toffem 

aiu« ben gorraeln 8-r-ll craeBen flc§ f ofgenbe : 

1) sin («+/?) sin {ß+y) = sin a sin y + sin ßain{a + ß + y), 

S)enti e< tfi 

8in§ + /?)sinC/? + y) 

=5 (sin a cos /? + cos a^in ß) (sin ß cos y + cos ß sin y) 
= sin«sinyco8*/?+coswcosy sin* /?+sinacosysin/^cosjS 

+cosa siny smß cosß 

=ssinasiny — sin« sin y sin* /?+ cos« cos y sin*/? 

•4- sin a cos y sin ß cos ß + coaa sin y sin ß cos/? 

«9 sin a sin y + (cos a cos y — sin o sin y) sin* /9^ 

+ (sinacosy + cosasiny) ainß cos/J 

=e sinasiny + [cos(a+y)sin/9+sin(a+y) cos/9] sin/S 

ss^ffhasin y + sin /Jsin (« + /? + y)* 

2) ain ^»4-/9) sin (/}+)") rs^ofa cos }^'-' cos/? co8(a+/J+y). 
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^Uftlbt (SntmdtlmQ , tote tyot^tv, mit bem Unferrc^tebe, 
baß. man 1— cos^/? fiSr sin^ß \t^u wi^cenb Dörfer 1— sin*/? 
föc cos*/? 9efe|t würbe» 

3) cos(a4-/?)cos(/?+y) = cosacosy— sin/?sm(a+/?+y); .' 

= sin« siny + cos ß cos («+/?+/)• 

S^ tf{ ndmUc^ : 

cos (a + /?) cos (/? + y) 
= (cos ce cos ß — sin a sin ß) (cos /^ cos y — sin ß sin y) ; 
= cos« cos y cos*/? + sin a sin 7 sin*/? — 

(sin « cos y + cos «sin y) cos/? sin/?; (g)) 
= cos« cos y — (cos «cos y — sin «sin y) sin*/? — 

(sin a cos y + cos a sin y) cos /? sin ß 
= cos a cos y — sin/? [cos («+y) sin/? + sin (a4-y)cos /?] ; 
= cos« cos y — sin /? sin (« + /? + y)« 

guc bie iweite gormel fege raan in (^p) 1 — cos*/? föcsin*/?« 

4) sin (a+/?j cos (/?+y) = sin a cos y + sin /? cos (a+Z'+y) ; 

= — cos« siny+cos/? 8in(cc-|-/?-f-y) • 

biefelbe ^nttoidtlms^ 

sin (« + ß) _ sin ^sin y + sin « sin (ce + /? + y) 
sin(/?+y) sin /? sin« + sin y sin (a + /? + y)* 

cos](? cosy — cos« cos (« + /? + y) ^ 

cos/? cos« — cosy cos (« + /? + y) * 

sin/? sin y + sin a sin (« + /? + y) 

cos/? cos a — cosy cos (« + /? + y) ' 

cos/? cosy — cosa cos (a 4* /? + y) 

sin /? sin« + siny sin (« + /? + y) ' 

<Ts.«H iti^n f^ft* sin («+/?) _ sin(/? + «)sin(a + y) 
' ' sin(/? + y) sin (/? + y) sm (y + a) 

unb neunte fiSr S4^(er unb SRenner bie aug 1) unb 2) ftd^ tu 
gebenben SBert^e« 

AN cos (cc + /?) cos ß cos y — sin « 8in(cp + /? + y) , 

cos(/?+y)"~ cos/? cos« — sinysin(a+/? + y)* 
— . sin /? sin y 4" cos et cos (« + /? + y) ^ 
"^ sin/?sina+ cosycos(a + /? + y)' 
cos/? cos y — sin a sin (« + /? + y) 
8in(?sina+ cosyic08(a + /?+y) 






iiii/?siiiy + co8«co8 (« + /? + y) 
' coaßcos0 — fiiny sin (a + ^ + y)* 

«e&t man mm ^^^Ö4^^= ""'?,tV''*tl'\ 

* ' cos(ß + y) cos (/? + y) cos (y + a) 

fo er^dtt man filr ^i^\tt unb Sfienner na4 92om. 3« boppelte 

y\ g^P C<» + /^) smffriny + sina 8iD(»+i^ + y) . 
^ cos (/? + y) cos/? sin a 4->8iiiy cos (a +4?^+ y) ' 

cos/? cosy — cos« cos (« + /? + y) ^ 
— sip/?cosa-(-cosy8iii(a + /? + y) > 

sin/?smy+ sina8in(a + /J + y)^ 
-r-sintfcosa+ cosy sin (ef + /y+ y) 

cos/? cosy — cosaco8(a4-/?+jO 
cos/?sina+5iny co8(a + p + y} 

cos(/?+y) sin(a + y)cos (y+/y) '^^^ 

fi^ ^ /^ . m /Ä . N sin» siny+siD/? =ain(a+ /?+y) ^ 

cosaoo8y--co8/?cosCc6+/?+y) . 
sin« siny + cos^cos(a+/?+y/ 
sin« siny + sin/? sin («+ /?+y) , 
sin« siny +cos/? cos(a+/?+y/ 

costtcosy — cos/?cos(«+/?+y) ^ 

co0«cosy — sin/? sin(a+/?+y) * 

Q tang («+/?) sin«cosy+ sin/^oos(tt + /? + y) ^ 

, tang (^ H^y) " cosasiny+ 8in/?cos(a + /? + y)' 

— cos « sin y + cos /? si n («+/?+y) ^ 
— COS y sin «+ COS/? sin (a+/?+y> 
^_^ 8in«cosy + gih/?cos(« + /? + y) ^ 
— sin « cos y + cos /? sin (pt+ß+f) 
^ — cos «sin y + cos/? sin (a+/?+y) - 
. ~ cosasiny + sin/?cosCa+/?+yy 

3t«metl. ©fnb Dfct Sojen dbw SBinW «^ /?^ Yf ^*f<> ^^* 
f<IJaffftri baf a + /?+y+J=7r ipj fo fonn In blefm gormcUi 
ft»4&»+j('+7) 8«Mt t9^m w— *. QÄAft ^Alt bdnn: 






'-> i-* -^ ..'■■'- • ■ * ' .'•-■' 4 ; 



sin (a +ß) sin (ß+y) = sin a sin y + sin /? sin 3 ; 

=5 cos a cos y + cos ß cos 3 ; 

cos(a4-/S) cosQJ+y) == cos a cos y — sin /? sin d ; 

= sin a sin y .— cos /? cos 3 ; 

sin («tH/J) cos 0?+y) = sin a cos y — sin /? cos€> ; 

= — cos a sin y -|- cos/? sin J; tt. f. tp» 

6itt folcl()et galt ftnbet ftd& 6ei bem eingefdS^riebenett aSiwecfe, 
beffm ©eitert ^l^ bfe boppelten @jnu« bet ]J)a(ben juge^orfgen Sogen 
ober SÄHtelpunftewInfel tetradS)tet »erben finnen. 2)ie ^erpenbifel 
t)om SKittelpunfte be« Äreife« auf bfe ©eften be« ajierecfe« geben 
banrt bie Äofmu6 berfelben SSogen. Stimmt man alfo in Un ^kt 
öngebeuteten gormelrt ffic sin«, sin/9, siny, sin 3 u. f. tt>, bfe 
entfpred^enben ©tfitfe bed ajferetfe«; fftc 8in(a + /?), sin{ß+y) 
bfe IJ)alben 2)fagonalett, fo ergeben bfe Sotmeln eine SWenge 85e5fel[)Utt* 
gen }tt)ffd[)en Un ©eften, Sfagona(en unb beten Entfernungen t)om 
SÄfttelputttte, 

9Itö (efonbere ^dOe 'ber Sufammenjie&ung in S^ftorett 
i)erbienen folgenbe ^ter bmttH ju werben. 

1) 1 — cos* a — cos* ß — cos* y + 2 cos a cos /? cos y 
=i8mi{a+ß+y)sini(a+ß—y)sinK^+y-ß)smi(ß+y^a). 

SJ?an abbire ndmlid) (cos* »cos*/:?— cos* «cos*/?) ju 

1 — cos*a — cos*/? — cos*y + 2cosacos/?cosy^ fo er* 

^alt man: 

1— coa*Ä — cos*/? + cö8*a cos*/?— cos*ce cos*/? — cos*y 

+ 2cosacos/? cos;j; 
=(1 — Qfkä^f») (1 — cos*/?) — (co8*a cos*/? — 2cos a cos /? cos y 

+ cos*y); 
=^sin*asin*/? — (cos «cos/? — cosy)*; 
=(sina sin/?- cos« coB/?+cosy) (sinasin/?+cosa cos/? - cosy) ; 
=tcosy — C08(a + j?)} [co8(a — /?) — cosy]; 
=s:2»ini(a + /? + y)sini(a + /? — y).2«lni(a-^/? + y> 

8iai( — a + ß + y) 

2) 1 — cos* « — cos* /? — COS* y — 2 cos a co» /? cos y 

=: — 4cos3(a + /? + y) co8|(« + /?-ry) cosi(a— /? + y). 

coÄi(— a+/? + y)- 
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SKan abbire wiebec (cos* «cos*/? — cos* a cos*/?) (u 

1 — cos*« — cos*/? — cos*y— '2cosacos/Jcosy . 

fo ergicbf flcfi : . 

(1 — coß*a — cos*/? + cos*acos*/S) — (cos* a cos* ^ 

+ 2 cos « cos j9 cos y + cos* y) ; 
= sin* «sin*/? — (cosa cos/J+ cosy)*; 
=: (sina sin/J + cos« cos/? + cosy) (sin« sin/?- cosa cos/?*cosy) ; 

=s — (cos(a — /J) + cosy) (cos(a + j?) + cosy); 

= — 4cosi(a + j?+y) cosi(a + /? — y)cosi(a— ^+,y). 

cosi( — a+/?+y)4 

3) 1 — sin*a— sin*/? — cos*y — 2 sin a sin/? cos y 

==— 4sini(a + /? + y) sin5(a + /? — y) cosS(a— /? + y)* 

COsi( OL^^-^-f)^ 

3lbbirt man ndmli* (sin* «sin*/?— sin*« sin*/?) fowirb 

1 — sin*« — sin*/? + sin* «sin*/? — (sin* «sin*/? 

+ 2 sin « sin /? cos y + cos* y) 
= cos* ä COS* /? — (sin «sin /? + cos y)* 
= (cosa cos/?-sinasin|?-cosy) (cosacos/?+sinasin/?+cosy) 

= (cos (« + /?) — cosy) (cosC« — /?)+ cosy) 

= — 4sini(a + /?+y) sini (« + /? — y) cos i («—/?+ y> 

cosi(— a + /?-hy), 

4) 1 — sin*« — sin*/? — cos*y+ 2 sin « sin /? cos y 

= 4 cosi(aTh/? + y)cosi(a+/?— y)sini(a— /? + y)» 

siniC— a + /? + y)» 

5) 1 — cos*«— cos* p — sin'*y+2cos«cos/?siny 
=4sini(a + /? + y — 3 tt) sin i (« + j? — y + i7r). 

sin i(a—|?+y — Itt) sini ( — «+/?+/ — i^) 
=4sini (a + /? + y — i7r)sini(«+^ — y + i^r)» 

vT ' cos i (« — ^^+y +i7r) cosiC — «+/?+y+i^). 

©efet nion n5mli^ y=i7r— / fo eri^cllt mon bie Sormel 
SRura. 1 für «,/?./ in welcher für y wicbcc i^r — y fubpitmrt 
toirb^ £)ec boppelte ^(u^brud t't^xt^i ftc^ äuö §. % 97uni« 16. 
unb 17* €ben fo (äffen ftc^ bie folgetiben 3(u^brtide herleiten. 

6) 1 — cos*« — cos*/? — sin*y — 2 cos «cos/? sin y 
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s= — 4cosi(a+/J + yi— i^r) cosä(a+|J — y + in). 

cos i (a — ß+y—in) cos4( — a+ß+y — in) 
= — 4cosi(a + /J + y — i^) cosi(a + /J — y + in). 

sin i («—- /J+y+i^) sin i( — «+/5+y+i^). 

7) 1 — sin*a — sin*/? — sin*y + 2sinasin|?siny 
= 4cosi(a + |9 + y — ä7r)cosi(a + /? — y + 3^)* 

sin 3 (a — /J+y- — in) sin§( — a+|J+y — i^) ; 
= 4cosiCa +'/!4- y — 5^) cosi(a+^ — y+^Tr), 

COsi(a — /J+y+i^) cosi( — a+/J+y+i7r). 

8) 1— ^sin^a — sin*/5 — sin^y — 2 sin« sin /? sin y 
=— 4sini(a4-i' + y — 5^) sini(a+-/! — y + i7r). 

,cosi(a — ß-]ry — i^) cosi( — a+/J4-y-^i^); 

= — 4sini(a + j9 + y — in) sin3(a + /? — y + i^r). 

sini(a — ß+y+i^) sin i (—«+/?+ y^-ijr), 

©oniometirifd^e ^zx^tn^ 
1) !!RuI((p(t}ire man bie imaginären SBfnomien 

(cos a + sin « . K^) unb (cos /? + sin /J • K^^ ; fo tx^ 

^d(t man baö $robu(e 

cos(a + /J) + sin(«+|S).y^tr7; 

ein imaginjred S3(nom ton becfelben gormf ba^ bie (Summe 

awi ben Sogen ber.gaftoren enegdit 

€ben fo ijl (cos« — sin« • K^ (cos/?— sin/?*y'tZi)= 

cos(a + /J)— sin(a + /?).|''^ 
unb (cosa + sina-lTlIl) (cos/?— sin/?.|^IIl) = 

cos(a— /?) + sin(a— /?)Ki:4; 

tt)e(c6e S^de in bem ecften enthalten ftnb f n^enn borf » unb ß, 
ober /? allein negatit) genommen wirb« 

2) Sät 'Quotienten folc^ec 93inomien finbet ftc^ 

^ - . ^ ' =cos(« — ß + sin(a— ß).7*-iJ 

cos /? + sm p * 7 — 1 ^ '^ «^ . ■ 

biet tritt alfo bie S:)iffereni ber 93ogen beö Z^^tti unb 9}en# 

^ ' /»-^ ./* «IT.« cos a + sin « . 1^ — j 

ner« em. €« ifli ndmltc^ — ^T . ^ L, 

' ^ cos/? + sin/? . y^i 



■ % 
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T^) (cos Ä — sin fi . yZ^ ) 



3) f&\xi (1) folgt f tag ba j $ro(ttf( i^on ^ fmastn&ett 
S3inomien 

(cos« +sina .K-l) (cosa"4- sina '.|rii) (coso^+sina. |^) 

=5 cos(a + a ' + •..• +«) + sin (&' + a"+ ...• -f-i») , ^TZJ 

ffl. S)te Stittoicfeluns be^ ^vobutuß fener n SStnomfen g(^b( 
ein Sssrefiot reeller @r5gen unb ein onbere j tm«j9in4rer ; fo 
bogf wenn fene« mit Rf biefe« mit SfTzii (ejetc^net »irb^ 
man er^dft V 

R+S K^:! = cosC« +a"+....+S) + sin (a+a'+..+a).y^ ; 

foorau^ bann folgt : 

cosC« +<*^'4"-«'+«)=R; 

sin (a + a'4-.-. + a)=S; bajer 
tangC« +«' + ... + ") = g-^ 

6e§t man, um R unb S ju ftnben r in ber ©leic^ung 

R+S |CZi = (cos a + siu a . ^"^^ (cos « '+ sin «" , Y^--t) .... 

.... (cos « + sin c6 ♦ y^— i) ; 
cos« (l + tanga.|n3) für (cos a + sin a . 1^— i; ; 
cosa'Cl+tanga'.lTZ^ fuc (cotea"+ sin a .|^— i) u. f. »♦ 

fo erhalt man 

R + Sy^— 1 =: cos« . cosa" .... cos« (1 + tga'. |^— i ). 

(l+tga'.r=i) (l+tg«,ri::D- 

©a« $probuff Don n Sßinomien (1+a) (1+b) (l+c)...(l+z) 
((l nun =1+ A+B + C + . . . . ., wo A bie Summe ber Unu 
cnen a+b4-c+....; B bie©umme ber SSinionen ab+ac+....; 
C bie @umme ber Sernionen abc4-abd+... u. Cm.^ ani 
ben n Elementen a, b, c, . . . z unb {war o^ne SBieber^olung, 
fcebeuten. @e|t man alfo für a, b, c, . . . . refp* tanga.jdl, 
tanga'.jnii, tanga''.^^ tt. f. to. unb fonbert bie lma# 
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öfnJw Sttt^eif r^ •« iel^cr Älöffe (A,B,C....) aft^fo ld§l 
fi(fy baß ju en(n)i(f einbe ^robuf t fo bacfleOen : 



r/ » 



R-j-Sy^Hl =cosa .cos« .... cosa. 

[i+A.r=i+B(r=i)*+c(m/+ ]; 

=cosa • cosa".... cos» [1+A|^— i -B-C|^— i +D+mm] 5 

WO A, B, C, D,... hU ©urame ber Uftlonetif 93mionen^ Xer^ 

ttionen u- f »• au5 ben (Slementen tga, tg«', tga", 

bejetc^nen. ^uxanß tt^Hbt flc^r loenn bie reellen Steile Don 
ben tmasindren gefonberf n^erben^ 

R = cos a cos a\ . . . cos « (t — B + D — 7 F + • • •) * 
S = cos a . cos a '• . . . cos a (A — C + E — . . .)♦ 

£)a^er ifl 

1) cos(a'4"a '+••• + a)=cosa'cosa"....cosa(l-B + D-F+J».) 

2) sin (a + «'+•••+")= cosa'cosa'.... cosa (A-C+E-...); 

3) tang(«+« +--+'»)=i^lB + D=F+rr 
j. 5». füc n=3 iü 

a 4"^ Hr^^ j=cosa cosa cosa * 

(1— tga' tga '—tga' tga'"— tga'' tga"') ; 

f II In , f » II y tir 

SS cosa cosa cosa •— -sina sina cosa 

• / . III tf 

— sma sma cosa 

II . III r 

— ^ma sma cosa ; 

• / # 1 II , IU\ 9 n 119 * 

sm(a+a +a ;=!cosa cosa cosa ♦ 

(tga'+tga'+tga "— tga' tga" tga ") ; 

^ r 19 999 m » 99 t nr , • II9 t it 

sssma cosa cosa -f-^i^^ ^o%oi, cosa -{~sina cosa cosa 

— sma sma sma j 

tflnrr fr! I „^^ i ^^^^ ^^^^g<^'+tga"+tga"'— tga tga't ga". 

tang^a-|-a -f-a j=j — rr — n — - — ttt — m — : — 77- — 777. 

^ 1 — tga tga —tga tga — tga tga , 

4) 3fl «'==«' s=sa"= =Sj fo »erben bie Äom# 

pIe}:ionett |eber klaffe A,B,C,.... ibenttfc^. 2)ie 3a()( ber:^ 
feJben in A iji =n; in B=S^^ („C==JiI^|:i> 

u. f. n>. 93e{eii$nen xo\t biefe Sinomialfoeffiiienten burc^ ^n, 
S&n^ %n tt« f« »«^ fo ergiebt fic^ a\a (3) 
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I 

1) coÄ (na) — cos'k» (1 — Sn tg*a + 58n tg^«-* S5n tg*a+...) ; 

2) sin (na) = cos'^a (SBn tg a — 85n tg'a + SBn tg*a — ...) t 

3) tg(n,):^^*g«~g°*g'« + ^y'» — •' 

1— g5htg*a4-Sntg*a — .... 
J.S8* cos3a=cos'a(l— 3tg*a) 

= cos' a — 3cosasin*a = 4cos^a''— 3cosa; 
sm3a=~cos'a(3tga — tg'a) , 

=?3sinacos*a— sin'a=3sma— 4sin'a5 
o 3tffa-— tg'a 
tang3«= i!_3^gV ' 

5) 3nbem «Äa" ==....=« »irb, erWff wo« öu« 

(cosa'+sina'.|^^ (cosa''-|-8ina".|n4)....4*.(co8a + sma.y^) 
=C08(« + a '4-—*+a) + fiin («'+ a*'+...+ ^.jTZIi ; 

für ^^otenjen folc^er imagindren SBtnomip ben Slu^bruct 

(c osa+fiina.y*ZIi )» = cos (na) + sin(na) ' ' 

6e@( man « negat{t>/ fo erstebt f{(^ 

(cosa — sina.|^IIT)»= cos (no^» — ' sii 

S)a6 btefe 9(u^brii(fe auc^ für gebrochene unb negatibe ^ert^e 
t)on n güUis ftnb, {eigen folgenbe ©c^töfft. 

"^A) €5 feien p, q iwei i>ofitit)e ganje Sa&fen. SRan 

er^dle bönn 

p i 

(cosaH- sin a . jTlIi)^ = ((cosa + sina . y^ZZtpy^ ; 

= (cos pa 4- sin pa . Y^^Y y 

ee|traan bo^wiflfÄ^rlicöeaesr-^.a, »obttrt& a'=£.a 
n)irb/ fo n^irb 

(cosa+sina.y^)« = (cosqa + sin qa' . I^Zi)^ 

= ((cos a + sin a' . /^)«)' 
= cosa -f-sina'.lf^ — i 



==: cos f -^ l+sin 1 -^ ) . Y^^^ 
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B) %üt ntdatif^e, ganje ober seBroc^etiff QSert^e Don n t(i 

1 



cosn« + sin na .y — i 

_^ co s n« — sin n« » 1^—1 

(cos na+sin na.]^— i)(cosna-sia nalTZJ) 
— cosD« — sinn«, j^— 1 

cos* na+sin* na 
= cosna — sinna.y^— 1 

= cos ( — n) a + sin ( — n) a . y~— -i. ' 

^[erau j ersieht f!c^ auc^ bte @ü(ttg(eit ber in (4) für cos na, 
sin na, tangna tnttol&tUtn fSiti^tti, xotm n eine gebrochener 
po^tiH ober negaftbe 3a^( (f{. S)enn eö ij! aagemein : 

cosna-{-sin na*|^= (cosa+sin a, |ni)aÄ=!C0s''a(lf tga.|^)* 

1 2 '3 

= cos"a (1 4- 55n tga . I^HJ — ©n tg*a — S5n. tg?a.|n:i 

+ SBn.tg*a+«...)5 

ba^er für feben ^ert^ Don n 

2 4 6 

cosna=cos''a (1 — S5n.tg*a + SBn.tg*a — SSn-tg^a-J-.,.); 

1 3 & . 

sin na = cos'^a (SBn* tga — Sßn. tg'a + 55n. tg*a — «•♦.) ; 

85n. tg a — S5n. tg*a + Sßn tg'a — ,... 
lang na = ;-2 ^ f * 

1 — 95n. tg»a + 85n. tg* o — S5n. tg^ o + .•.♦ 
Änmerfc 5Ra(^ ber aBgemefnQfittfgen Sormel 

(cosa -l-sina « Y^y = cosna + sin na . l/tZJ IdJIt ftcb för 
lebe ^otenj unb ©utjet beö {magindren aSfnomö A + B y'^ ein 
enb(f(^er 3(u6bntd angeben unb berechnen. £)enn fegt man Ac=k.cosa; 

B=ksina, »oburcb ftdb tangas — tttlb k= =-: — 

* ' ** A cosa sma 

='K~A*4iB» bejiimmt; fo erbätt ntön (uc jebe§ n 
(A+B|rZIi)"s=sk"(cosa+8ina4|^)°==kn*(co8na+sin na^ytj) ; 

= — — «(cosna-l-sin na^|rij)=:-r-- (cos na+sin na.l^— i) (9)* 
cos'^a ^ ' ^ sin"a^ * w y \t/ 
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3tu« (<p) unt) (ip) folgt nod) 



§. 6. 

S>it Sle&nd't^fcit tct s)}rot)uf(c, Haotitüttn unb itJofcnjen 
(itiftflinätet Sinomien »on bcr gorm cos« + sin« . V^ . 
mit b«n gotnicu bct Sogotif^mtn tjon sprobuKen, 0uotiiiiten 
unb ^otenjen beutet auf (itic logarit^mlfcfie ober f^poncnticKe 
S^fiie^ung jmirdifn bcn gDRiomctrifc^cn gunftionen unb bcn 
Ärtiöbcgtn, bercti Unterfuc^ung ju fc^c wi^tigcn CcflcünifTcii 
fU&rf. Qe^t matt nämlich 

log(coaz + siiiz J''^J = g) + iZ-fTZi; 
fo finb« fii^ _. 

9 + T/^r=l = Iog[cosz (l+tangz.r=T)] ' 

=Iogcosz+logCl +tongK.'J'''ZT). 
Sttdi^ter Sornid Iog(l+x)=s— Js' + ix'— $s'*+-.-»- 
ermt man ^ierauö 

qi+i/'r=i=iogcosz+tgz.r=r- 4ctgz.r^'+ ^ (tgz.-r:T)*-^ 

=logcoaz+tgzK^-Ktg'z-ifg"Z'>^-i'g''i«-K";; 
©onbert man bie reeDtii bon ben imagtndKtt @[ifbern, totlt^e 
auf Uibm ^titta bn ©(ti^ung ttfp. gleich ftyn tnäffettr 
'fo a^ilt man 

1) qp=logco8z4-itg'z— §tg*z4-itg'z— ..:. 

2) .'V=tgz — |fg'z + |tg*z — 

31uä btc ©Ifi^uns (1) ttßitit flc6 

9=Iogco8z + 4(lg'z~ilg*z+ftg'z— ) 

= log cos z + ilog (l + tg* z) 
= log cos z + log y l + (g'z 

= log (cos z . y ±+ Ig* zy=log r~ — - J = log 1 



• • • • 
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Snbem alfo g)==:o ifl, ^at man 

log (cos z -l- sin z • 1^— i) 
»0 tp=tgz— |.tg'z + T*g*z— 

©ann i(l ober 

3) cos z + sinz . 1^^ =e^ ""' ; 

fnbem e bie SBaf!d bec natürlichen Sogarif^men be(e{(^nef* 
<?n(tb{(fe(t man ben ^weiten £^ei( ber ©Uic^ung (3) nac^ 
ber gormel 

>'=*+^+r2+i:2:3+i;2:33+--- 

fo^er^jK man 



coaz + sinz.y^^i+^y^Z^—j-^—'— 



3 



'^^ 1:2:33 "*" •••• 



tt)orau^ fi(^ ergtebt 

4) co3z = l- j^ + j^g^- 12 34^6 +...., 

5) sinz = V-j;^+j^53^--. 

ttm t/; burc^ z unmittelbar au^jubrücfenf fe^e man 

sinz=a+ÄZ+bz*4"C2' + .... 

©a für z = o au^ sinzr=o wirb, fo mug a=o, unb 

sinzssaz + bz^ + cz' +i.. (A) 

fem. ©itibirt man ^ier auf beiben ©eiten mit z, fp if{ 

— = a + bz 4* cz* + . • • 
z 

uttb für z=o er&dlt man , 

o 

SDaJ ®ren{t>er^d((nig bti fbo^tni unb @inu4 {f{ aber =1) ^) 
mithin ijl ^ier -=1 ba^er a=i. 



*)3)e»neöiftii2^<— , weil tg*>z ijl; ab«; *iÜ 

taog z ^ z » 

mil z>siiii. Wfo lieöt ~ immer «wiffieti — un^ ij ^Ut, 

n. 2 . 



\ 
>' 
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JDtffen QBer(& in (A) eingtfcgt aitbt t . ' 

8inz = z+bz* 4* cz' +.. .. (B) 
a«« (B) anb (5) foläl 

I'-TM+tSäS— •■■='+ !>«'+=«' + "■ (C) 
■ {ßie ntllt ■coaz+tinz.y^^t ifl, fo [ft <tu<& 

cos nz + sinnz . V'— i = (cos z + siaz. yZ^Tf^ • 

Semno^ ftnbtf (wifi^tn z unb v fcie fSeludon (taff, bag, 
tcenn z in nz vcrtsanbclt nirb, auä) ^ In n^ iibcrge^t. 
ee^t man fl'fö nz» "'/' füc z, i/; in (CJ fo cr&ält man: 

unb wenn mit n fcciberfcitS biöibirt wirbt 

Slud biir» fi^E jtbcn SJerf^ von n o^Iti^en @ici(^ung ge^t 
fiSt n=o ^ecBori 

Sit ctigin ©Iticftungen (5), (4), (2), (3) se&en alfo, »(hu 
bort z- für 'V seff^ric^en wirb, 

. I.)smz=z-j^+j;5^^-3. 

U.) C08Z = 1 — ^ + ^f^ - .... 

HL) z = tgz — f tg'z + ftg»z — .... 
rV.) COSZ+ sioa-l''— i = e . 

3lu4 ntgatiom HStrt^en bon z ecMlt mo'it in (IV.) 

— zi^:^ 

V.) cosz — aiazY~^=t 

ba— ''sseosi (fl, jBiIftdm cMi nnb 1. SBirt nnn z=0} fo 

18» 
teiti cosi^l; ba^tc Iftßt !^ fdi: z=0 jVlfi^Ri l unb 1 b. ^ 
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abbirt man (IV.) unb (V.); fo forgf; 

e +e 

VL) cosz= —————— 

Surc^ @u(tra(tton erdtebt flc^:^ 

e — e . , ^ 

VnO siaz== 2V^ "^ 

©urc^ ©lt)iPott bec ©hic^ung (IV.) burc^ (V.) erfoffif r 

cosz +8inz.t^IlT az.y^z::i 

3^^(er unb SRenner btird^ cosz biotbttt toitbx 

e 



^'^ 1 — langz.yHi 



2)iDib(rt man no* (VIL) bur* (VI.)/ fo folgt: 

e + e . 

IX.) tailg z = 



^ai itx fStti^e in (JU.) U^t fid} bU fXti^t 

.-VN . 14. sin'z . 1.3. sin'z , 1.3.5. sia^z . 

X)z=smz+^-5-+^-^+2Ä6;""7~+- 

enttotcfelm S)entt e^ if{$ 

sinz . ^ — ^ . /•4 - ft x""i 

tangz = -: — ssssmz.y i— Mn»a=siiiz(l — sm*«) • j 
\ cos z 

— i 
fp^t mott sinz(l— sin^z) bort für tangz, fo gießt bie 

^ntxoidtlmi ber ^otenjen Don (1— ain^z) bie 6(merE(e 

§.7. 

Sin bte ejrponentf eilen 9(u^6rä(fe bti Dortden.5. fnäpft 
f{^ folgenbe merfmürbtde , t^on •S)elambre {uecfi affgemein 
aufgeflellte unb^ bei ber Stufli^fung fp^ifc^er Srelecfe nfig^ 
b(^ Steige: 

L) SBenn {mifc^en ben S^ogen (ober SBinfeln) y nnb x 
bie ©leit^ung 

nsinx 

2» 



V 



20 

nel^c Steige um fo idttuVtc (amttitttf fe ndncc n l|t 
SDfRD ti ift nac& $* 6. vm. 

3)V-i _ l + tangy.^^Z^ , 
. * 1— tangy.r^'^ 

ettt man (Jcr ftlt tasgy mi s^ifln Sbi^und ^^"'"^ 
«i«f fo i(ii 



1 — 



1 — n C03 X + n sin X ■ y ^ 

1 — ncosx — n sin x -Y—l 

1 — n (cos X — sin X ■ Y^—i) 

1 — n(cüsx4-sinx. V^)' 
gilt (coas + sinx.'J'tri) unb (cosx — sinx.-jmjj Üt 

eben IV. utib V. hmtttm S5Je«&e gcftgf, g«^^ 

— w^^ 
ajl^-i 1 — ne 

1 — ne 

ta^tr^ ^cnn bi; eosacit&mcQ Uü>» %^tiit gtnDmmeit mtUtt, 

löge ' = logd— ne ~^} — log (l— na "')» 

De + 4n»e 

=nU — e J+ln'U —6 7 + .... 

BoS»/ ninn nuAmit 21^=; nieitirt, . 

T = „ iJ ^.5 l^-in-i^ — » ) 

5' - ° 27Si +än'-^ 2,r=j 

+*"'- — ir^i — +■■■ 
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fSian f(l 2^ ~ sinrx, H^tt 

y=nsmx + in*siQ2x + |-n'8la3x+.... 
, II.) ms Ut ©leic^ung 

y=sn«siox — in**sia2x+-|n';8m3x — ^ n^ .sin 4x4"— 

Oentt fe|t man xäjt^x, fp »irt tangy« . ^'^^^^ , 

' ' ° •' 1 -r— n cos X 

ba^er na^ (L) 

y=nsiax' + Sn*sm2x' + •|n'sm3x' + .... 
^ni x=n — x' ober x'=:7r — X folgt rx'?=r7r— rx; 
bafiec sin r x' =5 sin (r TT — rx)=: — cosr7r«sinrx. ^^ttad^« 

bem nun reine gerabe ober ungerabe S^^I iftf ift co8m=s+l 
ober =-7-1; alfo sinrx'= — slnrx ober =+sinrx} ba* 
^er y=nsinx — in*sin2x + |-n'sin3x — ... 

lU.) 3^(1 bte QUidfuns itoif^m y unb x 

n»co8x - .^ 

.tangy=3 5 : — ; fo iji: 

y=nco8x + in8in2x — f n'cosSx— Jn*sm4x+'...i 

®e@f man ndmlid^ x=:23r— *x , fo er^dlt man bie Steige 
in (I.) für y unb x\ %it sin rx' fubfliruire man bann bie 
SBert^e 

4-cosrx9 -f*fiiA^X9 — cosrx, — sinrx, 

r=49 + l, 4p+2, 4ß + 3, 4p ifi^ 
IV.) gur bie ©ieicftuns 

ncosx 

tangy=:7~^ :— 

° "^ 1 4- n sin X 

Ijl y = n cos X — i n^ sin 2x— | n' cos 3x + J n^ sin 4x+.... 

foelc^e Steige flc^ au^ (III.) fodleic^ ersiebt, n)enttrman in 
ber »orliegenben ©Icic^ung x=— x' feftt. gör sinrx' ^at 
man bann — sinrx ju cefiituiren. 

sin X 

Znmnt 2)a tangix= — r- Ijl (f 2f 85.)/ fo 

1 "^^ cos X 

er^dlt man aat (n.> toenn boet f&r y m^ n gefegt n)lrbixunb 1, 



I 
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6f« BttWjt ' '^■ 

jx=Äbix— j»m23r+f BinSx— ^«in4x.4-""; 
ob« x:s2(sinx — jain2x + f8in3s— ....). 
@nt»lif(lt man 1}Ut einZx, nä3x, u. f. n. iia(^. ^otetljnt .«DU 
X ($. 6, L) fo tx^ü man : 
ik«(l - 1 + 1 — 1 + 1 - 1 + ....0x-(l-2*+««-4»f....)j^ 

hh ©umnie ber «nftibltc^m S?eil)e i — l + l — ... ifl=i; 
bie bn tUcigcn 5?ul/; man n^^lt olfo 2x=§x. Sa bicS a 
priori teftininii wctben fonntc, fo fniin mfln umgeEcijrt auf jene 
3{ef[)en fctjIiegEn. 

VO 2luf bie gorm bec ©(cic^ung tangy=r- 
(aft ficft bie &5ufi3 uorfommenbe ©Iti^ung ^ ^ ^, . 

tangz = p.tangu 

bringen. Senn c3 i|b 

J 6 \. ^ 1+tang z. tangu 1 + p tang^ u 

cos u sin u 



nsmx 
-— ncosx' 



_ (p — l)tanga _^ (p— 1) 



1+ ptang^u cos"_ti + pain^u 

— (p — t) cos u , sin u _^ (p^ t)Biii2u 

i(l+co8 2u) + pä (l-cos 2u) 1 + p - (p-1) cos 2 a 

_ (g.)"° ^" 

2) tang(» + n) = .""g' + 'iüg.^ = (p + l)t..Bn 
• "^ ' 1 — tangztaagu 1 — ptang^u 

(p+1) cos n. sinn (p + ljsinau 

cos"u — paia^a 14-cos2a-'p(l-cos2u) 

. _ G-S)''°'° 
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3) etfjt wati p=-r, fo mmnbtU f!^ tU ©(eicftuBd 

P 

tangzessptangu in folgenbe: 

tangu=p'tangz. 

^nß (1) er^dlt man ba^er, mnn bort z itnb u t>ern)e(^feK 
foerbeit unb p' filr p eintritt 



tang (u r- z) = 



^ sin 2z ^ sin 2 



1— ^J cos 2z 1—1^ cos 2z 



rxT *^^ 2z 

Ober (tangz— n)=- ^ \ t 



l+5icos2z 



eben fo ergiebt ffc^ aui (2) 

-r— r Sm 2z 

tang(z + u)r— — ^ 



1— ?7±4 cos 2z 
P— 1 

3 — - am ^z 

l_l±Pcos2z 
1— P 

£)emna(^ folgt aud ber ^(eic^nns taug z=p tang u 

1) tang (z— u) = -^^^ — ^— s= . ,v — ■ 

• l-C^)cos2u l+(|=i)cos2z 

1 -(pr) ''«^ 2 u 1 -(j::^; cos 2 z 

SRoit Um olfo tang(z— u) unb tang(z + u) burc^ Sld^ett 
(iuSbräcfenr bie m^ ben ©inud bec SSidfac^m «on u ober 
«on z forffc^reifen. 

©oniometcif^e ©tei^unsem 

§.8. 
SDi'e SingSfuttd ein» sontometrifc^en ©(ei^ung fann btreft 
ober inbircft gefc^e^en , lenac^bem eine gniifftoa M sefut^ten 
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55o9enÄ (ob« fSJinfe(ö) unniitttlßar tntwidtU, obtt bie t&t* 
ftimmung b((fclßcn eon einer ciiiiufürjrcnbcn ^ülfögrSge o&« 
gängig gdnottit ttirb. Gt^ttrcä i|i bei [ogaTit^mifc^cn fdtttti}' 
nung tvegen unb bcfonbciä bann boriU}if()tn, Tctnn bie biTettc 
SluflSfung auf eine @lci(f}un3 be$ jireitcnr ober eineä f)D^eren 
©rabe« fü&cen reiJcbe. Unter ben tttgononittrif^tn ©Itictjuti« 
gen gebären (»ie^ic biejenigen, tveli^e von bcr gorm 

« sin X + /? cos X = y 
«(fo (n Sejug auf sinx unb cosx »om (weiten ©rabc |Tnb. 
Sie mcifTcn ©Icii^ungcii fuc fp^arifdje Srekrfe ^abtn biefc 
gorm; bar)er biefe @Ici($un3 ^iet nd^et unterfuij}t Kerben foDT, 
befonbtrö in 3iiidfid>t bet öcrfdjiebtncn SEJertöC/ rcelcfje fic fi'tc 
X juMgt unb bercn 216 gängig feit eon bcn Socffiiienfen «, /?, y. 
Um iit logurit^mifc^e ^erec^uung ju etleit^Urn fege man: 
* 1) « = ii cosqi; 2) ß=n sinip; 
fo trgifbt flc^ ftlr bie SSeflinimung «on <p unb n 
_£^ __ « _ _ß 

° a* cosqi aiuqs' 

2)ie ©lei^ung ucrwanbelt firfJ bonn in folgenbe: 

n(3inxco8q)+ coaxsm<p)=j'; b, 1. 
n . sin (x + V) ='t 

5Seieid)n*t man x+ ?> bnrcft v, fo iji: 

tDO qp unt) if burcf) bie ©lei^ungen taDg9>=^ unb 
,lov-?:i^^-?^4^ beflimmt pnb. 

a ß 

Um bie m6glid&en !S!ert^e »on x iu(e|Timmen, mälfen bie 
ra5gli(^en ^ect^t «on i/t mit benen Don 9 »etbunben tverben. 

, SIsd bfc @Iei((uRg tacgv^— , folgt nun 

9 = rn + 9' 

ti»tf 9' btn fItinJicR jut X<ingenu ^.gt^itigtn SBogm bebcu* 
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* 

ttt, bet lebenfaUÖ <i?r unb ppfitto ober nesatit), tt)te bte 
Sangenfe — , i(l* 

%\xi Bm\p = i——j folgt bann smi/^=i ^^ ^ ^ < 

=^-- ;5 -. 3e nocftbem nnn r eine gerobe ober unge* 

rabe 30&I ^fff iP coär7r=-i-l ober =—1; ba^er: 

, y . sin<]p' -. ^ 

sini/;=+^ — j^— ^ für r==29 

Ober •...===-?^^-|^ 
Sejetc^nef mon auc^ mit ^ ben fleinflen S3ogen, beffen &lmi 
= ^' ^"^ i(lf fo Pnb ble wogli^en SBert^e t>on ^ 

unb =(2ß + 1^7r — tf j ^ ' ' 

2) i/;=29'7r— .1/;' J 0.4m 

«nb i;=(2V+ir-+fl «>^««^=-2^ + l^'P- 
|)ferou^ ergeben f!^ fitr x==t//— 9 bie aSert^e : 

= 2(9' — p) TT + 1/;'— qp' 

unb = (29'+l)7r — v/'— 297r — g) j ^^^ ^=^9; 

= (29'-2?+l)7r— (i//'+(]p') 
2) x=29'7r — V— (2p + l)7r — g)'j 

. =(2?'_2^1)7r-(i/)'+9p')f _ 

unb = (2^+1) TT+t/;' — (2q + 1) TT— (pY ^^^ ^—"^^ + *• 

£)a m biefen Dier 9(uäbrii(fen 2(^'— ^) überhaupt nur eine 
beliebige grobe 3a^I unb ebenfo (29'-2p + l) unb (2p'-29-l) 
eine ungrabe 3abl ouäbrücfen/ fo (äffen flcf> biefelben auf jtoei 
gormeln {urücf fübren , toenn bie ungrabe 3<)6( burc^ 2q + 1, 
bie grabe burc^) 2^ bejeic^net n^irb. S)ann er^dlt man bie 
fdmmtlic^en SBert^e Don x in ben beiben Slu^brücfen 

1) x = 297r + t/;' — 9; 

2) x=(29+l)7r~(t/;'+g>'); (A) 
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»0 für e iibi gonjt, pofititie ttbtt mgatiöe, 3(i&( setipramen 
mibtn tanrt. 

©aß btvfÖOQtn f' pofftiü iinb negatie fein (ann, nut^- 

btm blt Sangente 6c)feI6cn -^ pofKiö obtt tiegatfe iff , würbe 
ficreicä tcmcrEt. 1S6 ge^t ^icruud Oct^or, bag <p' pofiEit> i|T, 
wenn tiic Äocffiiifnttn «, /5 gleicöürtig finb in Mürffii^t ibrcc 
ÖualiCdt; ncgati» ober, toim », (? ungicitfiarfig firtö. (J6cn 
fo ^tlngt bic Slaalitit US v' »on b« geicöenKlmion (tBifc^en 

■ a unb y ab. Senn eS ifi siiiV= ^' ''"'^^ . ©a 61« 
9''<§n i(i, fo ifl cos 9' pofiti», <p' mag pollfio ober ntgaiitt 
ftin. So^Ec rit^tit |ic^ bie Ciualiiäe öon siut/-', folglich au^ 
bic uon i)i' fdbfl, nur nai^ bec jicif^tn « unb 7 bor^anbe. 
nen gcidjcnbejit^ung, unb jwar iii i/i' pofitie, menn «, y 
gleic^actigi negaiio tvrnn bicre unglei^arttg finb. 

©ie in (A) aufgtiltHte gormel faßt fic^ leii^f auf aDc 

■ gdttcannjcnbcn, rctidje &infiij)tlic& ötr ajorjsidjcn bec Soeffi'. 
iienten «, (5, 7 patt pnbcn ESnnen. 3(t bie ©Icic^ung j. S. 

— «siux+^coss=/ 

fofegenioti —«=«'; atfo 

o'sinx+/?cosx3=/ 

fÜQn + ip' — <p' unb 

foijt: s-if2§ + l>-cv' + v') 

»o.taiig9.'=|; smV=^^^'. Sa^ = -^-f fo iji 

bec Eleinfle jur !£angente -S ge^6rlge ^ogen v enfgcdcngefe^f 

bem inr Sangenfe ^.sejörigen 9"; efien fo iff v', btlfen 

©inud = ^'""^ entgigengtfegt bem lum enfgegengefeßteti 

©inu« '''"^^ ge&5rtg«i fleinHeit gSogeii i/-". ©egt man 
olfo in ber gotmel filt x bie SBogen — v" unb —V fö( 
7 nnb v'j fo 't&<il( i"««: ' 
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t* .19 

iapgq> = — ; aimp =i — -z — . 



{ 



(2ß + l)7r4.(9"+tp") 






Um bie aBert^e, welche b(e ©lefc^ung « sin x + /? cos x=y 
für X jwifc^en ben @renien unb tt iu(d§t/ {u bef{tmmen) 
tDoDen n^tr bie t>erfc^iebenen S<^(Ief n)e(dje m Stücfftcijt ber 
geilen* unb ©rfifenbejie^ungen ber Äoefffjicnfett «, ß, y jtatt 
finben, unterfc^eibett* SBerben bie negatiben SBert^e biefet 
Äoeffi|ieneen auf ba« ©ubtraftion^ieicfteni (— ) rebujirtr fo 
baf ben ®r$§en «, /?, r felbfl nur pofitibe SBert^e bleiben $ fo 
finb \i\t mösUc^en gdOfe ber 3^tcOenfo(9en unb geic^enwec^fel 
folgenbe : 

1) a sin X + /} cos x = y; 

2) a sin X — ß cqs x = y; 

3) — a sin x + /? cos x = y; 

4) « sin X + /J cos x =: — 'y* 

I.) gör bie ©leicftung asinx+/?cosx=y (jl: 

i2§3r + t^' — 9 unb 

»0 tang9 =^; siny= ^' ^'"^ , alfo 9', Wie i/'' pofitio 

ffl. Slu« ber ©Icicftuna sinV=?^-^-^21. ^jer 

^. / - = 4- folflt nun: 

1) SBenn y</?; fo {|l 'V^'<9'} bie ©iffcrenj 1//'— 9 
ülfo negatio* 2)ie ©umme ^v' + y i|l pofftit) unb <7r. 
©cftreibt man olfo \vi ber gormcl fiir x— (9 — ip') flatt. 

V-^9>' fo (fi: 

N _ r2p7r — (9— V) unb 

^- \(2p + l)7r~(g)' + i/;'). 

i^ier liest nur e i n ^ert^ jwifc^en unb tt. SDer {toeife S^eit 
ber gormel giebt ndmlitö für ß=0 
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a) 3flfl^« r>?Jf'>tff>'>9's b'a^« Cv'.— »') tinfc 
(y + qs') poptiB «ob <jr. 3n ttc $Mint[ 

^— ((2p + l)jr-Cv' + v') 

tr^jllt tnon rilt (—0 t»ei SSert^r jnstftfieD nnb »^ nJlm- 

litji«.^— V unb x=n— Ci^' + 9'). 

gär )-=;? ifl x=0 unb x=Tc—2(p' ober it~2i^', 
ta 9 «nb V aläbann gUii^ rcerben. 

Ei) 3n bec ©icicljung «sinx — ^cosx=>' obtc 

asmx + (''cosx^;', TOenti ndmfi^ (5'=^ — ß g«- 

(tftüMrb, ijl bag 91' btr aD^f meinen gormel negativ, neil « 

imb i?' ungleic^artis finb; V bleittt i^ofitiu. €cgt man alfo 

y" fiJt — <f ^ »(} bann ?" pcfitiö ifc, fo i|i; 

_ p?'? + (v' + 'p") unb 

« . . f y • sin 9" .- I » . r y. aia «" . , t 



(5' 

1) 3ff nun ?■</?; foiilv'<v"5 6«6« (v'— v")- 
nfgati» unb 

ßpjT + Cv+v) unb 

gür e=sO ßi(6( bcr erpe X&eil b« gormel x= v'+ »p''j 
btr jweite t&eti ent^^lt feinen a^trt^ jtvifc^en unb ^. Stiro 
^at X nur tinen JEctt^, wenn y<i5 ijt» 

2) 3ft j'>(3i foi(lv'>qo"; bo^M i(»'— 91" poptitt 
unb für f =0 fc^dff ma» jtrei ^ert^c 

x=y + y unb x=5r — (i/)' — f"). 
gilc j-ss/S i(l 'tp'=ip'- ba^tt x=n unb x=^2g)". 

III.) 3n btr btitten @(ei4(unfl ~-asmK + ßcoBs.=Yf 
tbtt,_mnn 9' für —0 gcftgt wirb 
y" «' sin X + ^ cos X ^ y 

^nb bie Sogtn qo' unb i/i' btc aageturtnen gorniel nfSatiDr 
ba a, ß fo ttit a, r unaltf^arlid Pnb. 
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6e§f man ba^er —9' tinb — V für ^\ t//', fo ijl: 






ttttb sin t^ = ^- — ~- Ober . /. = 4-* 

1) 3fl y<?; fo (ff v'<<p", alfo (V'-y") tiedöfiU 
gut 9=0 ec^d(t man ba^er in bem erjhn £^ei(e ber Sormet 
einenSBertö; ndralic^ xsss^'— V'"* ©et »weite S^eif glebt 
feinem 

fit). <$ier ftnbet fic^ für feinen SOBert^ t^on ? m {toifc^en 
unb n liegenber SBert^ t>on x« 
3(1 y=/?; fo ftnbet fl* x==0. 

IV.) 3« bec ©leicftung asinx + /?cosx= — y ober, 
wenn / für — y gefegt wirb: asinx+/?cosx=/ ifl v' 
negatit), 9 pofitit); ba^er/ wenn —1//" fßr V gefegt »ir^: - 

_ 12975 — (y+1/;") unb 

3,U« sint/;' = ?l^ folgt 8iai/;"=?l^ Ober ' 

r p • 

aino/i" y 

sin 9 p 

1) 3ff y</»; fo i|f <<9 bo^er ffic p=0 ein 

SBert&f ndralic^ x=7r— (9'— a/)"). 

2) 3fl y>/?; foid t//">9 ba^er 9"— V' negatit)^ 
i^ter ifl f e i n SBett^ t^on x jwifc^en o unb n ro6g(ic&. Silr 

Sßergleic^en wir biefe t>ier giOfe, fo jeigt f!(^f bag x 
1) immer einen unb nur einen SBert^ in>{f(^en o unb n\ 
Wp wenn y</? i(!. 3jf aber 2) y>/9, fo f^at x entwe* 
ber {wet SBertbe^ ober (einend fene^, wenn V pofltiDr 
biefed^ wenn V negatit) ifl; ober: {wei SBert^e \iCit x,\Wenn 
a unb y gleitbartig ftnb^ f einen ^ wenn a unb y ungleich« 
artig flnb. 3n beiben gdDen f!nb bie jwifcten o unb ^ miSg« 
liefen aJJert^e ton ber gorm '^'—(p\ ober ^np—- (i/''+»)> 
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Den ®(ej$un9 asinx+jSoosxK:^ ^ 

o, f? uRb o, r 0l<i4Migl oHr^RsUit^is ffnb. Sofliin »fr 
ba^ct oOe %&iie jufainmen, fo ifl 

1) wenn y-Cß 

oöcc' Jiena^bem«? obec J mif ? ** 
v'— ?>' ) [misIticOortifl) ^Tj 

2) «enny>j3 

I(y-T')iinb5r-(«p'+ij)')j r gleidjartig j 

cbec Ijenfldjbem«) cbtt \mity. 

unmogli^ 3 (utigUit&artig) 

91uö bcm Umltüiibe, bog in ben innerhalb ber genannten 
©rcnjm filc x moglidjtn SBcrt^en — nilmlid) ip—ip unb 
T — CV+'P) ober [C^ — V) — ?'] — btiimalt <p' fubtraE. 
tiö ftc&t unb |i^ entWEbtr mit ifi' 6t>tt mit (-^ — v'J »erbinbet, 
(rgicbtfiil) tme onbfre SarflcBiing bcr gefucbfcn 5Bm&e, bie 
in b;em galle, toenn in ber ©leitftung O8inx + /Scosx=jr 
nuc )>oßt[t)e ^tct^t t>on x itolf<l}tn o unb n tJornu^seftgt 
tetrbtn, »prt^til^after jfl. ^an fann n&mlii^ in ber ©lett^nng- 

ub^ 9 =^ ben SJ^gen qn foslncg auf ben tUm^tn SBtit^ 

Cv'} bef^rinfen } in ber ©(eicftung sin i/> = ?" ■ "° ''' aber filc 

^ bm ffeinjiea ÜBert^ CV) unb befTea ©4ij>»tlement (t— v') 
— ba$ bei einem negativen <p' 3r6gec ofö n wirb — ne^nta. 
2fnbent ai^ann ber ^ogtn if jntibeufis nirb, Id0t ß^ bie ; 
Sntibtufigfeit ber @Ieicffnn9 . 

«of folgenbe 9Beife entf^eibent ' ■■ 

1) SBeun r'^ß 
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2) SBttttt r>ß 

J. 10. 

(SufbieSocm t>ec ©Utd^ons «sinx+iJcosxa}' (äffen 
f!£^ oiele @Ui(^ungen ^on anbern gorme^ briRsen. @i> wirb 
bU ©iejcftung Asiii*x-t.Bsinxco8X=C, »cl^e in SBejng 
fluf sinx URb cosx t>om f>ietten @rab< tßf ba^in rebu^irff 

»eritttnan für sin^x, sinxcosx bieSSBert^e h"- — , 

21^, fttbliituirt* SKan er&dit bantt: 

Btin2x— Acos2x=2C— A 

oa^er x - ^^^^^^^_^._^,^ (§.80 

, A,, (2C — A)cos<p 
100 tangg) ==— g ; smt/; =f^^ -g -. 

s €6en fö bic ®Irtcl)un9.Atang*x + Btangx=C, mnn man 
UiU %^tik mit cos^x muttipd'tirt unb bann n)ie Dörfer t>er^ 
n^anbett. €ö eistest flc^ bann t . 

Bsin2x— (A + C)cos2x=C — A: ^ 

Sine Dort^eil^aftere StuflSfuns biefec Sfetd^ung bitUn bie §. 2; 
afio. 31. unb 32. benter{(en Socmeln bar.^ ^^ nimliäi 

1) In ber ©leic^una AtaDg^x+Btangxs^sC ber jweite 
a^eü C pofitit>, fo fe|e man tangx=z^y^j unb bjbibire 
iie Sleie^uns bur^ 1, fo credit man4 

3J&«mtmatt|^=^^ alfo tang 9 =^^, fo »(rb: 

2 ''^ 

tang 9 

2 
Sltttt f(i 06er tang* 39+ .tangigtesl ; a(fO z=tangig). 



/ . 
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9lu« tangg)= -^j— folgt 9=2r^ + 9 5 iOPf^irTr + ig), 

mitlitt z=tangig)' unb =— -cotgi^^ 
SDa t»g x=z y/J iP/ fo e|WIt man; 

tang^xatlangiv ^r i 
Itttb\ =-^cotgif ^j . 

2) Sfl C negaeit)^ fo fe|e roan C=i— €'• Slu« bee 
©leicfiuns AtaDg*x + Btangx=— C ei&dit matt Wie otett 



TAG ' • 



••«r 



loetiti taDgxs=s-r-z/^2 ^^^^^^ ^^^^^ 9limmt malt ^'e( 



^ ^ foijirb: 



2* — -: — z s=s — !• • 

sin 9 

2 ' 

JDa tttttt tang*i9— ^T— •tangiysss*-^!. 1(1; fo fofSC 

-Hl- 

9)s=299r-}-g)' tittb '=2r5P + (3r—g)') ba^ec 

tangi^cactangiqp' 'unb =cotgi9 i folflTlÖ^ 

z=tangj9 unb ^'cotgicpi 'eiiblie^.: 

tangx»— taogiip'yj ^v ;. 

Kitb ;»**•. =— cotgjqp'i^j* 

93on biefec Slufldfung (4gf ftc^ ou^ ottf b{e ®(eic^ttti$ 
49(siHx+/9cos:x=:/ SltitDenbutis mtic^em Senn fe^t matt 

2smi*. cosgx imb 2 cos* ix— 1 wfp* für ainx Uttb cosx: 

tttift biöjbftt bann mit cos*ix(^=' ^ *3x y ^"' **^' 

Want (/?+}')tang»3x— oiangix=/J — y. 



r* 



w 



f 



* 
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^U tii$.d^/defiiiib€iienSeftttisstttgeti, umtt toiläiHi iroU 
{dttn o wb 9 nttt tin^Bktt^, oberjvelr o^er feiner iii$dH4 

• f 

$.11. 

Um attJ.aeftf^nen Gtäcfen eiiif< fpl^irtfc^en ^xütdti 
dttt^ (er ä^rtsen burcg SKecbniins {u fint^en ^ iil eine ©(etcftuitg 
iwifcQ^e^ »ier Qri^gen ja fu^en, tnlem brti ©tilife jur ^u 
itiii}ptttttft etae^ ^reucfeö erforbetitcö unb ^(nreic^eiib finb. 
£ine Di)fl|{dnb^ SiOi^S^.bef Sli^fl^, ouä ifeli^tacn bret 
Etüden \tUi btr ädrigen (n jtebt« r b^lKUst beronoc^ fo SMe( 
SleiAnnsetti : 4!^ utitfr J^ea Elementen a, b,^, A» B^ C, -- 
bes eeiten ttiil! {Q$|]|^e(« b^ M&^^ — fBerbtit« 

bunten )u t>iere» #glk& ,f!ab/ a(^ 15 ©(eic^miiett für^rbie 
15 JBerbitibitngei.^ 

abeA «.hÄB - :acAB. bcAB aABC 
abcB abAC :acAC >cAC bABC , 
alicC AabBC acBCr bcBC cABC 
!E3eti9 inbcg btefi OUic^ungeit alt^fmeindältig ftnb, alfo 
t^on befonbe^en aSert^ea ber fintflkinjlStiltfe unab^ngis nur 
bieburc^ bie £a0e betfelben geaen einatifHr bebmgteti mc^fel« 
feitigen S3e)te^ungen ber Srdße au^fpret^en ; fo ti^ntn mit% 
Nnfcl^en nur fo biel |0f feii^idk berfc^iebent fein.f d(^ tocfentd'c^e 
S}eff4>teb<n(eitett in ber Sage «on ie birr ©tüden be^^lDreiect^ 
in6^flcb f!nb unb eö^oft eine nnb Mefelbe Sorm ber ©leitbun^ 
ffir olte bie jenigen ©tüde ({att finbetf n^elcbe in biefei^ Slüct« 
flc^e unter gleicben fBeiie^nt^en (U^en. ^at man j* ^. fäf 
bif ®eite a|b itnb bie S8infe( C,A eine aDg^meingiittige 
(S^ic^ung 

'F(a,b,C,A) = 0' , 

bte tffo nur äber^anpt bie gegenfeieige Stb^angtgfeit ati^br^c!^ 
Weiede {ti9if<^en irgenb {wei (Seiten / bem eingef<^(o(fenen ^tn« 
til unb bem, einer biefer @eiUn gegenüberfiegenben Sßinf el o6# 
n. 3 
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mlUU fo {({ hmit Mä^ hk ^b^in^iUlt nnut htm tUt 
et&dtn a,b,C,B m^Unr m btntn bit etltt h H^ bn iatt 
nacfr {tt a, C, B tbm (b Ht^Üt, lote a (u b/€, A) «Ifst^je 

F(b,a,C,B) 
fieftebeh/ In toelc^er a unb b i^re Dorigen gunf (tonen t^ertan« 
fc^tn , tnbem (udleic^ B für A eintritt 

€< ergießt fid^f^tttmxt, bag in feber aKsemetnen 
eieic^uns {wifd^en Gelten nnb SBinfeln tintt 
fpMrif^en ©rtlecfe« jebc ©iltc nefr(l bera i^i 
sesenAberliegeiibett SBinfel l^etw^d^fert toet^eti 
fann gegen jebe anbere ®eite nti^ ben {^r gegen^ 
ibetliegenben «BlnleL ») -^ 

S)emnac^ ge^^n in ben oben anfgefteOftei» 15 S^erbinbtttt^ 
gin btefencgen, ml4tt ntie bnr^ f^ldft Bertbed^ft^fttttgtn ftc^ 
Dpti einanber tmtcrfdMbfti unter eine nn» Nefrlbe Qki^uni 
unb e^ bleiben ali wefentlid) t)erfc^iebene «wF* 4 ^rtippe n beti» 
felben fibrig, für mW eben fo t)iel berf*{»ene ©(eicftiingcn 
erforberlic^ fepn werben^ bie fic^ Doctdufig bnrc^: 

F(a, b/c, A)=so(I.) (ffir 3 ©frbinbuttgen)^ 
F (a, b, A, B)= o (IL) (für 3 ©erb.) , 
F (a, b, A, C) = o (III.) (für 6 »er &.) r 
F (a, A, B, C)= o (IVO (für 3 ©erb.) 
anbenten (affem 

£)er oben au^gefprod^ene Srnnbfa^ ber ©ertan^ 
fc^ung/. burc^ toel^en auc^ bie Sntmicfelungen ber tri^ono^ 
metrifcben ®(eic^ungen unb gormeln Mre^eü^aft abgefürit 
unb Dcretnfac^ n^rbeu/ (eibet no^ gr6§ere 3(udbe^ming. 
S>enn wie auö einet aDgemeinen @(eic^ung 

F(a,b,c,A,B,C)==^o («) 

burc^ ©erfaufc^ung t>on a,A mit b,B bu anbere eben fo äU* 
gemeine @(eic^ung : 

*) TCHd^^n mu^ bCe ®(ei(^uti0 feim S>enn Mu Gteid^nitden, ttH|I(b« 
etwa t)Ott tec^ttoineCideti obec dlcic^fc^enfUdcn ^reiedcn J^ctdcnomtnea 
fein mJc^tctt, (atitt ba« b^er Gefodte nid^f uttumfcbtinft QüUn* 



« t 
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F(b,a;cB,A,C) = o 
^gifcifet tt>ir^, fo faiii» m> biefcr uithtt a, A mit c^ C UU 
möfftU toerbeit f tDobutc^ f{c^ bie &k\ö}m8 

F(b,c,a,B,C,A) = o 

ergießt/ toddii mmitulbat <mi {») übitUiM witb, mnn man 
Übt Gelte unb j^be» ^infel mit bm nd^fifolsenben bertaufcbt/ 
toobet auf baS le^te Clement c, C baö ecfle a, A folgt« SSerr 
n)f(^fe(t man tomgefe^rt ct|{ a,A mit c,G; bann mit b/B, 
fd credit mati 

F(c,a,b,C;A,B) = o, 
tto f ebe< eiemeni mit beht t> o r ^ e 1 e ^ c n b e n me^felt. <Sg 
Um alfo in einet aagemetnädltigen (SIeicbnns |ebe« ber €(e# 
inenfe a,l>,o Mb A,B,C mit bem föCgenben ober mit bem 
^»or^erge&enben tertaufc^t merben. 

€tn {n^ette^ Aälf^mittel {ur 9l&fi!r)tins bei trigonometri^ 
fc^en 5(a(ru(« biMet eitte }ti>ette , auf ber ^ofaritdf ' bef fpbätis 
fcben IDreiecK bem^enbe !Bertaufc&nnstfrege( bar. S)enn bii 
itba n>^ Jr{rd^'S>teIe(t ein $oIarbreie<t ^ot ^ fo giebt lebe a(t 
flemeine Sleic^hng 

" F(a,b,c, A,B,C)s=so, 

baffe auf baif ^olorbreied ansetoenbef merben tarn, tint 
«iwife: eieic^Mg. 

F(Ä,¥,c,^Vic) — o, 
>ie4ii<ber ccjien obflelettet totr^, »cnn febe @e{tc mit bim 
rShuppUrnntt bti geflenflberliegenben aSinfel^, unb umgetc^rt/ 
m^kfüL JRan |ann alfo in: \ttitx aitgemrin^en 
®Iei4nns für ieb^6ette unb lebenje^tnfel bie 
0upp(emente^ ber segenüberliegenben &3inltl 
ttnb ^(iten feeen. . 

i^ierau^ ij^ tlar, wie bie tterte ber obigen ^aut^tgleic^un« 
gen mittel^ biefer 93ertauf(bung ftc^ au« ber erjlien mu§ ablet« 
ten laffen; mithin eigentUc^ nur brei^a«9tg{eic^ungen {u tnt* 
foidfln leyn verben. , . • . j 

eine britte Sertaufi^ung anberer 9lrt ergiebt ba< Sieben« 

3» 



{«ßri 

I AB c): 

(ußr] f «?r 1, ( « j5 7] 

( ABC ) (ä'B C" ) (ab C ' 
«on Untn itbt$ eine ®eiCc aab btit st&tn&btTiitdinbtn WiaUl 
mit itntm Qtmtm ^at, tudOc<nb bie üSrlgen 6{itcn unb !S3inEt( 
bit ©upptcmcnte bec äbrjgen ©citcn unb Winttl biS onbcrii 
SreifcEeä finb- S)ie AOgentcinguUfse ®Ieut)un0, 

FCa.b,c,A,JJ,C) = o ' ^ . 

auf bad 31(btnbi{icd (a, p, y) austtvtnbtf, sitbt alfo dse aa« 
bcre ©Icic^ung : , ; 

r (a,b,7, A,B, C) =! 
bie, wenn fle niä)t ibenfift^ mit bct eori'sfn i|!/: eine neucüftC' 
Ifltion iroiT^en b(n ©ei(en unb asinfdn be* ©teiccfö («,(^,j') 
trgUbf. Semnac^ {6nneR in jebec @[<tctung jcbc 
jiBei ©citen nebft ben gegenübetlicgcnben SSitt- 
fein (fit mögen bt ibe in bec ©leictung cntfialttn rcpn, obtc 
ttittfE). ttec-taufcfit wecbtn gegen i^re ©uppUinen^f, 
aiienbet mm enblii^ eine aDsemeingüUigc :@[ei((run0 
^ 6, c 
ouf ein SRe&enbreiec{ bti ^oUibttUdti , etwa < 



0, b, c J 
A, B; C J 
a, b, c 3 



an , fo (rfnült mon au^ F (b, b, c, A, B, C) = o . bit ©leii^ng 

F(Ä, B, c,7,b,c} = o. . 
Sioi-au« pJlgt: eg fBtineh ih 'iiSec^'ifffgtftiVlHrti 
©lei^ung jreti ©eiteii mit Ben ' öeflenfibec^rtt'« 
gtnben Sßintcfn uertnufc^t njtrben, inbtm ju« 
gleite tie bt it« CeiU'unb b*« ö^upplctttene' »e* 
britten SB4nfi^(«v-:fwi4 »t-^^*'VJtt><^'GB^in{ef unb 
ba« Supplement btt britfca @eilk^%tt ttnttn'Mt 
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fSirb !♦ Sb. in Ut ©leicftung : , 

r . Bini(A + B) __ co9i(a — b ) 

. . cosiC cosic "" 

A,B gegen a,b utift c,c tefl>. segen c,G t>ttmfd)t, fo er^4(t 
man foflleic^ 

tfin9(a + b) co8f(A — B) 

siuic siuiC 

3(ufga6^« €ine allgemeingtllttge ©(eid^nng 
{tDifc^en ben bre(.©eteen etneä fp^ivifditnX>tti^ 
ede^ unb tlntm Sßinttl beffelben auf{uf!e((em 

S(uf(i^fung« SRmt fonfiruire eine fp^drifc^e @pmbe( 
AB CA' {^iß. 1.) bon beliebigem 9Binfe(, beren ^reiäebnen 
f!cb in bem jCugelbur^meffer AA' fcbneiben^ beffen ^itttU 
pnntt — lugleic^ bec SRittelpunft ber ^uge( — in M fei. 3n 
jeber ber €6neh AB A', AGA', {te^e man bon M aui'itnU 
ttäit auf ben £)urc6fc&niu AA' bie ^ugetrabien MD, ME; 
bec baburcb gebtlbete SBinfet DM£ i({ ber §ßeigungön)infe( 
ber ftret^ebenen^ alfo = A b. l bem Üßinfel ber 6pinbe(f unb 
tie fbene beffelben DME flt^t fenfrec^t auf AA', fo n>{e 
auf betben 5(rei^ebenen ABA', ACA\ 583ie nun auc^ batf 
fp^drtfdiie S)rete(f, ba^ ali ein S^eil ber @pinbe( AB CA' in ' 
A. ober A' einen SBinfel ^at, befc^affen fein mag, fo ftnben 
nur jn^ei gdOfe (!aft; enttpeber liegen bie anbern beiben SBinfeU 
punfte B,C auf einer unb berfelben Qtiu ber S^etgungöebene 
DME, wie gig. 1. in ben ©reieden ABC, A'BC; ober fte 
liegen auf entgegengefegten €eiten berfelbeU/ reit gig. 2« in 
benSreiecten ABC, A'BC. 

1) (£i liege B unb C auf ber fe (ben @eite bon DME s; 
(§«3. i-)^ ober mit anbern SBorten; bie Seiten AB, AC,' 
ober A' B , A' C fepen gleichartig. 

SRan jie^e bie ^ugelrabien MB, MC unb ani einem be« 
(iebigen fünfte c ber fentrec^ten M D eine grabe Sinie c y 
pataütl mit AA', bie JLMD f!(^ mit MB in r fc^neibet. 
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^itU miin bann oon 7 pataM mit MD bie SInit ym, btc 
AA' in m triffi; Bon m wtfbec bie mit MG pnaUtU Unit 
ivß unb bon ß, wo fle M C fcftntibet, bi( mit AA' pocallde 
unt> jugleic^ auf ME fentrecfefe 8. b/S; fo i(I b,3#cy, weil 
i(t)t #Mm i(t. Da^ft ift baö in eintr S&ene litgenBe Bitretf 
cb/5)' ein gSaraDcfogtamm unt» jwot ein tecfetwintligeö, rotif 
c;',bi?|( Mm unb Mm _L DME; mif^in cr,hß XDMEy 
fllfo aucft Xbc ifl. ©arauö folgt: ob=;'j?. — ,3n btn 
tbntn &rei((fen cMb unb ^M/9 ifl nun na^ ^cm Sutba* 
mintalfa^e btt ebnen Xrigonometri«: 

cb» = Mb* + Mc — 2Mb.Mc.coacMb; (90 

)';9» = M;9' + Mj'^ — 2M^.M/.cosyM(?; (55). 

3ie6t man (31) eon (S) ab, fo etftätt man, ba cb=y|?, 

o=(M(S» — Mb»J + CMy»— Mc»)+2Mb.Mo.cosc5Xb 

— 2M(?.M;'.co37Mj5; {S}. 
Sfu« ben an c,b tct^tninfligen iDreiecftn Mcr,Mbp fot^t 
nun: 

M/!* — Mb»=b/5»; 

My» — Mc^^cj-^^b/?*; 
ba^cr (M/5»_BIb=) + (My»— Mc*) = 2bi5» = 2bj?.cr. 
©ubfiidiirt man biefen SBJert^ 2b/?.cy in (S) unb ftemcrft, 
bflg bcr mnftl cMb==ÄÄA' unb j'M/»=s Sogen tt 
ip/ fo ertjdfc man: 

2bj9.c/ + 2Mb.Mc.co8A— 2M/?.Mj'.co8BC=o; 
uiib wenn mit 2Mi9.Mr biöibirt »icbt 

b 3 - c y Mb . Mo . -D r- _-. - . rt^v 

!D(( ^ift .cntfldnbtntn Duotitnfen lafftn fic^ niin ntitfdit bec 
KtfiflBinfligm ©teierfe Mb^, Mcy, bertn ^ppofenuftn M/J, 
M;' (Int, tmdi iii EiiKn AB, AC, A'B, A'C Hr fl>61tU 
Win Brlildt ABC, A'BC luiericfin, ntalic^s 
. Tn^=«8iobM(?=8iaECÄcoaACF»— cosA'Cj 

Sj=«j.bMi|l=!'<»»BC=nilnAC««8iDA'Ci 
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' "^=ssincMy=:8inDBaBC<»AB=ss— cosA'B; 

. TyTc 
----scoscMrsscosDBsssinABsssmA'B, 

SDiere SQetf^e In (£)) efn^efegt se6en : 

1) ffirba<©reie(lABC 

cos AC » cos AB + sin AC« sin AB, cos A — cos BC s o ; (C) 
cosA'C.cosA'B + 8lnA'C.sinA'B.cosA'^cosBC=:o; 

bitftlit mtU^tmd tx>it in (f > 

2) Um bie Sültigfeit bct ©(eic^uns (€) aucfr für bcn 
gaff/ wenn bie SBinfelpnnfee B, C auf entgeflengere^ten Seiten 
bet ebene DM£ liegen/ b.^. n^enn bie @eiten AB> AC 
nngteicbareis* flnb, |u ertDeifen, fonflruire man wiebec c^^HAA's 
cm II MB; in/}||ME unb b/? || AA\ n^oburc^ hiebet 
^7#b/? n^irb* 3te(t man noc^ cb nnb yß, bie in einet 
€bene (iegfn nnb flc^ in d fc^neiben, fo geben bie SDreiecte 
cMb^yM/? »ie borget: 

cb*=lyib*+Mc*— 2Mb.Mc.coscMb; (21) 
y/J*=sM/J* + My*— 2M/?.My.co8yM/?5 (»> 
^ie (^an c, b tecbtwinnigen) S)ceie(f e d c ^^^ d b /? f{hb f on^ 
Stnentf weil bie @eiten c/, b/? nebfl ben anliegenben fSiin^ 
itln gieicb flnb> ba^cc dy=d/?=i/?/; unb dc = db==ibc; 
©afeet ijl: 

cL.==dya — cd* + cy*=Jcb*+cy*5 ba^e? 

jjy»=icb* + 4cy*; un^ 
/Jy* — cb*=4cy*. 

Sie^t man aCfo bie &Uiäi\xm W bon (^) ab/ fo i|{t 

4cy»c=(MiJ* — Mb*) + (My*— Mc*) + 2Mb . Mc.cos cMb 

— 2M/?.My.cosyM/9; (S)- 
ainn i(l »iebec M/J*— Mb* + My*— Mc*=b^* + cy*c=3 

2 c y*. 6nb({ieutrc man bieö in (€) / fubtra^irf bann auf bth 
ben Oeiten 4cy* unb biDibirt mit 2, fo {({: 

o=s-?-cy* + Mb.Mc*coscMb — M/^ « My cos yM/} ; 
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ober — b/?.cy + Mb.Mc coscMb — Mß .l/ly cos YMßt= o- 
„ , IjÄ.cr , Mh.Mc ,,, ,,„ ,„ 

9?un i|l Kitbit j^=embMjS=siaEC=:— coaACj 

vj^ = aia cMy ;= sia DB = cos AB ; 

~ = cosbM/? = cosEC= sInAC; 

— — = cos cMy := cos DB i= sin AB J ' ' * 

My ' 

onb oMb = A: j'Mj9=BC; ia^tt Wenn titfe augbrficfe In 

(2)) 0>6(lituirt »erUen: 

cos AC,cosAB + sin AC. sin AB- cos A — cosBC = o 
teic oben in (ß). 

2)cmiiQ(t) i(i bitft ©lEitfiung für f£t)(8 fp^iSrifi^e ©m'etf 
ßiältig. SBejEidinen mir tic (Seilen BC, AC, AB mit a,b,c, 
fo ifi bic crfte ^auptgUicfeunä füf b'f S'nnente a,b,c, A 

cosb.cosc + sinb sinc.cosA — cosa^^o 
tttn cos a — cos b, cos c — sin b sin o • cos A= o, 

feit taiUiä) als guttbamentalsleiäiung fÜc bit iUi$tn mit* 
ftM »erben {ann, inbtm fene aui bitftr fl(& ableiten [affeR. 
i>tm ba mit i^r lugleii^ bie ©feJc^ungen füc a, b, c, B unb 
fl.b,c,C, gegeben ßnb, (für weli^e niic a,A mit b,B unb 
mit c^c ju t)ettaurc()en i|l) fo lafTen flc^ mS Un btti BUi* 
(fttingtn: 

cosa — cosb cos^c — sinb sine . cosA=:o 

cosb — cosa co»c — sina sine . cosB=o 

cosc — cosa cosb — sina sinb . cosC::=o 

|vei Stficfe bti ^tatdti elinifniiett unb für jete Q,natm 

nion.bec Elemente a,b,c,A,B,C eint ©leic^uns gerieften. 

Sufo^. Tiit @[ttcf»uns: 

cosa — coßb cosc — sinb sjnc . cos A=ao 

ift in S9e|ug auf a unb A — Gt&ätf bit einanb» gcgdif 
aber litstn ~ fitftimn't^ beua fie atfbti 



cos A i=JS5 
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cos« -^ cos b ^ cös c 



sin b sine *" 

. * . • ■>■ ^ • , • • 

cos a 3=3 cosA sinb sine + cosb coso; 

olfo fomc^ A bttcc^ a,b^,c; aii a buvdf A,b^c mitotiUm 
ttg^fießimmt; t^ic benn anc^ foioo()l (utc^ bire( &tittn, alt 
burc^ {wet &titm wb ben einsefcdloffenen fSmfel bat IDrtU 
ed beflimmt n)icb. 2fn SSejug auf b unb c aber,, b» i* in. 
SSejus auf bie ©eitett/ beten flegenüberliegenbe^SBinfel n(c^t 
in bet @(eic^uns enthalten ftnb/ (d§t fte 3n)eibeutidNit |U/ in 
Ucberetntiimmung mit g* @. §* 41* 
2)enn {. fd.f&t c if{ bie ©(eic^uns 

(cos A sinb) sine + (cosb) cosc=cosa 

bon bec gorm asinx + /ycosx=y, 



welche ©lei^ungf werin y !_::/* jjl/ nur einen SEBect^ für x 

l»lf(^en o unb tt; wenn aber y>/?, entweber jwei SEBere^e 
ober {einen giebf^ jenac^bem « unb j^ gleicher ober eptge« 
gengefegtcr 0ualitdt jfnb* S)ieö auf bie Sleic^ung 

(cos A äin b) sin c + (cos b) COS c = COS a 

andemenbeer ergtebt: 

1) SBenn cos a^ cosb Iftf (abgefe^en t>on ber £Ltta# 
U(ä() fo/ ^at c nur einen 9Berr(); ba^ 2)reied i^ alfo 6e# 

flimnit 3|l aber cos a^ cosb, fo ifi a bem Üuabranten 

ni^er ober eben fo,na^ef ali b unb umgefe^re; a(fo bnrd^. 
jtoet Seiten a« b unb einen SBinfel A baß S>reie(t befiimmt^ 
tt^enn a ntc^t entfernter t^om Üuabranten i^, ali b. (g. @» 
§• 290 

2) SGBenn cos a> cosb» a(fo a entfernter t>om Üna« 
brauten iß/ atö b^ fo M o entweber jmei aBert^e^ ober 
feinen; alfo ifi ba^ S)reie(f tntmbn (toe ibe uti^ ober 
unni6g(i(^ unb {war {n^eibeutigr n^enn cosa unb cos A. sinb 
gleiche &ualitdt ^aben, ober — ba sinb ^tti pofitit> ift — 
n»enn a nnb A fimiUr finb; unmtfgli^/ menn a unb 
A biffimilar finb. 



42 

^IttWS trsicbt ft(^ alfo gan{ t'mfad) bU H^tctlt btt 
31m61suitdt unb ©imilarltAt. T>tm ift — Docauägercgt, bag 
cosa>co8b, offi} a bßtt btm Quabronttn taifezaUs cAi b 
(fi — bai Zittitä nami^Ud), fo6a(b A unb a biffimifat pnb; 
To folgt, bog In jebm Steitcfe bie ooit bem Duabrantrn tnt< 
frcntfce 6c'itt glei<$iitti9 ttilt b<tn segen&btt litgenbtn 9Bin« 
fcf fein muß. 

2)a ber btra ßuabtantcn n^&tre Sogen btn arSgircn 
€inuft ^at, fa Iclgt fict) baä @cfcg bee Stvetbeufigfelt bei 
ft)^Ärir*tn SreiccFm gan) onaleg btm bei ebnen ©reiecfen 
«ujbcäden. 3}ämli(fi/ i|i a,b, A gegeben/ fo fisbtf nur ^mU 
tfutigleit fh»tt: 

1) bei ebnen ©reiecftn wenn a<b Ijl; 

3} bei fp^drjfc^en .... wenn eiQa<sinb ift. 

i. 13. 

Kufgobt. @ine ©leicbung jmirc^en jnt{ @eü 
ttn unb b«n gegenüber liegcnben SöJinfeln auf. 
jufiellen. 

SlufÜfung* €me @[ei4ung.fdr bie Seifen a, b unb 
»le ffijintel Ä>B mtrb bai Stefultot btc Climinatien bet @cite 
« Mi ben ®[ei(titi.ngea : 

cosa — cos b cos c — siabsincco^A^o (Q() 
cos b — cos a cos c — sin a sin c cos B =: o (95) 
ftivt in «diftü ble eitnicate a,b,c,A,B enthalten ftnb. 
SDitr« eUmlnafiim figt fittf Inbirelt folgeobermagcn iaoaU 
^cCiflen. SSic ©Idt^Bf (S() giebtt 

(cos a— cos b cos c) = sin b ■ sin c .cos A. 
<£t^t natt/ trat ain c burct» co»c «t^tuMMcn, Uiit tf^tilt 
«Bf bo^ Oui^rat/ fnbßitiuct batm 1— cob*o fic sin'o 
ntb-Uintf bit @Ieid)ung auf ^nt, f* er^lt tMur 

(cos* b -|- cos' Asia* b) cos' o — 2 eos a . aoa b . coa <t 
4- co8*a — cos*As(n*b^o, 
•bcrf Koin in bit 9«Katt)cft coB'b, oo«*A bnr({^ l-sia*b} 
1— 8in*A on^S'btüdt »itbt 



(1 — sin* b sin* A) cos* c — 2 cos a . cosb . cos o 
+ cos*a — cos*Asia*b=:o, 
fftli{{d^ Vit eUlämn mit (1— sin*bsin*A) bitlhlttt 
^ ^ 2cosa.cosb . co8*a-cos*Asin*b ^-^ 

"^^ "" l-sin-bsi ^-^^^""*- l-^sm*b,in*A =^ ^^^^ 

^tttotd)Ult man &ier a,A mit b,Bi f» er^^ft man bat iU^ 
fnltat btt ®lti(i)unQ (93) nac^ benfeKen Operationen, ndmliclft 

-•^«a^ 2co® a • cos b , cos*b-cos*B8in*a ,^^ 

co8*c - 3 — r— ^.-— ^. cos c +2 rrr^ — T-iD =o j (©> 

1 - sin*a . sin*B 1 — sin* a . sm*B ' ^ ^ 

IDa bit ©(eic^ungen (S) unb (£>) biefelben SBttr{em 
(cosc) ^aben mÄjfen*), fo finb pe ftentifcftr ba^er bU 
Xoefftiienten in btibtn gteic^« StuJ ber ©leicbunst 

, 2cosa cosb . 2cosa cosb 

1 — sin^bsin^A 1 — sin* a sin* B 

fofet nun 8in*b sin*A =» sin*a sin'B; 



*) jDaf bie Gldd^tttidcsi (S) unb (ID) fti iebrm %atU dtietld fS^nrielti 
enthalten mdffcn, sdgt fotdoibe fBctrod^tattd* aXati brmcrfc aundc^ft, 
taf Me lß{n((( A nnb B in UiUn ®Ui(t)undeti nnt: burc^ Ut £Ltt(u 
hratt il^rer ^inud unb Jtofinttd (SfnfKu^ ^ahm auf bU SBctt^e oos 
coBc» iDrldt man cot^A^ cos^B butc^ ain^A, am*B attö, fo ^ingt 

. cofc in ber ©tdc^una (C) ab t)on cosa, cosb, sinA; in ()D} ooa 
CMS, cot b, alnB. S>a |u iebem €$intt^ dn fp(|et unb du fhraipfei; 
flBittfd ^e^itt, fo ctCdbet cosc fdne Sl^ecinbanng, »nm A obct B 
einmal ^'in; bann ^i/c denommcn mit^ —* 3t Jum 
siab^sina» fo ift fu (S), »0 bU bcfKmmenbitt CtddEe % IsJi 
fUib, bal t^tUd imdbeutid« * tUt bdbm, ben Mdta a>b,B gedU 
dcnben, IDrdecfe fden (^fg* 3.) BGA, BGA', inbeni BC=s«; 
CA=:GA'=b unb ^E^infd GBA=B i% Jon mnftl A tt^Ot 
bie SBert^ GAB nnb CA'B, bfe in dnotibcv Chipplcmenee finb, 
a(fo 9(d(^ einul f^ohetu iDie 6dti c erlitt tU iftettl^c BA,BA% 
bie fdne anbetn , a(d bie bntd^ bie fBuraeln ber ^(lefc^und (SD) be^ 
fKmmten fdn fonnen* SDie öldc^unfi (C) entölte nun Me befHm« 
menbett etÜe a,b,A, »en benen A awar iti^t in fdne« &Um* 
bo<b an fi(^ iweibentid ifl« 2(ttl biefen ^tiktett aber er§ie6t W 
Jtonfhttftion biefetben iDreiecfe BGA unb. BGA', menn man A fAr 
tal dne IDrdecf fp{| , fär bad anbete ftnmpf nimmt. 60 erbitt 
a(fo € biefelben 80ertbe in (fi), mit ia (ID)* 

3|t •inb>si]ia fo ccsiebt f^ baflcOf IRcIhttaf« 



bü^tt sinb.sInA^^ sina -siaB; 
eine ©teicfjang füc a, b, A, B. 

X)ic ißergletc^uns bec aftfoluttn ISIitbci: in (€) unb (&) 
crdl(f>t bafftlbc Stffultaf. 

ffletme^ftlt man in biefct jrociKn ^ouptglefi^ung b,B 
mit c,C, fo ttfjilt man fiic a,c, A,Cj 

sio a ■ sin C = siuc - sin A» 

(&m fo fAt b,c, B,c iie ©UiÜymQt 

ein b. ein C ^ sina ■ sinB. * 

tat btti ©Itl^ungtn (äffen fit§ fo (ufammenfofTtn: *• 

fiinA siiiB siiiC 

sio B sin b sin c ^ 

In ®crtcn: fcic ©inu€ tjtt ?SinteI eineö fpMtf' 
fdien £)rci(c£(ö btc&alten ficft, mit bic ©inuiS 
ber gestnätitr (iegfn&cn leiten. 

Sie ainülogie bitfeö ft&r einfallen ©cftgcg mit btm btr 
ebenen Ziisonomtuie i 

sinA _ sinB _ sinC 
a b c 

fjt in bie Slustn foOtnb. 

3uf> 1* Sa bit@Ui(t)mi siaa.8inB=:8i[ib.siaÄ ebtt 

"£r ^ tSf '*"*" SinnÄctÖ«!«/ f» 'ff P* l«wib*u. 
' dg, ndcftc $»nion au^ ben &tmitiUa a,b, A,B (iu(^ gege« 
t(Q ftiit >»09> tvietto^E baä 3;)r(i(d ftl^fl btfümmt ffin 
(ann, Stu^ bfm §> 12. guf. ou^geOftDc^nen @tre$e btc 
Sutibtutigfeit U$t ßt& inbtg au« bem @inu$ leicht trfennen, 
ob Hi ^ttitd toittlii^ itveibeutig iß« ob» nic^t. 

3uf. 2. SabieSinuJbtrSBinrelflc^ wlebfeber gtgtnflbt» 
licgtnbfR ©eiftn titvUUtv, fo^f^t berjenigen ®{ite, ntlc^e ben 
gr6gttn ©inu« ftat, aütS) btt mit bem {|c66ten @inuä bt^afutt 
SBinfrl gtgtnilber, ober: btr bem Duabrannn ndt^lftn @eite 
fit^t btv bem Sterten n&d)flt miattl gegenüber. ^ieranS 
<rgiebt f{(& m^ in Stddfiebt ber eimUacitit bec JV^drifc^tR 
£)ttic(fe tine nlcit unittterelTante StoafogiC' terftibea mit bm 
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e6iuti S^uit^tn.: Mit]nimliät in t^ntn iDtdecfen. nur htu 
fentge SBinfel^ püäitt/htt grigten ®tHt sedenu^ecfleM^ 
ben dt&@ftn ®mi ^air im Sdtgenieinen fowo^I fpi^ a(ö 
(tum|)f f^irt f ann f n^d^renb (ie äbrisen 9Binfe( immer fpi^ 
|bib }: fb fantt in fp^dtifc^en SDreietf en nur derjenige fBinttU 
welcher bem fRe^ttfk tttit ndd^ftm i^, bem a(fo bte G^teiAil 
tm 9i^0ett 6{nu$ ^tfeftäberfFe^t/ itnb ber fetbfi uttter ben 
SBinteln ben Qtf%ttti &nM M/ f^tob^ fp{| af« ffomj^f^ 
b. {. fotot^ttUi<b^xtig.'^li ungletc^artts mit ber fltsenüber 
liegenben ©eite fepn/ tbdivenb bie attberen ^Binfet immer' flift 
{'e'»' i^ldenäierßrsetibeh ^ Gelten s^eicbArfis fein muffen. 3n 
beibetiei S^reietfen if{ eö alfo nur ber mit bem QtSfiuti^f^ 
mi behaftete (ober bem SRec^fe« ttdd^fle) ^nfef/ bh f^too^ 
fpig «(« ftumpfr a(fo in tpHtifäftn S)r^ieden fbwo^I gleich« 
litti^ ' ' ali unflleiü^arfid* mit ber deflenäteWiesenbeit etHt 
fein fanm 



• « : j I 



a.itf0a6e* eUe;S(Ieic6un« fft^ i»<{ ©eiteti 
unb Hi^ei SBlnfel, unter benen ber t>on te.ne^ 
titt&e?4löffene ifiritt f inben;^' ■ -- :^ 

,,.Sfi$frifun8...^f feien bie eieit^. 7i,b unb bie ftBinf«! 
A, C, fdr n)e(^e.eine.®(eic^ttnd defu(j(|t .»erben .fo0*. ^lindnt 
Irtan bie ©Wc6utfde«b't<'$* 12.; ''•■'/'-■• ; - 

. .:. " cpsa— rcosb cosc— -8iixb..9iiic.cosA=o (30... 
'. .. cosc — coda cosb— «ina. sinb.cosCzso, /S) . 

» ; . . Sf . . • . . '; ■ ' • . A , 1* f 

ijßxcdä^tn bie Elemente a,b,c, A,C ent^ten ftob> ^ toith 
x. j^ tlimioiren fm^ ^m bie geforberte 61ei^nng i\ittkaUetk 
SttbemiSnbe fu6({ituire man in (3() für. <?o8'c ben:attf.7(fi^} 
fl^ ergebenben SBert^ casa cosb + siaa ainh cosC, fo wie 

ki- V'- l • * 

* % • 

f& «in o bm au« -^^ = -J?^ fftrjeitJxtt 3lu<5ru(« 

sux^ BiaA. . 

sina. sinC- _,._ . ^... . ^ .: , < 



• • »f .«. ■••••«»^ 



^ • • r •» • • 
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' cMa'«- coiib (cota co»b «f* rfna «iiib coaCy 



»• . » 



5=0. 



flinrA 

m nwtt >fe Uartttt&efe auf unb fe$t fftr cos*b^ -^ 

fo» « 8iD*b - si« a mnh Qos b cos C - ifia a«ki b cotg A ^ QasrQ 

^imturSnUf-pti^fuias^b l(i>(hk^lNft^ - t:\.:..\^ 

v: . oalgat,«iabr-<5<>Äboo8C.~Wlg^|i|^;C5saO|, r> .] ,^ 

>^tb«tt^<öa«^>t9fci4w»fu« ajib>A»C» . .» nvt. .ij 

y ^ 3a biffir Qfi idttng at^rm fp4« dtMteaiioicii .b€« $to 

l^tl a»l^Oy Ayj^C. y 

coiga.«iiib— aoabcosG-r:cotg^8iaCa=M)|^ - :>- 
j({ «lieber f ir a iiab A -*- {«Ki etnoiibec segeiiilb«rlteMiri^ 
GtAcfe M Quitdti — ht^mmw für b unb C/iÜHit Mf 
cinanber nic^t segenfiberfleben, \!i%i f!e Sttetbeueisfeif (u ; benti 
für beibe t({ f!e bon ber Sorm O8iiix4-/'co8x=;'..i* 9. fdr 
b bot mati; 
:t '* i i • ' (cotg a) Ätt b *^ (c08 C) co»b=: cotg A tUkC.- 

Windung ber Unitoeibeit^gfiU {(ff. ba^ oot^AfiaC^^pf^C^ 

aber/ »enn wdtt' mfr AäC bibibitf^ baf ootgAl^botgC;^ 

'a(ro/ba6 A bem dtec^hn ti%i>i)6er^eften fonaftef olf C fej. 
Swilbeuttgfeit finbet ({äff/ nfehn cotgA8inO>co8tf^ i^i 
wenn Aentf^rnftr'bbmtXe^teh fft, (Ai C 3m (egtern ^aSe 
tt)trb bttlr4 bie aRiglft^feft^ be< !Drefe(dte$ tt^eber bie ^imilari« 
ih b6« A nnb a bebingt mtft efefc^ütig fj^rk^ i^ ba< 
4MS^ ber 8»efttueig(eK trab ber eimifiarit4» ebfn fo dnip xck 
Ml ei^ |Mitt|>(gM«tnng $«42. 

Tlnmetfuns. S)iere bcitte «^auptgtefc^ung f(be{nt nfd^t fo 
flnfodf^ fftc U4 ®ebd<btnif ju fein^ ate bie t^orbngc^enbeti^ ba bretci^ 
M Suntttoneit, ^tnu«, JtofTmi« itnb Aotondente )n berfelben t)ori 
fümmen. S^ fommt inbef nur batauf an> baf man bie 6 eßttn m« 
tea eSt&de (a, A) Don ben {weibentigen (b,C) nnterf(befbr, toag 
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2MMe (riibt ifi. fBe|Uiiimt ftiA l^iec brnnec bfe einanber stgenfibecv 
{fegenbm ®t&de (t>ergU §• 12. 3«r)/ V^ribeutifl bie anbem beibem 
2>emtti4|l bemerf e man 1) bap t)on iebem bejiimmten @tfi(Ie ttuc 
bif itotangente, bon iebem iweibeutfs^n albet bet ®(nu« ttnb Jto« 
f^ite t^ommt; 2) baf iebe Jtototisfme fkl^ mft einem @itiu^ jH 
einem sw^idUebcigeh ^obulte t)etb{nbet mrb jiDat mft bem @mu9 
be« gUi^barttgeit 0t&(bl» .(@e{te mit ®eMe, SSinfet mit aSinteQi 
ba« britte jweidliebride ^tobuft btlben bie no(|^ fibtigen Jtc|tmt|, 
S) tlm bie ®Ui<l^uttd auf Sltttt ju bringen / febe man bie $robufte, 
»eU^e SBinlel ent^lten^ negatit), . — ^ietnacff ta|fen ftd^ f&c bie 
fejj^6 duatecnionen : , 

a b- A C 

a b B C ^ 

I • . . ■ . 

ai c A B 

a .0 B C :,. 

b c A B 

b c A C 
bie sude^itigen Sleicbungen ffd^et ttnb .(eidgft ffnbeti* — Segenbte 
giebt fite biefelbe QUli^ntti folgenbe mnemonifd^e 9!ege(: 1)/,^ 
^e{net^eMte a itnb bem gegen&betU^enben 9Binfe( A; m^ einer 
i^onbem @ette b imb bem onliegenben SSintel C ; bilbe moir bfo 
f^fiftii^ (Stejd^g ^tg.aootgA=3Gotgboo^C9 toobei Ue f(eiQe9 
,;S9n4^ilabett t)oc bie gcofen ju fegen ftnb." 2) ,;7(uf beib^n 0ei< 
lyten mnttipCtiite man mit unb.sinC, fo f^ox mm: 

^'cötga.sinb.cotgA.sinC =co8b.cosC/' 

S) t^n ,bem tx^xt «t^eite fonbete man bie {(einen S3u($j!al6en boÄ 
„ben gcopen, inbem man t)oc bie Tebtetn ba^ Seid^en — it%t\ fo 
^,l^at man bie xoCi\^xt ®tei(^g/' -^ 2)if oben angegebnen 9)ter& 
ma(e mid^ten fobef füt ba6 9ebj(^ff ttnb f(tr ben ^ebtandj^ it» 
quemet fein. ^ 

. Sdtfsabe. Sine ®{ei((ttng für b{e brei fEBin^ 
fe( ttnb eine 6eite beö fpb^i^if^en £>re{e(fe< in 
ftnbem 

9lufl$fnttg. Um fflr A,B,C,a eine Sletd^ung {u er« 
galten/ ht$m4)tvmt nur bte eiei^niis fSr a,b,c,A 
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cesa — cosb.coac-^sinb.8mc-coeA=o 

«uf bai S^elMbttitd anjuwtnbtn; fo ttf}Ht man, inbtni 

a,b,c,A teft). gegen A,B,'C,ä Berfoufn^t «erben, 

cos A — cosB. coaC — siaB.sinC.cosa^oi 

mil^in, ba cosö = coaCJi-a)=-cosa unb sinH=8ma j|tf 

— cos A — cosB. 0O8C+ BinB.fiinC.cosa=o, , 

Bb<r cosA -^ cosB-cosC — smB.BinC,cosa=i>, 

nelc^etf bte »erfangte ®Iei(i^ung Ifl. 

ß&ne ^ülfe beS $lo[arbreiEde^ »iirbe bie ©[eic^ung f[i^ 

ergeben, wenn nion auö ben ©leic^ungtn fit a,b, A,0 unb 

a, b, B, c bie eeite b eliminirf. ^it a, b, A, c ift bie 

@I(ic^ung: 

cotg a • sin b — colg A ain C — cos C . cos b = o ; (§. 14.) 

. cos a ain b coaA sinC r. i 

Cbec .... : — . ■ ■ • coaC.co8b=o. 

giir ^ gefeit ^ (§. 13.) unb mtS mit sinA muUi. 

fUiixt gieftt: 

. coaasinB — oosAsfnC — siuAoosCoo&bK^o; . (U) 

fSkmtiiftltman ^itt a,A niiCb.B, fe u^H nm bai tStt^Utt 
ber®{el(^ung f&t a,b,B, C ttai^ ifttiUibmOpttMlwtii, nJmll^»' 
' coabtinA — cosBsinC^ — fiihBc08Gcosa=:o; ($)>■ 
Um coah au$ (91) nnb (!5) tu tliminiren/ iauUipUiite mtOt 
(f5),mit- cosC unb abbi» (99) nnb (V); ]ß> f|It 
|, '. cosa siaB — 'co?A siiiC — '■ cpslEainC.coaC 

— cop*'C.cosa.8inB=Q; | 

»ber Hi erfle mbU^ @It(b inramtntngeiogtjn unb mit jsjqC 
titibirt: 

coaasiaBsinC — cosA — cosB co8C=o, 
Sbec cos A 4- C08 B cott C — siaB sin C . cos a:= o. 

'3>if* %^' A tmb a ift bie @Iei4uR9 &r|timmtr>tnn 
nuit «UUt 

cos A 4- cos B cos G 

co8as=- / „ . „ i 

siaBsmU; , 

COBAsscofasinBsiaC— ^osB gqsC. ,f:j);„ ; . 
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%&t B unb c tagt fle Swetbeuttsrett in, Um ®(f($ 
nt(f{ bem bec @imt(art(£t fic^ wie $. 12. 3uf. finbef. 

3ur Ueb<rf!(^t fleOtn wie fdmmtlic^e ©leicfiunsen für bie 
15 0ua((rntonen ton a,b,c, A,B,d |)kc {ufammen. 



1) für 

2) - 

3) - 



4) - 



6) - 

6) - 

7) - 

a) - 

9)- 
10) ^ 

1 

11)- 
12) — 

^3) - 
14) — 
15)- 



TL 



a, b, c, A • • • • • cos a — cos b cos c 

— smbfiinccosA = o; 

difhj c, B cos b — cos a cos c 

— siaasinc cosB=or 
d) b, c, C . • • • . cos c — cos a cos b 

— sinasinb cosC=o> 

a, bjAjB ^•••. sinasiaB-^sinbsin A;ob^r^ 

sinA sinB sina sinA 

— : — = . , ooec ■ . , =-: — «; 
siaa sinb sinb sini^ 

a, c, A) C sin a sin C = sin c sin A ; 

b^c^BfC sinb sinC = sine sinB^ 

a,b^A,C ••••• cotgasinb' — cotgA sinC 

— cosbcosC=o> 
a^b^B^C cotgb sina — cotgB sinC 

— •cosacosC=o; 
a,CyA,B cotga sine — cotg A sinB 

— cosc cosB=;=o; 
a^CyBiC ••••j cotgc sina — cotg G sin B 

— cosacosBqpo; 
b,c,A,B i,... coigbsinc — cotgBsinA 

— »cosccosA^o; 
b/C^A^C cotgc sinb — cotg C sinA 

— cosb cosA=o» 

a,A,B,C ••••• cosA -1- cos B cos C 

— sin B sin C cos a = o ; 
b,A,B,C ....• cosB -|- cos A cos C 

— sin A sin C cos b = o > 
c,A,B,C «•••• cos C -|- cosAcosB 

' -^ sinAsinB coscssoT; 



n. 



IIL 
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' • : J, 16. „ 'r - - 

* %otmtln ffic re^ttoinfligc Sreictfc. 

3(u« ben entroicftftcn f>{n ^ttupfglcicöutifltn erfle6(n fi(ft 
für ret^lroinHige ©leifcle fe&t ei'nfadje gorniElti, bie (&te« 
^({ufigfn ©ebroui^ö retgin ^i« tefonberö aufiufHam unb ju 
merten finb. Sa in bem retftfminfligeti Stcicrfe btr tccfete 
gsintel immer gegfbm t(t, fo bebarf eö jur SelTtmmung bfg 
SDttiecfeö nur tiorf) jroEier ©tiitJf; mft&i'n juc SlufliJfung fei- 
d)fr Srcifde ©kic^ungeit, welche mit bem ©tfudjtm nur brei 
©lücfc enf&alten, ba tjrr rc^te SBinfel fdncr goniomEtnTtften 
gmittionen reEgtn »Egfdaf. Sie 3i&l b« aufjulöftntien giffc, 
mii&in flucö.bet jut auftSrung nöt^igsn ©lEicöungen i(i b(r 
ga^Iber au5 ben eicracnttn a,Jj, c,A,B,C, un(Er bsnen C btt 
rec^fc ?B3infEl fei, niöglii^En £ma(crnionEn, mlit)t C eni^al" 
ten, gleii^f «iiro =10. ©iefc SSerblnbungtn finb fol'gcnbet 
abcG acAG aÄBC 
abAC'acBC bABC 
abBC bcAC .c.A B C 
b c B C. 
iDtt SStrfauri^uns ber Seiten/ fo wie bttM'mM, bt^tintt 
f[<^ ^ier, ba C unbertEnberlic^ i)!, auf bie Sat^ettn a, b unb 
beren gcgenilbetliegenbe Sßtnfel A,B. S^a^ec Neiden von o6i* 
gen 10 a^trbinbungtn 6 iiiiisr dl^ tvefenflit^ txcfc^iebtn > 

1) abeCt 2) abAC; 3) acACj 4} bcAC; 
ö) aABCj 6) cARC; 

unter benen ani bfc 2ttn/ 3fen, 4ftn unb 5ttn türäj Vertan« 
ft^ung bEr ^ot^efen bie ilbrlgen 4 erholten werben. 

%6r biefe fe^ä Secbinbungen ^ben mit nun bfe aQgt' 
meinen ©(ei^ungen: 

1) C03C — cosacosb — ainasmbamC=:o; 

2) cotgaainb — cotgAsinC — <:o6bcosC^=b». 

3) smAsiDC = sina8iRC;' ■■ 

4) colgcsiub — cotgCsinA— coab cos A = o; 
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5) cosA-f^cosBcosC — siaBsinCcosaso; 

6) cosC + ^^osAco^B-— sinA8]nBcosc = o* 

Sfi nun C ber uätH ^inttl, fo toitb cosC=o; coigC=o; 
8tnG=l; ba^er ctQthtn f!(|f füv bai rec^ttpmfdge £)reietiE bie 
mfaätm @(eid}un0en: 

1) cosc-cosacosb=o; Ober cosc=scosacosb> L 

2) cotg a sin b-cotg Acts o; 9ber tangA = ~-2^j JL 

3) sin A sin c est sin a $ Ober sinA ss-r — I III. 

fiinc 

4) cotgc sinb — cosb cos A =» 05 

ober cos A =7^^^]IV* 

lang c 

5) cosA-«-sinBco8a=o: ober •»#•• cosA 

ssinBcosal V. 

6) cosAcosB — 8inAsinBcosc = o> 

ober tangAtangBcosccsl- VI. 

guf* 1. 1) 9ltt« cos c = cos a cos b (L) folgt: 
Senac^bem jtoei ©eiten bti rec^etoinriiden ZxcUdci gleic^artts 
ober miUiitjaxtii ffnb, {f{ bie br itte <^in ober >in^ 

2) mi tangA = i2B^ (HOi fo tOie au« cosA== 

° sinb 

8inBcosa(V0 fofd^f^^g jebe Xat^tU mit btm degenüber^ 
Ifesenben asinfel g(etc6art(s iff. 

3)Sltt<co8A=j5HS^ folfit: 

' tangc 

a) Seha^betit/ eine 56a(^e(e mit ber J^9poeenufe dl^id^rffs 
über ungleichartig i^, t({ ber dngefc^Ioffene SBinfet fpi^ 
ober pumpf j 

b) 3f(( bie J^ppotennfe mit einem anliegenben SBinfef gleic^^ 
artig ober ungleichartig f fo iß bie an bemfelben SBinfel 
liegenbe Xcitf)Ht im erflen gatfe <iw, im anbern >i7r ; 

c) ^ eine 5?at^ete mit bem anliegenben QBinfel gfeic^arttg 
oter ungleichartig f fo iß bie |)9potenufe <|^, ober 

• >in. Siefe 6% laffen ffc^ dbrigtn^ an« 1. unb ± 

herleiten, 

4* 



52 

4) 2lu« tangAtangB.cosc=l folgt: 

a) Sit ^ijpotcnufc ift <Ci-^ ob« >5ir, j(nad)bm bie ati^ 
liegcnbcn ^infel g((ii^' ober unslcit^artig finb; < 

b) 3ft bie ^ijpctcnurf mit cintm ond'cgtnben ©infd gldcd« 
artig cbEc imgicicfjariig, fo i|l bec onb«c onlicgtnbe 5ißin» 
fd rpt& ober (luitipf. 

IDie in 1, 3 unb 4 auägerptocbeneit @Äge äbtc bie @inii(acit^t 

im rtc^t» in fügen £iccicrfe laffcn frt^ in einen €i)g jufdntmen* 

foffen. 33erfic^t man nJnillc^ unter einer golge jKei Seifen 

mit bem e in gcf* (offenen SÜJinfcl, fo mit eine ©tite mit ben an« 

liegenbtn Sffiinftln; utifcc QBcdjfil ober bie brti Seiten tinti 

Sreierf*, fo rcie bie brei SBinfel, fo tann baö ©efc§ ber ©imi* 

lorität im ret^troinHigcti (Drciede fo ouSgcfprodjen »«ben: 

Scnai^bem jn>ei ©tfitfc einet golge ober eineö 

aBecfifetS/ tBcju bet red)te SBinJel nic&t gc^rt, 

gleichartig ober uuglei^artis finb/ J(l ba^ 

britte <in, ober >in. 

Swf- 2. Sie ©reicftuns II. i|l fiJe bj bie ©Iticftung IIL 

für c unb bit ©feii^ung V. fiSc B jweibtutig, wie bo8 ©reiect 

fclbfi, »enn eine 9at^ete (a) unb bec gegenilberliegenbe ^infel 

(A) gefleben iff, immer iweibeutig ifi. (g. ©. §. 38 unb 41.) 

3uf. 3. ©ei Sergleii^uns btr gormein (I.)— (VI.)6e<i 
tnerft man, bag in brei berfe{6en flc^ jnet Tangenten finben» 
ndmlid) in II, IV, unb VIj in ben fifcrigen I, in, V aftet nur 
@inuä, ober Sto^mS. €ine t>6Dige Uebereia|1inimung in ftber 
biefet Reiben 31bf Teilungen ItEgt fl^ etreitfienf wenn man für 
ben €inuä ober JSoflnu^ eincä SSogend obec Sinfeiä ben jto< 
ftnuä obec Sinud be^ ^omplemenfcä einfährt; woburc^ flc^ 
au^r febe Sangente in eine Sotangente »erwanbeln I^Ißf. Sle^* 
nen tvic bte Sleitfeungen l, III, V unter ber gorm: 

cosc^cosacosb (L); sina=:siiiAsjuc CIU.); 
coa A ^ sin B cos a (V-) ; 

fo crgiebf fit^ cfnc genaue UeBtriinjÜniniuiis betretbtn^tvmii 
^ fo 8efd}tiäii9^erben: 
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* , 1« cos c =s sin a' sin b' ; III« cos a' = sin A sin c ; 

V. cosAsrsinBsina'; 

m a, h' bie XompUmtntt ber Sat^eten a, b UbtnUn. SDie 
(Sinf&^twi Don ftompfementen betrifft babei nur unb tebed# 
mal bie ^at^eten. SRerf »ürbiaec SSeife »erben auc^ bte 
@(ei(^ungett i 

*'^ ^ ~ tSJs ~ tanga^cotg A (IL)J 

^^* ^ ^ iSf^ ~ ^^''S t . cotg c a V.) i 
lang AtangB cos osssl; ober cos c ==3 cotg A cotg B (VI.); 

eben babnrc^ t>6atd f onform , ba§ für {ebe Sat\)ctt ba& 5(om^ 
lyiement berfelben gefegt wirb. Senn man er&dlt: 

IL CQS b' = cotg a' cotg A ; IV* cos A = cotg V cotg c; 

' VI. cos c = cotg A cotg B. 

@o rebuiiren ffd) jene ftd)i ©(etc^unsen anf itoti formen / tn# 
bem in ieber ber er|!e %^til ein Äoffnu« t|l; ber jweite S^eif 
ift für I, III, V ein ^robuft iweicr 6inu«5 für II, IV, VI ein 
^robuW jweier Äotangentem ©iefer merfwürbiflen Ueberein- 
pimmnns ber formet n in leber ber beiben Slbt^eilunsen niu§ 
eine Uebereinftimmung in ber Sage ber suge^6rigen @täcCe 
entfprec^em 3n ben @(eic^ungen IV. unb VI. bemerft man 
foglei^, ba§ ba« in bem erßen X^eile befinblic^e @t&d (A, c) 
unmittelbar jmifcben.ben ©tücfen (bc; AB) be^ {weiten S^ei# 
Ui liegt, inbem aSe brei eine gotge in bem oben (3uf« 1«) 
iejeic^neten @inne bilben; in IL jeboc^ ifi b burc^ ben rec|)ten 
SBinfel bon a getrennt« S)a inbeß bie gunftionen beö rechten 
Ißinfetö in ben gormeln nic^t gegenwärtig finb, fo fann ber^ 
felbe ^ier ganj wegge(affen unb bie ^at^eten a, b ali unmit^ 
telbar , wie bie Qtndt einer golge , {ufammen^dngenb ange^ 
fe^en werben. 3nfofern nun lajfen ficb bie ©Icic^ungen fflr bie 
%olQm in n, IV, VI in ben aOgemcinen Sluöbruct {ufammen« 
fajfen: 

1) S)er ftofinud eine« ©tüdeif tji gleich bem 
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Pttbuttt <ttii btn Xotanttnitu^tt {nnmitttU 
i»t) an bemfclltit l{(0cnftcn &t&dt. 

3s btn mtidtunital, m, V fto»tt Wt# o^nin nitt 
flau, trenn aüi) b» rtdjte SQinftl 6et @eifc gefegt tvirb. 33iel« 
mef)! litgcR gier bie in bem {tveiten tfiiUt jebtr @leic^ung enf' 
^altcntn @iücfe unmittelbar an tinanbec (im ^egenrn^e son 
II, IV, VI) unt) machen btn Sinfang einet golge, bic lebocft 
unterbreiten nirb buri^ baä im erllen X^eile ber @(eic^uns 
enthaltene @tucf , neldjed bon jenen Reiben getrennt ifi burd} 
einen injifcf)enlie9enben SBiiiteT ober eine anfiegenbc Seite. 
S^ittaai ergiettt fiel} aber juglcic^ ber atlsenieine 31uäbru^ bec 
©leicftungen I, UI, V. 

2) ^er ^Dfinuä eined ©tiJcEed Ift gleich bem. 
^ttbaUe duä ben @inu€ bcc bon bemfel&en ge- 
trennten ©tiJde. 

Sa in ben äernionen ber ©leicftungen I— VI öUe m&s« 
licfie Sagen fe breiet Bt&de btS rec^trcinfligen Sreitefe^ eor« 
(ommcn, fo pnb bic mÖ9lid)en gäüe bct Sluflßfung redjtirinfs 
liger in ben &A^tn (1) unb (2) enthalten, (ei bentn Hic^t jn 
«crgelfen ift, baß jlatt ber j^at&eten immec btren jtompltmmt^ 
ju fegen finb. 

©ie« finb Die 3i e p e t r* e n SS e 3 e 1 n , MO bem Ctpnb« 
der Sogarit^men mit^biefen {uglei^ betannt gemael^f. (Miri- 
fioi canODis logarilhmorum desonptio^ Cap. 4.). 

Jtnmeti. 1. SB^nn biereWegem fo oorgefragen werben: 

1) sDn Äofinu« M mfttUten ®töirt'i|l gWd) bem ^>»« 
. bufte aaS ben ^otangenttn-bet anliegenben ®täd( ; 

2) Set ÄofinuS be8 ra i ttl e 1 1 n ©tfiie« ifi gleid) bem ^tobuft« 
üüß ben ©inuä bet setrennten ®tüät — 

fo ift ber StuSbru* „beg mittteten" ©tfiife« in (2) unteflinimft 
weit In ben ©lel^nngm .1, III,V ble fn bem etjlen Ztjeile entljatteiKB 
©tficfe c, a, A ntä)t mittlere bei: juge^idaen Slernion \t\n l5n» 
mn, roenn ble ©tfirfe be« ^xtUätS — mit UebergeEjung bea ce$» 
ten SBInfeW — ffit olle Secnlonen nat^ einer unb bei: fei* 
ttn Kle^tuttg ftetgetä^lt treiben;, teti 'bti^ bic fdxMdfbauMt bei 
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Bhiün ieUtiitn tohtU. Stefet SSetfa^ ,;mtWte'' ift cibn audfi 
fi^erflfifftS; mnn bie Steseln tok eben auegebcädt nwbem 

^nmerf. 2. Min anbetet «^ätf^mittet^ bie Formeln ffir bad 
fp^itifc^e redS^tn>!n!(tge 2>cefe(f im ©ebdd^tnif 2» 6ei;)a(ten; bietet 
bie ^(nalogie betfelben mit benen f&t ba^ tim ted^infUse 2)reie(f 
bov« 2>enn an bie Sormeln: 

sinAsss — I cosA=— ; tangAsss-r-: cosAsssinB 

C C " D 

tang A tang B =7 1 1 

Caffen {td^ bte obigen : 

. . sina . tancb . tan^a 

8mA=-T — ;cosA= — 2-.. taneA=5s-r-=T-; 
smc tangc ^ siab ^ 

cos AscsinB . cos a ; tahg A tangB cos c= 1 ; 

tm fo leidster fnfipfen; a» fene im ®ntnbe nut ©eftnitionm bet 

S(miometrif((^en Sunftionen ftnb unb (eic^t Uralten mecben. 

2)fe llmlo^it bec formet cosc=:=cosacosb tinb bet fftc ba< 

ebne red&twinfHge ©reierf c*=sa* + b* jetgt fiä), mnn man bte 

Aoftnu^ in berfeiben butcll^ @imtd ober Sangenten ^u^btädt, no^ 

bet Sormel 

^ jl+tang*9 
SSon. etl^itt bann : 

sin^csssin^atif' 8in*b — sin*a8in*b; 
tang* c =taiig* a+tang* b + tang* a tang* K 

3(uf eine anbete 9Beife eti^dtt man ju bet Socmel 

a* = c* — b*»(c + b) (c— b) 
bie analoge: tang*ia=tangS(c4-b) tangi(c — b). 
-^ « •« cos c ^ ^ ^ ^ cos b — cos c 

©enn t9 ifl cosa= — 7-5 babet 1 — iosa=s «nb 

cosb cosb 

^ , * cos b + cos c ^ ^ 1 — cos a cos b — cos c 

l + .cosa = 4- ;. ballet r-p =ß r---r- ; ' 

cosb 14-cosa cosb 4" cos ^ 

Obet tang* i a =5 tang i (c + b) tang i (c — b). * 

§. 17/ 

£)a bai Ouabrantenbreiecf ^ba« ^oTarbreieA eines 
re^tminfCigen 19, fo finb bie 6eiten unb SSinfel bti U^ttvn bit 
@upplemenle ber betf Quabrantenbteuctetf« X>a^er et^jft man 
oitf bin für ba$ u^mMUit S)rei€(t aufit^tUttn SAtmcUi 
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folgfnbe für haS Üuabrattffnbrtiecf f in mtli^tni Me BtHt c 
als iluabrant eoraiiäsert^t wirb. 

1) cosC Ä — cos Ä. cos B; 

2) ,.„ga= !^i 
_, , siaA 

4) ,„„=_J£!!I|, 

' tang C 

5) cosa = sinli.cosAt 

6) tangatangb. cosC=— 1. 

SSott bet SSettaufi^ung ber €eUen i(t btr 0uabrdnf c «ufigt' 
fc^Iofftn. ÜDit äJüttaufi^ung bcr Slit^tquabcantcn a,b in btn 
SoTineln 2, 3, 4, d gicbt bt'e übrigen 4 gormdn füc bic 31uf' 
liruns bec 10 giSDe, roeldje aud» ^icr mSglit^ finb. 

gt'ic bie @imllarita( im Üuabrontentceiecfe tt^lt man 
(luö §. 16., guf. 1., baö ©efe^: 

3(nad)berti jwei ©tiicfe einer gotge ober e(. 
nti ^tOifelg, tvorin bet fludbrant fi0 nic^t b<> 
ftnbtt, gleich' bber unglei^artis finb, ift baS 
bzitte Btuä >in ober <*'r. 

Ä((3emeine SfufUfung bec fp^dtifc^cn . 

SDceieife. 

§. 18. 

iDtt Sfuflffung bet »c^twintljgen fl>^(Erif^ett >DctIe(f( ^at 

feine @c4»lttigrett, ba bie Formeln fdcbitrel^cn U^r einfach 

unb für bie logacit^raifc^ ^ectc^nung bequem finb. 3nbem 

tiefe ba^er Abetrsangen nitb, foü nur no^ bie ^nwenbuns b» 

»iet ^flupigfeitöungen auf bie aiuffSfung f^iefMinfliger ©tei« 

<(fe rä(ffid)t(i$ ber 3uf<immeniie^ung berfelben in SaEtottn 

tnittelft einjufil^renber Ssuif^rh^tn geteigt werben. Sie mjg> 

liefen Slufgaben bei SIuft6rung rpMcifi^er Ctcietfe laffen fie^ 

1144 ben Seenionen <iu4,ben.@etten unb SBinhrn, burc{) tvetcdt 

ein ßreject beftimrat nitN auf ft^i ^iUt feinst». & Htm» 
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tiimii^ gedefien fein: 1) bret Reifen; 2) iwti etittn Mb 
in eingefc^Iojfene SBinfel; 3) eine (Seite unb bie onliesenben 
9ßtnfe($ 4) brei WinttU &) itoti Selten unb einer berge« 
genfiberUegenben SBinfel; 6) {wel Sßinfel unb tint ber gegen# 
fiberliegenben Qtittn. £)aratt$ entfielen fofgenbe 18 fAufQaUni 
@egeben if{ ^efuc^t mtrb 

1) a b c ..... ABC 

(I) (I) (I) 

2)abC ABc 

(ui; (III) (1) 

3) A B c ...... a b C 

(UI) (UI) (IV) 

4) ABC abo 

(IV) (IV) GV) 

6)abA BCc 

(10 (IH) (I) 

6)ABa bcC 

(II) (lü) (IV) 

r^o burcb h H Uh IV bie J^auptgleicbungen angebeutet flnb^ 
burc^ tt|tc()e ba« ©efucbte gefunben n>irb, 

^t fttt % all 
©egeben : a, b, c. 
(Der SBinfel A ivicb burc^ bie ^ormel gefunben: 

cos a — « cos b « cos c 

cos A = r-rj— z -. 

sm D • sin c 

Ser Logarithmen mgen fe|e man : 

cosb=n8in9; cosa=::ncos9)jsincj 
. .- - cos b sin c cosb . 

, ' ° cos a sia 9 

. ii(S]nc.cos9 — siiKp.cosc) nsin (c — (p) 

C03A= » i_ . ' . = — T—r — . ' 

smb smc flinb sine 

cotgbsinCc— ' y) 

siac.siny 

Sftr 9 fann fogletcb ber (leinjle ^ert^ 9 genommen tverben. 
2)enn ba im Slflgemeinen (p=Tn + q> iß, fo ifl: 

8in(c — y) = 8m(c-T-g)' — ttt}«^ sinCc — 9)cosr^i 
unb sin 9> s3 sin (9 4* i^ ^) = ^ia 9 • cos r 9r ; alfo : 






/ 
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*t&=5) = "H'-f') , ä,„f u,mi ÜBtifi m» man 

B tmb C. aSorf^cil^afKt alä blefe %uflh[mQ, bei tstld^er 
man für einen ^infcl ft^ämal, für aUe btti SBinfel jwölfmal 
attffä)lästn niugr — finb bie $• 28. für sin jA, cosSA, 
tangiA cntnidelten gormtfn: 



n5A! 



"* * sin b sin c 



tai.s.3«.-v siuKa + b + c)smi(c + b-a)' 



igjA=- V — ■ t ■ - 

° ' sm b sin c 

.^^>/ ^nri('t + b — c)sinj(a + c-b) . 



Don benm bit It^tt mit fic^enmaligcn äluffctjlascn aUt brci 
SBinftl 9i^(*t* 

§. 19. 
Bntittt%all. 
©egcfecn: a, b, C. 
1) gut A cr^d« man aüi btv ©Iei*uii9 

cotga Biab — cotgA ainC — ■ cosb cosC = o 

Ue goritiel 

cotc a Bin b— cos C cos b 
cotgA= -^^c 

©(gt mfln &f«C colga = ncoaq5i eoaC = nsinq5; fo ijl: 
C08 C , 
tKDgq'^cosC.tangiaj n= ■ ■ ■- _ j Utib 

. nsinfb — v) cotgC sfti (b -— ^X 

'°'8^=— ItoC ÜT» ' 

tttt teiigA= "."'l^'"°,'! ; BIO »irttc Hr ««n(h ®m6 

° 8111 (b — q>) 

«Ott v genommen »etben fann. 

2) gut B cr^ait.man auf btff(l6( ÜBelfe 

tangB=*-^^^, inbera tangV— coaCtangb. 

3) 2)Je btitte dli|t o wirb onö twr ©(eic^ung 

cbsctscosCsioäsiBb -}* <^BB co^b 
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defttnbett« fD^an fe$e cos Cdn a =: n cos 9 ; cos a == n sin 9 $ 

lÄ « cotga __cosa - 

ift tang9= — 2prJ nÄ-r— ; uttb 
V ° cos C sin 9 , 

5 /1. • N c<^s a . sin (b + q?) 
cos c = nsin (b 4- wjssa . ■ > i' Tt , 

SDurc^ bie Formeln f)on fSltptt ($. 33.) fo mte bnt^ bie @au§% 
(eben (s^ 32.) er^U m<)n auc^ für biefen SaS eine bequemer« 

§. 20. 
[Dritter gaH« 

®eae6en: A, B, c. / 

1) Um a {tt finbeHf ii^itt man aui 

cotg a sin o — cotg A • sin B — cos B , cos c.dfi o 
•.» ff ^ t M. ■ cotg A sin B + cos<3cosB 

bie gorme( cotg a =5 — 2 — — --z: 

" ° smc 

in ber mon cotg A = n cos 9 ; cos c = n siii^ fe^en f anti« 

#9v »i« A cos C 

©atttt tft taDg9)=:tangA,cosc; nsas-: — 

° ° sin 9 

^^. . n sin (B + 9) cotg c ^ sin (B + tp\ ^ ''^ 

° sine s\nq> ' . 

Ober lang a =^ '^gTL^^ *^^ ^^'^ f (em|?e SBerf^ boti 
9 genommen toerben Um. 

2) gär b er^dlt man ^ierauö burc^ .SSermec^fefuns 

- tangc.sin^ _■, . « 

tangbg» 3.^^^^^^ > »0 tangi/;=i=tangBcosc, ^ 

3) gdr C |at man ^ 

cos CsscoscsiaAsinB — cos A cosB; 
Ge^tman co8csinA=ncos9; cosAcansin^; fo .(t^Ut 

man 

-, cos A . sin (B — ^ <p) _ ^ cotgA 

cosC= i r-i^ ^, »0 tangg>=5= — ^. 

S:)ie IRtperfd^en unl) t)U ©außTt^rn ^ilMfo finb ^Uc (0(n fo 



cos^a. 



S i ( r t e c S *> ' '• 
iStitUm A, B, c. 

gijT bie ©tite a f)at man bie Formel 
^ cosA + cosB cosO 

cosa = ""PT^^C ■ 

l5t(( Ulan cosA = ii coaqisiiiC; cosB=^ii siiiq^; fo tt^bt 
B* ^ cosBsiiiC cosB 

' ^ ^ cos A ' siu gi 

nsin(C + ijr) cot gB siti (C -f ip) 

COS 3l — .;' - f^ — ^^ , — --, , ^ — - 

£iM tisin Li siiiLsiiif 

€S(n fo fi^^e( man !> unb c. 

Stoc^ 6i*c fann man ficö Ur §. 29. aufgtffsßtcn Sorradn 

= A^/ cosi(A+C — Üj cQ^(A+^^^ ' 

* siu B sin C 

..„ X ._ . / ^^^j(A +B+Cjcü3K B+"C^^ 
Ein 2 a. — -y • Tj^-g aj^c — ' 

taiig5a_V^^-^-^-C_ß)cosi(A + B-i;)' 
.mft bemrel^en SJort&eiU; tvie ber (!^ii(ii^en im tipn ^aUi, 
(cbietun. 

§: 22. 
g ß n f t « t g « 1 1. 
@e{|((en: a, b, A. 
SDüfcr uub in folgenbe ^afl finb ti'e jttefbeufigttt 
g(E(lt b(r f)>&dcird)(n Srigonometrit, weil ben stgebiten 
©täcfm itvei uerfc^icbcrte SDreie^e cntrpred)en Mnnen, unb 
iwar in bitfcra gaSt, ntnn 8ma<8iDb ifi. 

1) Z>tt ^iattl B finbtt ff^ na<$ bem ©inutfgtft^e 

. _ ' sJDA.sinb 
sinB = : , 

sitia 

1) Ktan sia a,.. siqb i(tt B simil. b. 
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2) mm sina<sinb, B|0)etbeu((s; fbtDo^I <i7r, 

2) S)et SBfnfel C tt){cb burc^ b{e ©leic^uns 

' cotgasinb — cotgAsinC — cosb cosC=o; 
ober cotgAsinC + cosbcosC=€otga»sinb, itfnnbitL 
©egt man cotgA = ncos9); cosb = nsin9); fo i|I: 

cotflfA cosb cotgA 

° . smb smy cos 9 

nsin(C4-9)^=cotga.sittb, ba^er 

sin(C + 9) = — 2_ = —^ r, 

"^ n tanga 

SBirb (C+g)) burcft 1// Sejcfcftneff fo ffl C=i/i— 9* ©a 
C>o unb <^ feon wu§, fo ifl nac^ S-9* f^r 9 ber Meinpe 
SBert^ 9 ) fär t/; aber ber fleinfte V ober beffen (Supplement 
w — %ff\ bai für ein negötiüeS V gr^ger/ oW tt wirb/ jtt 
nebmen. £)i^re Sn^^ibeutigfeit be^ yt entfc^eibet f!c& nun nadft 
§. 9. unb 12* fo": 

1) SBenn sina^sinb; 

fo jjl v^ijr, fenac^bem A fcLj ^^ 

2) SEBenn sina<b; fo f|l t/' iweibeutig» 

€^ entfielt noc6 bie Srage, welche SBert^e t)on B unb C im 
{weibeutisen S*aOe ju einem unb bemfelben sDreiecfe ge^iren. 
SDie ^tfc^eibun^ift: )u bem grißeren C ge^Srtbaö mit 
A gleicbartige. B. 

3)enn f« feien (gig. 4) ABC unb Aß'C bie Beiben 
^reiecfe^ welche aui a,b,A fic^ fonflrutren (ajfeni unb ixoat 

fe|).AC=b5 Cß==Cß'==:a; CAB = A. Ott« t)On C auf 

AB gefdOte ^Perpenbifel CD fdOt bann jwifc&en Cß unb 
Cß'j ba^er ifl CßA simil. A (9. @. §. 39.) unb Cß'A 
dissimil. A; alfo btt« gr&§ere C, ndmlic^ ACB, {u bem mit 
A gleichartigen B (CßA) unb ba« Heinere C (AGB') jubem 
mit A ungleicftactigen B (CB'A) gejEiorig* • . 

3) 2)ie ©ette c finbet ftc^ auf ber erßen ^anpu 

gleic&ung: 



/. 



!taiig9>= 



-^ €2 

' cMA^nti8ia«4-<MMb£MeD»eosa. 

«ölgb" „_co8b ^ 
cosA ' nay 

fi sin ba^ in 2. bimtttt, ^tt ^nffii^ibiitis Ut Sv>tiUüti^ 
UHbt« V i^ ^Ut hlt^tlit , «ktUn. 

1) 3(1 dna^sinb, 

fo ifi ^'^i'r, jena^bcmA jdSLilj *> 'f- " '"* 

2) 3(isiiia<smb; fo ifi i/' jTOeitieutlg. 

fjm Icgterit gaQe ge^^rt baä grögcre c tu t)tm gtSEfereti C, 
olfo jii bcm mit A gCei'c^aTtidett B. 6inb alle brei <Bt&ät 
B,C,c ju btrti^ntn, fo fann man outÖ, nadjbtm B gcfunben ' 
i(t, für C unt) c bie SßcperfdKn gornuln nnmtnben. So(^ 
mMtC/ bfrDnb«rd rocnn (in jnxibmtig» gaU eoOftdnbis apf* 
flel6|l »erben feDtr, ble ^itr anfleäebene SlupSfung (lirjer ftpit, 
ba man fiir beibe Siuitdt nur achtmal aufjuf^Iaaen biau^t. 
§.23, ~ . 

® t t!^ ft t t % 9 11 

Qtititnt A, B, a. £)ieffr gaO »Irb sani »it btt »dt* 
^ergebtnbe auf3tI6|i. 

1) giU bie eei(e b iff 



8mb=- 



sinA 



2) 3ji ßmA<BmBi fo ijl b jnxibeuti'g.^iw. 

9) gäc e tDtrb aud ber @Iel^nng 

cotg a sin c — i£os B cos c s=± cotg A . sia B, 
nie im obrfflcn fi«D^ ttfaÄta 

c = yi + 9), 
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Intern taug g)=tanga. cos Bj 8inV/= "^°f^ J,pi2 {jf^ 

ÜRatiM^ier tDieber für 9 bett lletoffett SBert^ (u ne^tnetii 
für ba4 {weibeuttfle i// a6er i(l bie Sntfc^eibuns : 

i) SBetm sinA^sinB} 

fo Ijl tp^i^, fenac^bem a \j^i'\ B. 

2) 8Be5tt*smA<smB Ijl^ fo tfl V jweibeutig» 
3m {toeibeutisen gaOe ge^Srt ^iet bai Heinere c unb bai 
mit a gUic^artide b )tt einem S^reiecCe; xolt f{c^ burd^ 
büß ^olarbreiecf au^ bem fünften ^aHt ergiebt« 
3) %&t C if{ bie @(eic^uns 

cos a sin B sin C — cos B cos C= cos A, 

ouö ber ffc^ erfliebt: C=xp+(p- inbem tang9=^^-^; 

• cos a. 
cos A sin q> 
^ cos B 

' 1) Sil sinÄ^sinB; 

fo iff i/;§i7.i . lenacQbem ä {^1^^"^} Bi 

2) 3fl sinA<sinB; fo.fann t//<i7r, unb 
>tS^ fein. 
3m {tteibeufisen gaOe ge^Srt bai ((e{nere C lubem tUU 
neren c unb {ubemroit a sleic^ärtisem^b. 

©Iti^un^tn f&r fönf unb för ^eä}6 @t&(fe 

beö S)reie(feö^ 

' ^ttö ber SSerbinbund ber Dter ^^aupfgleic^nngen, bte nur 
t)ter &tiat bti S)refe(fe^ enthalten, (äffen fidf für fSnf unb 
für oUe ftc^ ©tütfe bejfefben d^nUc^e ©(eic^ungen abkim, 
bie fomo^ m unb f&r fid^, aii fit Utk trisoniftnetrifcOeu 
Xaltnl ibfO^pt ^on m<S)ttsUlt flnb» ^ ' 
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I. gür fünf ©tüde. 
1) giir brei 6eifen unb iiuci SSinttl. 
©t^t man in itt Gltitftung für a b A c 

cotgasinb — cos b cos C — cotgA sinC^o; 
cos a sin b , „ cc 



obec 



sC- """. °;"" = oi (21) • 

tin unb multipli'iirt Sllleä mit 



sina, fo tiffSit man: 

cos a sin b — sin a cos b cos C — smc.cosA=o; (A.i.) 
S)ur(J) SSectaufc^uiig &on a, A mit b,B tt^dlt man 

sin a cos b — cos a sin b cos C — sin c, cos B = o ; (A. 2.) 
2) %üt brei SSinfel unb {Wti Seiten. 



SSirb in (31) für 



sinb 



cingefffit -v-r unb Mti mit sinA 



sina " ' ■ sinA 
multipliiirt, fo ti^M't man: 

cos a sin B — cos b cos C sin A — -cosAsinC^o; 
DbCt cos A sin C + sin A cos C cos b — sin B cos a=ä o j (B. i.) 
unb burrf) SSt'rwedjfclung Bon a,A mit c,C 

sin A cos C + cosA sin C cos b — sin B cos c = o ; (B. 2.) 
gilt.bie m&glid)tit SSerbinbungen ju fdnfen aü$ ttxt Sditten* 
ttn o,b,c,A,B,C ergeben flcft ba^er auö (A 1.) bm^ SBfr« 
taufcbunsen folgenbe ©leic^ungen: 

1) cosasiab — sina cos b cosC — sine cos A= 

2) sina cosb — cosasinb cosC ^ sine co8B = 

3) cosasinc— -sinacosc cosB ^sinbc08A= 

4) sinacosc — cosasinc cos B — sinb cosG = 
« 5) cosb sine — siabcosc coaA — sina cosB = 

6) sinb COSC — .cos b sine cos A — sina cosC = 
unb au« (B.I.) 

1) cosAsinB-{-sinAcosBcosc-^ 8iaCcosa= 

2) sin A cos B 4- cos A sin B cos c — -tia C cos b= 

3) cosAsiaC-{-sJnAcosGcosb~^ 8iaBeosa= 

4) ein A cos C -\- cos A sin C cos b — «in B cps c = 

5) cosBsin C4-siQB^M>8Ccosa — 8iDAcosb= 

6) 8inBcosC-t--co8B6iaCcosa-^siQAcosoc: 



(A) 



U) 
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■ 1 • t ■ 

IDaf bte {i^etfe Steige (B) ouS »er äffen (A) burc^ ba« $o# 
Iarbrete({ ermaßen oirb/ {eist f!<6 auf bett erften S5Itd. 

§♦ 25. 
Sflr bfefeI6en fünf 6fficf e ersiebt ffc^ iK^ \m\ti^ 2)opper# 
paar Dott' ®(eic^]iRjen m% ber (cjfett tinb tiertett ^au|^t« 

1) SÄt a, b, c^ A, B. 
9Ran multtplijire bie ©letcbuttd 

cos A sin b sine Hr cos b cos c {?=s cosa 

, sinB sinA 

. sinb sina' 

fo et^dft man t 

sin B (cos A sin c + cotg b cos c) =^ sin A cotg a \ (C) 

2) §fir A,B,C,a,b erbdU man aug bec öorftebcnben 
eine ®(ei($un^ , wenn bief^Ibe auf \>qA ^orarbreied angen^enbet 
tüirbi ndmltc^t 

sin b (cos ä sm'C — - cotg B cos (3) = sin a cotg A j (D) 

ober man ttiultiplijire b(e t)ier(e Äaupfgreicbung 

cos a sin B sin C — cosBöosC == cos A 

^ sinb • sin a 

•^ * sinB sinA 

Succ^ aSerwe^felunden er^4U man wie libeni 
au« (C)* 

1) sin B (cos A sin c -f cotg b cos c) = sin A cotg h!C\ 

2) sin C Ccos A sin b + cotg ö cos b)ii: sin A cotg a ;l 

3) sin A (cös B sin c+ cotg a cos c)= sin B cotg b;f .^ 

4) sin C(CösB sin äH- cotg c cos a)=i sin Bcotgb/ ^ ^ 
ö) sin A (cos C sin b + cotg a cos b) = sin C cotg c A 

60 sin B (cos C sin a + cotg b cos a) = sin C cotg c ; J 

• au« (D) 
" 1) sin b (cos a sin C *- cotg B cos C) == sin a cotg A i\ 

2) sin c (cos a sin B — cotg C cos B) = sin a cotg A J 

3) sin a (cos* b sin C — cotg A cos C) = sin b cotg B l ^>. 

4) sinc(cosh8inA — cotg C cos A)== sinb cotg B/ 
r $) sin a (cos c sin B — cotg A cos B) == sin c cötg C ;l 

6) sin b (cos c sin A,— cotg B cos A) =« sin c cotg C ; 
IL . ^ 
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Änmcrf. Bit ©Itidjungm blrfeö §. finb bticdj Seloms 
6te bcCnnnt geivctben, brt pt bcf ffnCividetund bti tiigonomfttii 

§. 26. 

1) stimmt man bie cr|le unb bit ütntt |)dupfgleii$ung 
cos a ^cos Asinb sine -{- cos b cos c; 
cos A = C08 a »in B sin C — coa B cos C ; 
unb multiplittrt bie crfte mit cosA, bfe {weite mit cosa, fo 
gtbcn bie {weifen X^tJ(e bie @leic^un9 

cos'' A sin b ain c + cos A cos b cos c= cos* a sin B sin C 
— cos a cos B cos C ; 
büju bie @[et$t)ns sin' A sinb sine = sin^ a sinB siaC 
at)t)irtr tvel^c «Uä ainA8mb=8inasiiiB unb 
siiiAainc=smasiDC folgt/ gie6t 
sinb siac -f- cosA cosb cos c = sinB ainC 
— cosa cosB cos C CE)- 
SBic bicfe ©leicfiung füt b,B unb c,C fijmraetrifcö ifi, fo ecs' 
6d[t mon pe fflr b,B.unb a,A, fo »ic plt a,A unb c,C 
burt^ it^izm SSertet^relunatn* ^i'f^ bVti ^cit^iingcit |u- 
fammenaefleCt finb: 
i) fiin a sin b + cos a cos b cos C ^ sia A »in Bl 

— cos A cos B cos c 'J 

2) sina sine + cosa cosc cosB =8inAsinCl . 

— cos A cos ü cosb/ ' ' 

3) sinb siac -f* cosb cosc cosA ^ siaBsinCl 

— cosB cosC cosaj 
^DUttl. (Sasnioli fiot bttfe \ti)t einfa^e Sonnet guerft 

trfonnt Qtma^t 

2} ainbece ^thSimsm juir^en f«^ Qt&dm «H't .< 

mn (ttti ben gormtEn bti f. 24. 

eia c cos A=3 cosa sin b~-siDacösb cos C; (A. !•) 
sin C cosb =8iaA cosB-H cos AsioB cosc; (B. 2.) 
iDie Quotienten aixi bera trfien %fftiH ^er einen mb ttm 
i»tiien btt onberb dcnommen/ gftbf t ' 
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sinC cosb siDÄcosB-f-cosAsinBcosc 

.cosasinb-sinacos-bcosG sine cosA 

S&^kt unb Sienner im erßen Steile butd^ cosb, im ifotltm 
tm^ cos A bit)ibir^, gtebt bk @(ei^ung 

sinC tangA cosB+cosc sin B ^) /« j % 

tangbcosa-cosCsina sine >v • v 

burcft »ewecftfclunä t)oti a, A mit b, B er^clft niött ^iej«; 

sinC> lang B cos A+cos c sin A f-^ ty>. 

tarig a cosb- cos C sin b sine > v • y 

^tefe ©(eic^ungen ergeben burc^ S)tt)tflon : 

tang a . cos b - cos C sin b» tang A cos B + cos c s in B 
tang b . cos a - cos C sin a tang B cos A + cos c sin A' 

SDiefelbe SSe^anblung ber @(etc^ungen 

sin ccosA=cosasinb — sin a cosb cos G; (A. 1.) 
cos asin 0= cos A sin B-|-8in A cos B cos c ; (B* 1.) 

itSitU t 

si n C sinB-f-tangA cosB cosc ^^p j x 

sinb-tanga cosb cos C sine ' * /^ 



unb 
sinC 



sin A + täng B cos A cos c .^ ^ v 



sin a- tangb cos a cos 

titt* §. 2i. {A. U) unb (A- 4,) er^It taan auf bicfelbe ®e(fe : 

cosC sin a cotg c — "cos a co s B ^ „^ 

cos a - sin a cotg b cos G"~ cosA ^ \ J 

au«<A.30 unb (A.60 folgt: 

^ cosp cpsc — cos A cotg b sin ^ ^^ 

cotg a sine — cos B cos c cosA * / 

mi (B.10 unb (B-6.): 

cos C ^^ cotg C sin B 4* cos a cos B 

cotg A sin B + cos c cos B cos a 

SDU S^erbinbungen biefet m (äffen ffc^ nod^ terme^ren unb 
Qb^nbetn; fl< mi^ttn inbeß nur feiten Sfnn^enbung finben. 

*) «»«ifal» von txtcimhvt (twi^nt te fdn« VßrottomU. 

6» 



* 
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$« 2/ . \ 

3) @e|( mau in bet ©(nc^ung §. 25. (G.6.) 

sinBcos Cfiin a 4* sinB cotg b cos a = sin G cotg c $ 
fät SinB sin a 6ad gleiche sin A sin b, fo credit f!( fec^^ 

sin A cos C sin b 4- 6U1 B cotg b cos a = sin C cotg c ; (K« 1«) 

tote fBertäufd^ung t)on a, A mit b>B gie6t: 

sin A cotg a sin b + sin B cos C sin a = sin C cotg c ; (K* 2.) 

au« §. 25« (D. 6.) ftnbett ffc^ burc^ d^nüc^e Slenberung bie 
eietcbunsen 

sin a ces c sin B — sin b cos A cotg B = sin c cotg C ; (L. 1,) 
sin a cotg A cos B — sin b bos c sin A =:- sin c cotg C ; (L, 2.) 

bk ibmtniMi ^tAatbmtd Mi (K.1.) unb (K.20 ergiebu 

Sotmetn fär f^albe @etten irnb fiE^infel, fo 
xoit f&t Summen unb S^ifferenjen mel^rerer 

J. 28. 
3(tt« ben bisher enftDictelten @(e(^unden/ toelc^e nur 
gunftionen sänket unb etn| einer (Stilcfe be< 2)reie^ei$ 
etuj^olten/ (offen ficb fdr J^dlften einjelner @(tl(fe unb für 
(Summen ober £)iff(renien. )meier t^nb mehrerer @tü(fe {um 
SM fe^t elegante 9{u«brücfe herleiten i bie nicbt nur fär bte 
Slyflifung fp^drifc^er Sreiecf e f)ort^ei(^aff, fonbern oucb filr 
bte fpbdrifc^e ®eome(rie überhaupt fe^r »icbtig finb« £)ie Snt« 
i»\dilxLXii berfelben beginne, mit einer Uroformuitg ber erffett 
J^ptgleicbung ^ bie oucb ^ier a\i einzige $unbamentalg(ei^ 
^ung betra<^tet tt)erben fann^ unb {war mit ber 9(ufgabe: 

Ol .. ^ ft. ^ />» r A COS a — cos b cos c 

9lu* ber gormel cosA= t-t—. 

sin b sin c 

anberefir siniA, cosjA, tangüA ^eriuleitim. 
i) ^är sinüA. SKan (ie^e beibe Steile ber @(etc^ung 

. . cosa— cosbcosc - ^ -i - «f#^ 

cosA*?a r^— : ton 1 abf fo erbdft man: 

smbsmc ^ 
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. COS a - cos b cos c ^ sinb sinc+ co$bcQa&-cofta 
l-cosA=l-: SnbdiT^ ~ ömbsinc 

_ cos(b — c) — cosa 
sin b sin c 
©e$( man b— c=i//; a=g); fo rflE cos(b — c)~co^a = 
cos V; — cosqp =5 2 siniC^ + V^) sini(9— 'V) (S- 2^ 46.); 

' , . ;2sinf(a + b~c)sini(M-c-^. . 

l-^cosA^ss — : — " ■ — r--ir" . ' " ' ' 9 

. smb sine 

ba^ert . 



sin D sia c 



PbCCt 



,^j„^;^_ / 8ini(a+b — c)8inj(a + c — b) , (j.) 
▼ siabsinc 

»eld^e gormer jur »ertcftnung eine f gainfeW «u« brei ©ei. 
fen bequem ip. JDa« SBurieljeicbtn Ijl mt pofHit>, ia 
siniA ni*f negötjo fein fann. S« ©lau« ftlbfl 1(1 o^ne 
3»<ibeufi8ftU/ ba A<5r; iA<i5i:, flifo iA bet «einjicjtt 

bem ©innö 'd(l>Sri9( $OStnfd ifl. 

©ttc^ Secwfc^feluna »on A,a mit B,b uttb mit C,c. 
<t^äU matt fit B unb C : . 



sm a sin c 



▼ sinasiub 

SRan bemerke, bag m ben Srinoraleti a+b — o» a+c— b, 
b + c — a, febfimal bie ben au^iubröcfenbcn SOBinfel ein« 
fc^lief enben ©eifert fubtriftlö flehen ; ble bemfelbeti ge^eti. 
übetdeftenbe Seite »on bec ©ubtraftion auSaefcbloffeti bleibt» 

2) ,$&t cosf A. 
SBenbet man bie.^otmel füt siniA anf baö SRebenbteitd 

Ib c } «n» f» »Pj 
AB c 
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r 
I 

sin b sine I 

Ober: 

^ sin{n — b)8inc 

ba^et : 

^ sin b sine I 

sinbsinc * ^ j 

beitfelben 8(u«bru(t, tDenit ju beiben Steilen 1 abbfrt tDirb. 
«a^tmb in ber Sormet fdr sinjA bie sedenöberfle^eabe 
Gette a t)on ber 6ubtraftion autdefd^IofTeit ift, fo (le^t fte 
^iet aOein unb nur einmal fnbfrafcib* 
Qdr B ttnb C {|l baber : 

y^fllB_A /^»"^(a+b + c)«ni(a + c — b) ^ 
^ . sinasino 

^^.}n^A/ «^P^(a+b + c)sini(a + b — c) 
' ^ siaasinb 

3) 2)a ^|j«tangiA fjl, fo folgt on« (1) ttttb (2) 



, ,A . /sini(a + b — c)siai(a4-c--b) ,« . 
-tangiA«V8ini(a + b + c)3ini(b + c-a)^ (3.) 

ti.«ciB —i^ / sini(b + c— a)8inKb + a— c) , 
iangiD_Y Bini(a+b + c) 8mi(a + c — b)' 

• . zp^./ siniio + b — hysiniic + a — h) 
^' Vsiai(a + b + c)8ini(a+b— c)' 

3ttr 9ere(6nuos ber ÜBinfel oud ben Seiten f!nb biefe gor* 
mein befonber« bort^eil^aft, ba fte bai ©efucbte burc^ Xan« 
Senttn, alfo fcb^rfer ali burc^ einud unb Xofimi beffim^ 
men« 3ur bequemern SSerecbnung ber Srinomien 

J(a + b — c), iCa + o— b), il(b + c — a) fe^elmott 
j(a + b + c)=p; bonn (f{ 5(a + b — c)=p — c; 
5(a+c — b)=2p — b; i(c +b — a) =p— a; olfo: 
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.{« j A = ;>/ «" Cp-b) sin (p-c) . 



Sin b sine 



cos i A = A/f!5LEi£i!L(Pzi^ 5 

▼ sin b sia c 



tiifiggA=sA/ «ip(p — b) 8in(p— o) 
^ flinp^sinCp — a) 

4) S)^ 8inA=28iniAco8iA if{, fb ttUU man aüd 
(1) unb (2) . ^ 

Bin A = ^ ^*'° a (• -4- b + c) Bin i (aHhb'^T) ain j (a-f t-b) sin j (b-fc- a) 

am D £ia c 

£)ie ttnt^r bem Wurierjefd^eR ße^enbe ®ri§e 4nbert flc^ ni(^(/ 
toetin man bie 6etfen a,b,c t)erwe4^feU. 

S&e)eid^net man biefett fpmme(rif((^eti 3(tt4bi;o(C mit g, 

fo{(i8mA=— ^8 — 

- 8111 D 



sinc 



. 2^ 



fOütät IBertaufc^ung 8inB±s-r — ^ — ; (4.) 

Sm & 8nl C 

» 

unb . ♦ • ainC = -r-H~T-. 

sia a 8in b 

£){bib{rt matt bUft &ltl^mitn xtfif. but^ sina, 8inb, sine, 
fo credit manx 

2g sioA sinB 8iaC 

sin asinb sinc sina "" sinb *^ sinc* 

3ttbem fidt auf biefe fEBeife b{e {n^eite ^auptsleic^uttg er« 
fliei^tf ff{. e4 ntc^t uninUttffant p bie jOtnotietttett ^^'^ 



n^» ^^ =?5 fc^w fpmmetrifcQfen ^uibtndt -. — r4— r-' 

sinb smo ^ smasinbsmc 

tu fittbeit. 

7lnm.ttt Sei ebite^ 2>ce{eden gebm W gleid^en jEluotientm 

a b c 
- sin A^ sin B^ sin C , 
a. b.G 

a+b + c)(a + b— c)(a + c — b)(b + c — a) 

bm 2)uc((^mefet be6 umsefdiiriebenen Xxti\t9. SBie {t(b b{ef bei 



sin a* 

I 



72 

rp^ddf(^cn ^reiecfett 9erl^4U, mM mHft unttn \n SSettad^tung 
fommen* 

cos A + cos B CO» C 

cos a =s : — 5—: — w ' "" ' 

amBsinb 
lajfen* f|(^ für sin§a, cosia, tangia i^nlidtf %tmtln ^tu 
Uittn^ iit inbe§ ani ben fc^on entmicfelten flc^ einfacher 
mittilfl iti ^olarbreiecte« erscben* 98enbet man n4m(ic^ bie 
6(eic^un9i ^ 

i) smiA=«;\/2lslI?+^-^) smi(a + b-c)^ 

▼ - smb sine 

C 0^ bf C J 

ouf ba« Volar « gtebenbreud )A, B, c S an, fo {{{: 

, ^ a, b, c ) 
^ sin fi sin ü 

tbttt 

, ,- . ^ /sini(7r-A + C-B)sini(7r-A4-B.C) 

aini(^ — a)=«\/ i 1^ — r- p . A ' -■— i; 

T smBsinü 

bo^er; 

C0s3a=V^i2iM+lEp^|lI5±O)5 (1.) 
* ▼ Sin D sin C/ . 

J&ler fte^t al{o ber ber 6ei(e a sedenüberliesenbe SSinfel A 
n i (^ t fubtraftit). ^ %&t b unb c i(l ba^er : 

., , /cosi(B + C— A)cos5(B+A— C) 

▼ smAsinü 

, , /cos4(C + B-^A)cosi{C + A — ß) 
♦ ▼ sinAsiaß 

co8iA«\/^^"r^ft+>::i-^>^^"^^^-^"^ + 

▼ 8inb sin c, 

auf baf|>I6e ^reied (a b c) Mdttotnbttf ^Uhtt 



cos 
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coa «r^^ Aini(B + C-Ä) «ni(B+C+T)^ 
^ • ' siaBsinC 

ober: 

^ sin B sin C 

9?un iß ' 8in(a + j7r) = ^Icosa, 

ba^ttl ' ■ 

8inia ^. A^^i(Ä + B + C)coai(B+C-AX .^. 

S6en fo; 



8injb==Y^l 



cos j(A + B + C) co8§(A+C-B) 
sin A sin C 



▼ sin A sia B 

S)a bie @ttmme ber MxiUl iti^tt <it$ jwei Steckte {fl (s.^ 

6. §. 24), fo f(l 5(A + B + C)>i5r; ölfo cosi(A+B+C) 
ne0atit>/ unb — co9J(A+B4-C) pofltio. ^a§,auc6 bie 
Äofinu« »on j(A+B— C), j(A + C— B), i(B+C— A) 
immec pofttii) fein mäffett» gc^tbarou^ ^(coorr tag bie 
6ttmme {»eier fSinfet ben bcittett um »enige'c atö {wel 
suchte fibertrifft (ib. Jaf. 4.) 

3) %&t bie S^aiidenten bee falben leiten tt^üt man 
an$ (1) unb (2) : _^ 

tan* * a - * / -co8*(A+ B + C) cos j(B + C-A) . 
^^ V cosJ(A + ülB)coai(A + B-C) V 

taMib-*. /-co8^(A + ß + C)co8i(A4-C-B) ^ 
taug 5 b - y __j^^-^^^^^^^^j^^ , 

.„„-,-_- A co s i (A +F+ C) cos i ( A -fB-C) . 
^^^~V-^,-i(C + B^=Ä)75nrC + A-B) ' 

ttel*e Sorweln für bie 3JufI6fun9 beö gatte« §. 21. »ott^eir- 
^aft finb. ©«$t man auc& ^iet 5(A + b + C)=sP; fo wirb 

jCA + B — C)s;=P — C; U. f. ». unb , 

*.^^«„-^. / -cosP.cosCP— A) 
tangSa-y-— -g^^^^^p^. 

ttobucd^ bie numerifc^e SSere^nung abseförit witb. 
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4) 2>a< frobuft 2smia cosfa §Uht (ter für sina 
einen i^nÜc^eQ ^uibxud toit of>tn fär sin A ^efnnben tombt ; 
ndmlic^:. 

. _ ^y >co>j(A+B4>C)cosj(A-|.B-C) cotj(A+C-B)co>f (B-K^A) 
^in a • »i^BsinC • 

SBtrb Me ft^mmetrirc^e QSur{e(dri§e tttrd^ G bqeic^tiet/ fo ift 
2G 

gina= ■ p . r^ » gftc b ttttb c Credit man bttr^ ©er* 

8inb = 



2G 



2G 



ba^et 

folslid^ 
ober 



sin A sin C ' 
2G 



ainAsinBsinC 
2G 



Sin A Sin C 


sin a sin b 
sinA sinB "" 


sine 
■" sinC* 


sin a sin b sin c 


.♦ fd 9R 



sin A sin B siu C 2 g 

4Gg=8inAsinB sinC sina sinb sine« 

6) SItt« sinA= . ^^. ($. 28, 4,) unb 

'^ sin b sin c ^ ' *' 



2G 



foÜBt: 



..sinA sinB sinC' 



sin ä CS "V— u . r^ 
siniSsmO 

sinA g.sinB sinC g.sin^ A / «y Sin^ sinn smuv 

sin a G . sin b sin c G . sin* aV sin a sin b sin c/ 

unb ^terau^ bit bemerfenömert^e fRcfation 

sina g 

sinA '^ G* 

§. 30. 

SBeieit^ef man in ben fit sin^A^ sin|B, cosiA vuf.m. 
Sefnnbenen gormefn rsinJCa + b+c), Ksin i (c + b-a), 

Ksini(c-ha — b)> f" sin|(a + b — c) refp. burd^ 

t, t', t", t'" unb KslSi;» Kri^» KdS^ J^Ät* «'>»^«'' 
fo iftx 

3) siniC= 



t" C 

1) 8in4A=-77— ttt; 

SB 



t' t" 

—I — rr~i 

8 a 



2> 8iniBs=A 



t' t'" 

-TTT 
S 8 



.1 



4) COSiAs=3-77 



tt' 



s s 



-T/ri 



75 
1 1" 1 1'" 

5) COS*B=s-,-777-J 6) cos iC= —r-rr-, 

' 8 8 8 * 

aRtt(tit>Itiirt man 1 unb 2, fo txU^t mant 



. .A . rn t't"t« ^t't" - aiaiCa + b-c) 

8 8 8* 

* sine 
siniA.siniB 8ial(a+b— c) .. 
•*« 8inlü = ■■ sine • J^^ 

Sftfe ®lfl(%Hn3 «uf ba« 3l<6enb«ieÄ J a^« ( otigtmiii 

lAßC ) 

. 8in£Ä8in|B"__ sinKa + b—c) 
fiiniC sine ' 

, . sinfJ^TT-j-Alsinf^^-lB") sip(^r-4 (»+b4-c)) . 

*• •* \ iilllC " sine 

eosiAc^^ smi(a + b + cY ^^ 
siUxO » smc 

asirb bie ®lei(^und (I.) auf ba« Sßcbenbceiecf 
teiogerif fo credit man: ^ 

sin^A^sinlB _ smt(a+^— c) , 

sin|:"C sine 

^ sin^^Acos^B . sin^(a + c— b) , ^J,^ 

unb ^leroii«: - ,^,\c " SHT^ ' . ^^^^ 

öur* Ser»e*felun8 t>ott A, a unb B,b tit wtpe^nber 
©leic^utig etgiebt fl*; 

cosJrA.gJnj^B _^ sui j: (b + c— O , ^jy^^ 
cos^C sine 

€bcn fo einfad) »firb^ tnan Wc ©Uicftuttöen II, HI, IV 
burc^ 2RuWpntoftott t)oa 4 unb 5; 1 unb 5; 2 unb 4 et?^ 
Htm. 3n (H) t(l «or, bag Bmi(ä+b + c) poptiö, alfo 
(a+b+c)<27r feltt raug. 3» l^«» tt^'^a^» ©Ui^unflen 




1 ■» 
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§. 27. 
3) ©(&( iimn in bet ©Itidiung §. 25. (C.6.) 
smBcosCsina + sinBcotgbcosa = siuCcotgcj 
f&z siaBsina bai gUicfie sinAeiub, fo tiftäU fic fc<l)i 

flin AcosCsiab + sinB colgbco8a = smCcotgc; (K. 1.) 

bit fflerfaufcfeuns üon a,A mit b,B flitbt: 

sin A cotfi a siu T) -|- sin B cos C sin a = sin C cotg c ; (K, 2) 

Siuä §. 2ö. (D. 60 fiabta fic^ tiutc^ d^nlic^e aietibtrung bie 

@(eicf]unetn 

sin a CBS c sin B — sinb cos A colg B = sin c cotg C ; (L. 1.) 

sinacotg AcoaB — sinb cos cainA=- sine cotgC; (i-,.2.) 

bit litirigciiÄ baö ipolocCteiciJ auS (K.I.) unb C^.2.) «giebf* 

gotmeU für t>olbc ©citen unb SBinfd, (o 

»}ie fäc ©ttmmen utib Siffecenjen me^recec 

Bt&äe. 

§. 28. 

(lluä b(R £i8$(t entvDidtKtn ©lei^uRgtii/ nf((^e nur 

Sun!tionen ganjcc unb einjeUtc Stade be( ^ttit^i^ 

enthalten r (äffen flt^ für J^^Ifttn cinttlncr @ttl(fe unb für 

©ummen obtc £)iff{renjen jwcitr unb uit^rcrtr ©lüde junt 

%^eil fe^r elegante Slu^brüde {lerteiten« bie nt^t nur für bie 

31ufl6run3 fp^irifcder IDreJede »cct^eil^aftf fonbern auii) filr 

bie fp()(irif(6e @eomefrie überhaupt fe^r wid)ttg f!nb. Sie ^nt* 

tticfduns berfelben beginne mit einer Urafotmutts ber erjlcn 

j^ptgleittung, bit ou^ ^itr alS einjtgt Sunbamentalgin'x 

c^UDg betrachtet werben fann , unb jnar mit bcr SJufgaSe t 

ai.. «K._o:-.^ t « coaa — cos b cos c 

Slue bet gormel cosA= . ■■ , . 

sin b sine 

onberc für einlA, cosiA, tangiA ^(rjuleitiltt.^ 

1) gilr sin^A. SRan jit^e beibe Steile ber ©lei^nns 

, . cosa — co«bcoso , ^ i - - , ,,, 

cosAy— gj|^ - ^ — — ■•■ Mtt 1 aJ, f» credit man; . 
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^ A 4 oosa-coabcosc sinb8inc+co$bcoso-co»a 

1-cos A=l- " . , . = — ■ ' : 

sia D sin c am b sia o 

^ cos(b — c) — cosa 
sia b sine 
©e§t man b — c=V; a=qp; fo fjl cos(b — c)— cosa = 
cosi//^cos9 = 2 siaäCy + i/') sini(9— ^V) (§-2/ 46*);, 

sin b sm c 



sia^iA= ^^"^^^ + ^-y^^^" + "-^\ - (§.2,240 

Bin b sia c ' 



Ober: 



«■r.J^A— ^ siai(a + b — c)8inil(a + c — b) , ^^^^ 
^ sin b sin c 

welche gormel jur JBerei^ttung eine^ SäJinfeW ou< brei ©ei* 
fen bequem i(l. S)aä SBurieljetcben ifl nur ))ofttit>, ba 
siaiA nic^t negattt) fem fanm S)er ©inuä felbfl ift o^ne 
Sweibeutiflfeie/ ba A<7r; iA<i7r, olfo iA ber fleinlie^ju 
bem ©inu^ debirige SBInfet ift« 

SDurc^ SSemec^feluttg t)on A,a mit B,b unb mit C,c, 
<r^i(t man fAc B unb C : 



jiniB=Y/ 



sia f (b + c — a) sia i (h + a — c) , 



^ sin a sia c 



^ siaasiub 

SWan UmttU, bag m ben Srinoraien a+b— c, a + c— b, 
b + c — a, jebeÄmal bie ben audjubrflctenben 5BinW ein:^ 
fc^Iiegenben @eieen fubtrdftib ße^en; bie bemfelben ge^en 
ii6et|ie^enbe ©eite t)on ber ©ubtraftton an%r4^(o(fen bleibt 

2) .gut cosjA. 
SBenbet man bie ^ccmel für siaiA auf ba$ SRebenbreiecf 

a ß y 

a b c } an, fo ijl: 
AB C 



^ 


l 

«injA = 

C08äA = 


- 


— 70 , 








1 cobA 


ij(a + h — c)sir.S(. + c 


-h) 




cbin 


£iubfiiuc 






Sill|< 


ii(2ii — a — b — cjsiiiä 


(b + c 


-"', 


sin (71 — b)amc 












Jä(«+b + c).iti«(b + 


— a). 


C2-) . 

man 


üui 


fliobsinc 
cosa — cosb coac 


«Mit 



&(nrel6tn ülu^brud, wenn ju itibm Steilen 1 abbitt toirb. 
aStibrnib in bcr gornitl für aiiiäA bic segtnöbfrRe&enbt- 
©fite a üon bct 6ubtra(tion ouögefdjloffcn i|l, fo fte^t |it 
(icr aOfin unb nur (inmal fnbtcaftib. 
gut B unb O in babir : 



_^ .m!B=y/ ""*'' + ''+''^;;°^'°+ £ 



ib). 



..jc^y^ 



sin a sin b 



3) Sa ^|j=tangiA i(t, f» foljt on« (1) unb (2) 

/ sini(a + b — c)sini(a + c — b) . .„ . 
""°SäA=Vsi„ä(a + b + t.)sinäCb + c— a)" "• ' 

,_ . /»iii8(b + i; — a)»in8(b + a— c) . 
"°«'^=V.i„i(a+b + c).toi(, + c-b)' 

■ .--./^ ./ rini(c + b^»).inKc+a-b) 
'°°^"'-VsiaäCa + b + c).iniCa+b-o)' 
3nr ^frti^nuns b» 3Qinfel aag bin 6eitfR finb bitft gor* 
mifn btfonbtr« ttortfttil&aff, btt fli ba« ©tfutftte buccf) San. 
Jen»«, (tiro Mütftr oM b»t* Sinu« unb »olinu« SidiO' 
men. Suc bequemem SetedjnunB ber Scinomien 

j(a + b-c), äCa + o— b), ä{b + c— a) feje-mau 
i(a + b+c>=p; bunn l|i i(a + b — c)=p — c; 
j(a+o— b) = p — b; ä(c +b — a) =p — a; olfo! 



ttllb 



folff 
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I 

fc^er °o«i(A + B) ^ cosi(a + b) ß 

3) SKbbtrt man bit &kid)\xnm Ut utib IV. be(re{6en $. 

sin^A^cosjB, 8ini(c + a — b) 

tosiC sino 

cofliA.JBmjB ^^ 8in jCc + b "— a) 
cos 3 C «IQ a * 

sin3(A + B) rinJ(c + a-b) + 8ini(c >ca-bQ 

cossC^ sin c 

_^ 2 sin g c . cos j (a — b) 
sine ' 

COS IG cosic ^ ' 

4) S)U Gubfraftion gie^f t 

sin i A*cos i Brcos i A*sin i B sin I (c+a-b)- sin i Cc-(a-b)) 

cosaC sine 

K i siniCA— B) ^cosIc.smiCa— b)- 

cos IG sinc 

cos a O • sm * c •^. . , * -> 

III iin5 lY bit f 31« gelandt man au Mnfelbftr ^rer etii^ 

JNt bem JRameii ber @au%'(^tn fJoriiMtn ^efannt fhib« "'O 

Sttt (eic^tetn U«6etfi(j^( unb^ 93erdfei($un9 inSden' fle '^{er 
iufammen sefleOt »itbftu 

cosS(A— B ) 1_ ain |(a+b) ^ 

sinJC sinie ' ; ^ -^ 

cosi(A+B) cosl(a+b)^ ^^^^ 

oj^ip — ^ *^ ' " ^^^ X ^ — i . Qö-/ 

sinaU cossc 



8inl(A + B ) co8l(a— b) 
cossC . cosic ' 



(C.) 



Hi^MM 



l 



ISrrCe: TheorU motu« corpori|in eoeletüttm. 1609* 
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!rir*tii Scficcfcn »ecfjtilt , tijit& mit« antun in Sma^tttng 

§. 29. 
cos A + cos B cos C 



sin B sin C 
(öfTfn' p(ft für sinja, cos*a, tangia &f)nU<iit %cvmt\n ^tT* 
Uittn, bie inöeß mi ben fcfjon enfmirfcKen ftc^ tinfacljtv 
mittdfi bti ^oUtbmtdc^ tistUn. ^cnbcf man n&mli^ bie 
©Icidjungi 

V . sin D SIQC 

auf baS ^otar-SfiEtenbriiof \Ä, B, c S aii/ fo i|l: 



oben 



. / sinie^-A+ÖrBjsinJC^-A + B-C ) 
»la§C^-a)=Y^ --^~C '* 

ba^tr: " 

^ /cos S (A + B — "C) CDS t(A4-C— B) ,, . ' 

C09ja=V ^— ^— — ■ ., „ ■ — — '; (i.) 

* ▼ sin B sin u ' 

J^Itr ftt^t otfD btt btr Btiti a 9tgenü6erIÜ3cntie SBinfet A 
tiitftt futtrottiö. ■ giic b unb c i|t ba&er: 

j. ^ /co84(B+C — A)cosi(B+A— C) 

COsSo — \/ : — T — : — t; 1 ' 't 

▼ sinAsiuU 

^^^,^^ / co3i(C + B^Ajcosj(C + A~ß) ' . 
V sin A sin B " ' 

3) X)ie ©(ci^uns 



COB 



;^-,W^ ^i^fa + c-a)siniCb + c + a3 ^ 
V sinb sin c. 



»inb sin c, 
>a||>I6e ^titi (ä b e) «ngtnxnbet, fllebtt 
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.n. < r^*/ ^(B 4- C -Ä)^in i (B + C +13 
^ ' siaBsinC 

obet : ' 

^ sinB sinC 

ba^er; 



slnia =. ^ ' cos i ( A + B + C) cos j (B+ C- A) 

66<n fo; - ■ 

«in^T. = A Acosj(A + B + C)co8j(A+C-B) 
' V sinAsinC » ' 



ttttb «inin==W^ -C0SJ(A + ß + C)C0si(A+B-C) 

^ sin A sin B 

S^a bie @uraroe ber ®{nf(( gtSgec <i(^ }W(i Steckte ifl {i, 
e. §. 24.), fo ijl |(A + B+C)>i5r; arro cosi(A+B+C) 
neflotit», unb — cos|(A+B + C) poflfi». 2)ag.aucft ble 
Äoftnu« t>on 3(A+B— C), j(A + C— B), i(B+C— A) 
immer pofttio fein mfiffett , ge^t : baraud ^ecoor r tag bie 
6ttmme {»etet $EBin(et ben bÖ(ten um wenigiec <il9 |wei 
Steckte aaerfcifft (ib. ^uf. 4.) 

3) %&t bie Tangenten ber falben ^tittn tv^ilt man 
üüg (1) ttnb (2) : 

♦,.j.j,-.,/ -cos*(A + B + C)co8i(B+C-A) . 
* V co8i(A + C-B)co8i(A + B-C) V 

taneib=* / -co8^(A+ B + C) cos8(A+C^ ^ 
^ V co85(B + C— A)cosi(B + A-C)' 

^' V cosi(C + B— A)co8i(C+A-B) ' 

»el^e Sormeln für bi^ Slufl^fuitd be^ %aUei $. 21. »ott^tiU 
^öft ftnb. ©eftt man anc^ ^ier 5(A + B + C)=;P; fo wirb 
jCA + B — C)s=P — C; u. f. ». unb 

tangi »«* /Ef^m^flEES, 
^ V cos(P— B)cos(P— C)' 

ttobur^ bie numerift^e S&ere^nung absefflrtt v^<^^' 
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4) Sa« fprobuft 2sin|a cosfa gifbt ^itr fflr sin a 
[R J^nliitcR Sluäbrud mie oben für sinA gefuRbcn wut^c; 

. 2-T^r^(A + ß+C)coti(A.4.R-C)M.j(A + C-B)<;oi}(B4.G^)' 

QBirb bit rpnimctrirc^t SBurjelsröge bur^ G bcjeii^netr fo ifl 
8iaa= ^^ — . - ^ . giir b unb c (t^ält man burc?) Sir- 
mct^ftlung: 

siDb = 



bä^tt 



fliaÄeiiiC * siaAsinC ^ 

2G sina Ginb sin 



sinAsitiBsiaC siiiA sinB sinC* 



, . .- t 2 G sin a sin b sin c /, oq * . 

' ° ^ sin A siii B sm 2 g ^ 

obce 4Gg=sin A sinB sioC Giuasiubsiac. 

5J ^ui aioA= . ^^. a. 28, 4.) unb 

' sinb sine ^ ' 

- ■ „^ „ fefet: 
sinBsinC 

. = «■"■■' ^ /•|„ii'-!H^='-!£g='i£g\ 

sioa G. sinb sine G.siii^aV sin a siab äacj 

siua g 

SinA "" G" 

f 30. 
93<|ti((&et man ill.bcil für siniA, sinf B, cost A iLf.w. 
StfonMlun gonniln ir«lni(a + b + cX T siniC^ + b-«), 
t 8Üii(c + a — b)» T.ini(a + b— o) Kf)). tut* 
t,!', t", t'" unb J^JI, t';ini)1''Sc 'ur* «'.•")•'" 
fo l(tt ^^ ;^ , „ 

1) »iniA=-CC; 3) «in4C=4-Ci 

SB ' 89 

2) «iiliB=i4,-,i .4) co8äA=44»-i 
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5) cosiB=-,-;77-5 6) co84C=** 



_ / // 

SS SS 



SRuItipIiiitt man 1 unb 2, fo txWt man; 






•iA«»i5 ttt* tt sini (a+b — c) 

~'"^^- sine 

^v.- siniA.siniB sin |: (a+b — c) ,.. 
sin^O sine ^ 

ID{efe ©(eic^nns auf baj 9lc6enbreied | a .b c | anseweni* 

lÄß C ) 

bet/ 9ie6t: 

sin-lAsinjB sin-|(a + b — c) 

ßin-yC sine ' 

^ ; sin(f7r-|.A)sin(l7r-iB) sin (ir-4 (a +b + c)> 

Sin ^ C sin c 

'^ cos^Acos-lB sin-|(a + b + c) 
sm3^0 % siuc ^ 

SBtrb bU ©Ulsans (I.) auf ba« {Rebenbreied 

"ab c 

beiogcn, fo et^cKt man: 

sinjA^sinf B _^ sint(a4'b — c) , 
sin-^C sine 

•,«K Af^fiHt*. sinjAcosjB ^ sin^(a + c — b) ^ ^.. 

unb hieran«: —^^;r^ ^^73 ^ . ^^^ 

£)ur^ fßerwec^feluns t)on A, a unb B, b tit »otße^fnber 
©letc^uns etsiebt f{c^: 

cos^A^siniB sin^(b + c — a)^ ^••^ 
cos 'S C sine 

€6en fo etnfad^ »ürbe man bie ©Uicbunden n> m, IV 
bur^ SRnUipIitation üon 4 unb 5; 1 unb 5; 2 unb 4 e^ 
galten. 3» (II.) t(l flar, bag sini(ä+b + c) pojltiö, alfo 
(a + b+c)<27r fein muß. 3tt ben Wtlgett ©let^unaen 




. m:- 



k*L «1'» 1« 
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pnbft fltftf fcag bit Bummt itotitt Gtittn grJger, üli bi'e 
trllte fnn mug. 

£)i»itirt man (I.) iatä) (U.), fo crgcEft man: 

..ngiAa.„giB=|^+^. CV, 

SBitb (ni.) tttr* av.) biöi&irt, fo frgttöt pcft: 

tangjA __ sinj:(c + a— b] . . . 
tangiB smi(c + b — aj' ^ -' 

ti>tl(^e Socmdii dut^ auä $. 28, 3. foglei^ ^ttstUittt Werben 
f5nnen. ©ie ftnb t^tUi bti 31iifI6fung tmi £)r<iedcä, wenn 
(ertit^ brei @(iten unb ein SQinEet begannt |inbi t^eil^ jur 
Prüfung bet gefunbenen SBcrtgt nüg(ii$. 

©rijcft man in (11.) sine naä) §. 29, *. bur* bie 
®mE£l au5f fo n^&lt man ben ^ccimElec (a + b+c) fijra- 
nietrif{^ buci$ bie ^inUl auägebrü(f(, ndmlic^t 
Bini(a + b + c) 

y -cos j (A+Ii+C) cns j (A+B-C)cr... l (A+C-H) eo.,; (11+1',-A) 

~~ 2..aäA*iuiltsiüiC (VII.) 



•~2«iiiAsiniBsmiC' 

SDiefelbe 6u&|lttufion in (!■) angenenbet/ giebt: 

8iiii(a + b— c)=!„ .^ ^,R ■ .p > (VIII.) 

* ^ ' ■* 2cos jAcosf BsmiC 

§. 31. 

fSirb (i( @Ie(($uns (1.) bti tjotigtit $. auf bai $otar> 
a 6 7_| 
SRe(enb»itd ABC/ angtnenbtt, fo tx^iU man: . 
a b c ] 
sttifa.sin^b sinJ(A + B — C)_ 

sia J c * sin C 

i Binja. sinib _ siaj (A + B + C — jt) . 
Bin Qin — ^c) flia(7i — C) 

ri..t...i-ifa _ -oo.i(A+.B + C)«' , 
•°'. CMäo ' UUC *■ ' 
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2cosl Cc+a->b)$ini Co+b-a)^ cos» | A+8in*|B+cos^^ C-l 
sine co8*iC * 

28inl(A-fBfC)cosl(AfB>C) _ cos^ja+cos^ib+cos^jc-l 
fiinC ^~ cos* i c ^^ 

_ 2-8m*fa-'8in*ib-sinMc 

2cojBi(AiBiC)8inl(AfB>C)_^ cos*f a + cos^^b-cösHc-t 
"" siaC cos*ic * 

cos* la+cos* jb+sin* ^c->2 

cos*ic * 



8in^ f € — 8in*f a — siu* ib 



cos*ic 



2sini(C+ A-B)co8i(C4-B-A)_ -cos»ia+co8* i b>oos^Jfe 4-l 



sia^ i c 



8m*ia — ain^ib + Single 



8iU*zC 



' 9 \ 

2siiii(C+B-A)cosf(C+A.B) co8*§a— cos*ib— co8*i c+1 
sinC fiin*ic 

sin*ic+ sin*ib — sin^ia 
8ia*lc 

$. 36« 

S)te ®(ei(!6ttnd (5) te< üortdett §.: 

cos A + co8 B + cos C^ ^ _ 2 cos 1 (a+b+ c) sin I (a+b«c) 
"" 2 sin* i C '^ siuc 



sinlAsiniB sing(a+b — c) 



siniC 

biDibirf/ giebt: 
cos 



smc 



(§• 30, L) 



x^ 1 1. I \ cosA+cosB + cosC — 1 ,-^. 

1— sin^lA— 8in*iB— sin*iC 
.2siniA*8iuäB.sinsC 



y 
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ftnbct flc^, tag t>ic Summe iwtltt Gtittti ßrS^tXf a\S tte 
bclfte fein ntug. 

©itjibirt man (I.) bwtOt (VI.), fo tr^dlt man: 

SBirb cm.) bar* gv.) bicibirl, fo tcsiibl (I*! 



tanfiiA Biii.^(c + a — b) 

langiB 6iui(c4-b — a)' 



(VI.) 



tttlc^c gormtln auii auä $. 23, 3. foglcti^ f)n$tldttt »erben 
(Snnen. 6ie finb t^eil^ bei 31ufl6fun3 einc^ S)reitdeä, wenn 
Iiereif^ brei Seiten unb ein ^infel befannt finb; t^tiH jur 
^Prüfling bec gefunbenen ^erc^e nüglic^. 

Stfidt man in (II.) sine nac^ §. 29, 4. biirt^ bie 
fSinfcI cüS, fo erhält man ben ^ecimeiet (a + b + «^) f^m« 
tnelrifcf) bur$ bie SSinfel auägebrädt/ nimlic^t 
8in^(a4-l" + c) 

, y"-'cöii (A+Tl+Cl cui ■ (A+Ii-G}co. j fA+C-ii) CO. ■ ( K+C-A) 

~2«ntA8mJßsmiC' 
Sitfelbe 6u6|Tituttoa in (!•) ansetvenbet/ gie&f: 

8liii(a + b — e}=„ .A ^xR - .p ? tvm.) 

"• ' ■'2 cos i A cos t B ßia 2 C ' 

§. 31. 
fSitb bie @Ie{($uns (I.) bed «orisen %. auf baö $oI«c» 

a b 7_| 
fnAtübttkd AB c > ansenenbet, fo tx^ilt man: , 
a b c ] 
Binia.ginj b stni(A + B — C) _ 

sia J c ' sin C 

^sinib _ sinJCA + B + C — n) ^ 



anQfn — ■Je) 8ia{n — C) 

"". coajc ~ ' aiüC * ^ *' 
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)Die @(e{d&ttnd (IL) auf (ab!) Um^ti, sithtx 



cos-^ 



(HO 



ja.cos fb _ sinf (A + B + C) . 
sin^c fiinC 

^ktwi folgt $ 

cosfa.cosf b cosf (A+B — C) 
costc ainC 

^ni (III.)' er^dlt man eben fo: 

fiin-^a^cosf c sinj:(A + C — B) 

cos^c sinC 

. sinia.cos jb cosf(C+B — A) . njT\ 

unb bur$ SSertoec^relung: 

co3 -|a,sin fb cos j;(C + A — B ) ,^^ ^ 

sin^c sinC * ^ *{ 

£)uc(6 S)ii>ißon tx^Ht man aud Docfie^enbrn ©leid^undett 
tttib iwac auj L uni» IL; 

rtU« (DL) tttlb (IV.): 

tang ja _ coäJCC+B— A) , _ 



tangib cosi(C + A— B)* 



2g. 



©eßt man %\n In I. föt siuC Den ®er(& — . . 

' 8in a . 8ia b 

(i 28, 4.) r fo (t&ült man bur^ bie ©eitcn fpramtfrircl 
au^bctltfc 

— C08i(A + B+C) = 5 T -TT- — T-. 

^ , ' 2coB|'a.costb.co8i:c 

3n n. diebt btefdbe ©nbiiitution unb Stebnftion; 
cosf (A + B— C) SS -5-^— — ß-^ —. 

. 28in5a.sia5D.cos|;c 

23,'« {n(VI.) J^^ ^ °"frrtA~«. «P' 
^ 'tangib cosi(C + A — ß) " 

fo ift fl„A f'-^gi^^ =:: C08i(B-f-C-A) 

'■ •'* ""** tarigic co8i(ß4-A--C) . 



\ 



78 



tangjb ^ co8i(A + C — B) 



unb • • 

. lang sc 

^ierau^ folgt : 

taiigj:a tang-|b 

cosi(C + B — A)~ cos i (C+ A-B)~ cosi(A+ß.C) 



tätigte 



8ina 



sinb 



(VD.) 



sino 



mi 



• 



eine SÄelatiottf tit an bai ©inu^gefeö -7-7=-:— 5= . ^ 
erittnert 

tangf A _ 8inf(c + a— b) _ cotgiB „ ^ 
tangiB siDi(c + b— a)~cotgiA^^''^"'^*''' 

folgt eine i^nüdjtx i 

. cotgfA cotgfB cotgfC 

^^M^HM^BMWi^^^M^M^B^^Bi^BHaWBHB^I« '^^^■■'■■■^■■■■■^^^i^i**^''"*'^"^"'**^**^^* SES5""'***"^^^'"*"^**^^^^***^^^^^^M^^i«W 

fliui(c + b — a) sint(a4-c — b) 8iai(a + b — c/ 

§•32* 

1) 9(bbtrt man bie ©(eid^ungen I. unb IL hti §. 30, 

nimliib * ^^"^A-sinfB _^ sinf (a + b — c) 



siniC 



8inc 



unb 



cosf A.cosfB sinj:(a + b + c) 

sinfC """ sine 

fo er^^It man: 

cosfCA— B) _ sinf (a + b + c) + sinj (a + b-^c). 
sin f C sin o 

£)er ixotitt t^til iU^t f!^ nac^ ber $orme( 

fiing) + sint/'=2sinf(g)4-t//')cosf (9 — t/;) jufammen (tl 

2 sin ^ (a+ b)cos j;c _^ 2siriJ_(a+b) cos f c sin j:(a+b) 

sine """ 2sin|;c. cos^c "^ «ini/* 

SDa^er ijt: 

cosf(A— B) 



sintc 



sin f (a + b) 
sin^c 



(A.) 



siniC 

2) ©ubtra^irt man biefelben ©(etd^ungen unb imt L 
»on IL, fo ergiebt f!c^: 

cosi;A.cosf B-sinf A^sinfB sin j (a+b+c) - 8in(a+b-c) 

sin c 



b« t* 



sin i C 

cosf (A + B) 2cosj:(a + b),sinj:c 

smi:0 sine 
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-, ., . cosÄAcosiB-sinjAsiniBcosc ^^rtx 
cos S (a+b— c) = ji^ j Q > C^O 

,, ., . siniAcosiB+cosiAsmiBcoso ^4 ^ 
eosi (c+b— a) = — ^ , cosI C ^' ^^^'^ 

-, , ,. cosjAsiniB+siniAcosiBcosc ,«^\ 
cos i (c+a— b) =5 ^STfC ' ^ ' ' 

^if^ihitt man o^ige ©(etc^uns (25.) 

• xr A . « . -TIN cos5acosib+ sin ja si n jb cos C 
8miCA+B+C) = ^1^ — 

j, ,,..«. ^s sittiasinib.sinC r- «4 t\ 

twcft - cos i(A+B+C) == ;^3J^ (S. 31 , L) 

fo er&4It inant 

,,* «.^ cosiacosib+siniasinibcosC 
-tongi(A+B+C)=: ■ ' 3i^|aainib8inU :« 

/ 

unb »etitt matt ben {Weitett 2M bncc^ sinia sinib a6« 

förjtt 

,.^.«.^ cotgiacotgib+cosC ,,„, 

— tangi(A+B+C3)a?— a.^ — -^q ► 

^mwa folgt t 

€6fnfo et^aft man burt^ (ä$'y) ou« (33.) j 

,/« . « »N «otgia.tangib — cosC .„,. 

tangi(C+B-A)«' ^ - ,ipO- ' ^ '^ 

bitr^ SBtmec^feMttd: 

-A . . «V tanciaicotgib— cosC /««% 

tangi <C+ A— B) « —5 jr^^ J (36,) 



Z)d« 9^o(<»«92e&enbteie(f (a 6 c) siebt avA (34.)$ 




3) 
(n.) 



ai tii(A — B) 6iiia(a — b) 

COS2C BiuiO 

«. 33. 
Sün bie ©aug'r^tn Sorraefti fi^tfcgin fic& bie 3?t. 
jjftftften Sinologien*), bie fiir bie Sluflorung ber Srei« 
(de ff&c eort^eildflft finb, 2>iöibirt man (A) burct) (B), fo 
ct^ail man: 

tQngj(a + b) ^ cos^CA— B) 
laug ä c cos ä (A + B) ' 

Sßirb (D) buri* (C) bibibirt, fo tt^lt nifltit 

tanfij(a — b) si n a CA — P) 

laogäc 6iü i CA4-B}' 

Sa« ^o(ar»31(benbrEicd (a, i, 7) gitfet au« (L) unb Cll.)t 

tangl(A + B) _ cosS(a-b3 

cotgiC — cosä(a"+b)' '•"'■■' 

taDgS(A— B) ^ sin i ( a-b). 

colg 3 C siu » Ca + bV ^ '' • 

bie man but* SDioipon »on (C) bucc^ (B) unb.(D) ijufiji 
(A) tt^alten ffabta tsücbc. ' r 

^Kie bltftR ißtlJerfi^tn^ocufitt lafTett fti^ bie giUr«, 
UtHR jwei Seiten nnb bec eingefc^toffene SinM, unb. »eilt 
eine Seite mit btti' aslitgenben SBinttln gege&ett ftQb, fc^e 
ptqatm aufifircn. ,3n bem er|l(rn ^aHt, »cna gtge^n .if 
a, b, c, «Mit man «lö CUI) uni» tlV.): 

tangl(A-.B)«g|^ . cotgäC; 

unb ^mit burcfj fönfmaliges 5Iufrd)ro9tn bie 3ßin(el A unb 
B auf einmal, gär bie briffe eciie c erhalt man auö (IL) 
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( i — cos^f a— cos* ^b -008^^^-2008 facosfb cos fc \ 
2 cos J a cos i h cos^c / 

• ^c os i (sL+h+c) cosKa+b-c) cos j(a+c-b) cosJ(c+b-a) 

2.cosiacosfbcos'|c * 

alfo: 

^ /cosya+b+c) co8^(a+b-c) cosi(a+c-b) co sj{b+oa) ^ 
T . 2oo8f acos|bcosic (^2.) 

9(u< bierer ©(eicdung erstebt ba^ SRebenbreteict ^t» ßj): 

/ siP:^a+b+c)8i^ya+b'c)co8i(c+b-a)cosj(c4^-b)> /^5^\ 

▼ sin^a sin^b cos^c 

Stuf bie ©(eic^ttng (41.) angemcnbel, gt^bf ba|f<(be flitbtn^ 
breiecE: 

cosJCA + B— C+7r) = 

/co8:^(a+b+c)cosj<a+b-o)sin;|Cc+b-a)sinj(c+a-b) ,^44 x 

▼ , 8inj^a8in^bcosi;c 

SDurcb 93ertoed^fe(un9 erb^It man an« (43.) unb (44.) b(e 
entrptetbenben Formeln für ben @tnuö unb ^oflnuö ton 
i(A— B + C + tt) unb i(B— A + C + tt)* 

£)ie £)it)if!on bet ©(eic^una (41.) burc^ (42.) ergiebt 
bte febr elegante gormeh 

tangJ(A + B + C— w)= 

'Ktangi(a+b+c)taDgi(a+b-c)tahgJ(atc-b)tang^(c+b-a);*) 

(45.) 

^{bibfrt man (43.) buc4 (44«) r fo erhält man eine d^nlii^e: 

tangi(A+B — C + tt) 
^= f tangJ(a4-b+c)taagJ(a+b-o)cotg^(c+a-b)cotgJ(ci-b-a) 

=A /*^aP^i(a + b + c)taDgi(a + b — c) (46,) 

▼ tangj(c + b — o)tangi(c + a — b) 



"") e'^ufliet iß tet (Srftnber ba;fel6en. 



S. 34. 

ftoni6infr(.raan bie @au§'fit«ii Serindti 6utc& 3Ra(« 
tifilifotion je jtveier, unb {»ar 

1) (A) unb (B)/ fo er^dlt man: 

coalCA — B).cob5(A+B:) _ sinJCa4.b)co3g(a + b) 
Bia'iC fiiiiic • cosic 

— sin^ (a+b) ' 
sine * 

fiberr nenn man 3c!ti(et unb Sncnner beä erftm ^^eilS mit 
2 mult(pltti[t unb nac^ §.2, 45 unb 24 ecrtranbeU: 

cos A + coB B pjn (a + h) ,. . 

1 — cosC sin c ' 

SDitrtl^ftt ©(ti^unstn »((EU man auc^ ft^t einfa^ bur($ 
abbition b« ©rdteunflm (A.I.) unb CA.2.J bt* {. 24. 

2) 9Ru[fl|>Iijitt man (C) utib (fi), fo cr&ilft man: 
ginaCA + B)giai(A— B) _ bip i («— b) cosä(a^b) 

cos'- i C «in S c • coa 2 c 

ain (a^b) 
'^. •""* . . 

btr »|U £&eil ro^ $. 2, 46 unb 25 MmanMt, stebrt 

cosB — cosA sin (a — b) ,„•. 

l + cosC SnT~- - ^^ ,^,,. , 

S:3ie euStraftion bec oben angcfilMeit. @((E(öi(8l}(n (Ä- i-> 
unb (A. 2.) 9><^C bafelbe StefulMt, fo wie au4 bie anntn« ' 
bung bcr ©lefcfiuns CIO ^uf bii4 St^enbrtiefl C«^^')- 
, ■ I 

*) Zk im\tt Mcfcr ^oirnicln ift junf »an Sclatnfit«, hitti$f: 
eon K. SBuTs («unbbu;!} ist amhlia, wb fp^STif^m SrioMt.' 
1826.) 6(01«« »ortm. . ' ' 
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€(enfo fo(d( ani (51.) itnb (52*) ^ ^ 

ä 

tangiCa+b — o) = 

Y" taiief(Af Bf C-Ä)l«ngJ(Af B-Cf 71) cotgi^CA-BfCf/O cotgJCB-AfCt«) 

= > / tang i (Ä+ B-fC-^) tang ^ ( A+B-C+7t) . „-v 
Vtangi(A— B+C+5r)taiigi(ß-A+C+3r)' ^ '^ 

§. 39, 

aKnlttpd'iirf nfdtt b(< Sleic^una (41.) bei$ «oriden §1 
mit (42.)/ fo ergiebt flc^} 

8inJ(A + B4-C— n:)8m.i(A + B~C + «)= 

sin j<a+b+c)8in i(a+b-c) Ajn ^ (c+b-a) sinj (c-f^a-b) 
«osic V siaasinb ^' 

3?utt iff j 

^»ini(c+b-a3sini(c+a-b)^^.„^Q (5^ 2g ^ , 
^ sinasmb . •" . 

U^tt, tvrnn man thß fubfittaCrt unb («be Steife ber @bu 
^uns mit siniC bioibich 

8ini(A + B + C>r9r)siDf(A + B — C + »r) ^ 

ainiC "" 

sinjCa + b + c) sin iCa + b - c) . .,,. 

©utr* SRttUiplifation »Ott (41.) tnit (44.) etfilebt gd^j' , 

8ini(A4-B + C— :r)cosi(A + B — C+jr) = 

flin i (c+b-a) «in j (c+a-b)^ / ginf (a^,b^^c)sin§(a+b-c j. 
cosic V sin a sin b '. 

^ sin^(c + b— a)8ini(c + a— b) ^„ ,p, /-i 00 o^ 
: -^^^ r— ,cosiC; ($.28,Ä.) 

«Ifot 

8ini(A + B+<;~n:)coa|(A4-B«^C + >i) __ 

cos i C 

sinj (c + b -t a) sin i(c + a-^ b) . 



(7.) 
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£)[e @I«Icfiun9 (3.) bti »ocfstn §. tbtnfo fie^anbttf, 

eos B — cos A - ^ sin (a — 1>) i^ j , 

1 4-coflC siuc *T* » 

ft(.f .„g . - t^os A + cos B + cos C + 1 ^ sin (a — b) + »in c 
1 + cos C ain c ' 

baf)tt'. 

-cosA+cosB+coH G-j-t Ssinlfc-t-a-blcosjfc+b-a') 
2cos^SCI sioc 

4) ©ur* aJerwci^fctutig »on A, a mit B, b etgieöf 

cosA-co3B+cosC+ 1 2smg(c+b-a) cos§ (c+ a-b) . 

2cos^äC sine * '' 

5) S)ie ©Ict^ungcn 6, 5, 8 mt^ btr tUtiU duf ba^ 
^oIar-9?f&cn&rct£(f (a,b,7) bejogcn, gebfn fotaenbe: 
cosa+cosb+co.sc+C - 2siii!CA+B+C3cosj(Ä+B C) „, 
' 2^s^äc " siuC '^^'^ 
cosaH-cosb-cosc-l _ 2cosa;A+B+C)sinf(A-|-B-C) ... 

'2cos»äc ~. »mC -': . ' '^"'^ 

cos a-cosb-cos c+1 ^ 2 sin i (C+B-A) cos i fC+A-B) . 
2siu^ic siuG ' 

nnb buri^ Sdcrtret^ftlung »on a,A mit b,B: 
-cosa+cosb-cosc+l_ 2fiin-;(C+A-B}cQsj(C+B-A ), 

2sin^äc siiiC 

©rütff man in bcn ©(ciiAungcn (5) — (12) jcbfii' Äofinuö 
\>ti etflm %^tiH na^ §. 2, 21. auS, fo «6^tt man: 

2co3J(a+b+c>iHi(a+b-c) cos'jA+cos'^B +c os'|C-2 

sin c siu^ 3 (J 

; ~ sia»iC * 

2aiii^Ca+b+c)cosl(a4-t-c) _ cosHA+cos'lB+sinHOt . 

Binc sin*-jC * 

2sin|[c+a-b) cos-|(c+b-a) sin'^A+co s^ jB+coB^^C-l ^ 

sine cos*^^ ^ 



;(12.) 
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2cos$ Cc+a-b)sini (c+b-a) cos* J A+8in*|B+cos*iC-l 
sin c cos* i C ' 

2sin4(A+B+C)cos|(A+B.C)_ co8*4a+co8* ^b+cos* f c-1 
siaC oo8*ic 

_ 2-8in»| a-8m*f b- sin* i c 

cessio ' 

2cosf (A+B+C)sin J(A+B-C) cos» § a + cos* § b-cosHc-t 
sinC cos*ic 

cos* ja+cos* fb+sin* ^c-2 

cos* 4 c ^' 

sin*i€— siii*f a — •sm*ib 
cos*-|c 

2sinKC+A-B)co8S(C+B>A)_ -cos*ia+cos* ib-cos*?o+l ^ 
sinC siu*Sc * 

sin* i a — sin^ ab + sin* I c 

= ' . _-_ ^ 

sin* 2 c 

2sin§(C+B-A)cosl(C+A-B) _ co8*j[a->cos*ib— cos*lc+l ^ 
fiinC sin*ic * 

sin*f c+ sin*ib — sin^la 



8in*ic 



S)te ©(ei^una (5) M totim §. : 

cosA + cosB + cosC»"! _^ 2 cos i (a+b+c) sin I (a-f-b-c) 
28ia*iC ~ sine 

bnrcO tu ©Idc^un^ 

siniAsiniB 8in2(a + b — c) ^_ „^ .. 
siniC sine 

_,._,. cosA+cosB + cosC — 1^ ,.^. 
co8,Ca + b+c)= 4^^xA. irnT B.sin iC / (*^-> 

1— 8m*IA--8ia*iB-- ain'iC 
'^ .SsiulA.siuiB^siniC 

\ 






■v 



Uittibxtitä i« ß y) folgt ^ittmit 
coaA+cosB — cosC+I 
-aCa + b-0- 4cosiAcosiB'MiiäC ' 

cos' i A + cos' IB + äin' ä C — 1 

~~ äcossAcosaBsinäC 



(14.) 



au« burc^ aSerBKcftfeluBfl : 

)sB + 

i+ cos*äC — 1_ 



tr , ^.^ _ c osA— cosB + cosC + 1 ., . 

COB ä Ca + - DJ ^ — j — ■ 1 . ■ ,n tt; — (15.) 

^ ' ' 4 cos 1 A am ri] cos I C ^ ' 



2cosiA5msBcos ^ 



— cobA + cosB + cosC + 1 .,„, 

cos 3 (c + D - al 55 ä"^:— T-Ä rit Tn i C'l^v 

Bin» ä Ä + cos» ä B + cos» ä C — I 



2 sin 3 A cos i B cos 5 C 
Wu« C13) uitb (1*) "MU man buct^ ainmenbuns btä 
^JofafSRebtnbceietfÄ (a 6 c)j. 

• I/-A , D . ^^ cosa + cosb+coac + l, .,-. 

' *■ ' * ■' 4 cos ä a coa J b cos 3 c ^ ' 

cos* ä a + cos' 5 b + co8*ic — 1 _ 
2 cos 3 a ■ cos a b ■ coa 3 c 

.i..i(A+B-c)^ -7.'r"°^;r'"".°+S (18.) 

sin* 5 a + sin' n b + cos* ä c — i 

*" 2 sin I a silfl b cos s c 

8ipi(A + C-B)=»=^i^±^^^2i£±l; (19.)' 
^ ' ' 4sinJaco83bBmlc ^ ' 

8m*äa + cos*ib + siii»3C-^I_ 
Ssinia.cosib.siu^o , * 

' ' 4 cos 3 a . sin 3 b . sm t c 

coa* ä a + sin» ä b -f* ^n' 3 c — t 
. äcoal^.sinlb-sinic 
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Inbem für (A+B+C— w) foaWc& T, ffir A+B+C 
aber T+^r gefegt mtbtn Um. 
m« Ut eiei(«ttng (§. 31 , U.) 

^ ' gjniasinjb _ sing (A + B + C~^) 
cosic sfnC * • 

erl^^tt man imi^t 

. im sinia.sinibtsiuC ,. ;^ 
smiT =a ^j (A.) 

mi^t : gonncl Slf^nHc^f eit mit ber plantmef rifd^en 

3T=fa.ib.smC 

(af/ bt mldit fEe fh^ aac^ terwanbeft wenn bte &tUtn M 
(i>Mrif(^en S)ttkdti unenbdc^ tUin werben. 

2 ff 
e«at natl fÄC smC ten mttt^ ginaginb * ^^ *'^^'* 

» 

man nad^ de^&riger 9lebu(tiott ben StuMrucC: 

2co8Jaco5Jbcosjc ' \P'J 

ml^tt bltfeHt fUnaledit mit btt tattalta^fi^tn gormel 

T=ri(a+b+c)i(a+b— c)i(a+c~b)i(c+b— a) 

teigf« SSequem jur (osarit^mirc^en S5erecQ»nttns ifl bit $ov* 
mtl (B) oKerbing«* Sba Inbeg 3T<i9r unb >i^ feftt 
(anit r fo iß f!e {weibentid ; ba^er bte weieee unten (Ö) an# 
itf&^itt ttttflIikO einfatJbere gormel Don i'^uUiit i^r 
fcldoii betfNb entfeftiiben Dor{ttiti?M^ 
S(tt# $« 36* erb^It man $ 

-^ K.co»a+cosb-|-co8c+l eos^fa+cos^ib+oos^jc-l . 

GO83 A ^ " T t ' ' «1 " ' XI — y.a8g ■ : ' " ' 1 ' T " X 

4cos2aco88bco8ac ^ccosiaGosjbGOflSc 
2— gjn^ja— sih^gb — 8in^io (Ci 

J^ottf (Igt 04 eine €tiff(^eitattg tev in. <B) »orltttbenen 
3»rib(tt((8(eit ^(rfeiten. 3ü nimU^ T<>r, fe i({ cos IT 
)»ftfltio, iba^c nuS co8*ia + co8*ib+co8*fc>l fti'it. 
SP T>«, fo |(t co8»äa+co«*ib + «ös*io<l.. gÄ« 

U. 7- 
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A + B + C) 

1 + cosa4-co3li + c oB a . cos b + sina .ein h coa C 

4cosfa cosib oosic 

^ 4cosia-cosib-cosic * 

4 cos* ia co a* i b + 4 cos i a cos i b si nJasinlbcoaC ^ 
4 coa } a coa i b coa t c ' 

tatitr, wenn bat(f) 4co3ia cosib S^&Itc unb Sftenner bt0 
iKtittn l^tilS binibixt »erben : 
riai(A+B+C)=^ co.{acoaib + «inlasit.iboo«C 
cos sc 

•ItlK^IÜ I ") ,c°3»;co.ib+.m{rsinibco.C 

b. f. 

..-.[.,„ r^ .faia..nib + co.i.co.}bco.C 
'^ ' cosic 

Ca« aiilinbiiled (^^ r) Sittt nui (25.) t 

rinicA+B+5)= ':°'''?^°''^+'"!-"'°i^°°''^ , 

cosi o 
Mir : 
aiiii(C 
unt ^ittaü$ ftlit bütät ^antäiUlmst 

riniCI < mm ''°*°°°'"''°°'*'"'° 
sinio 

9lu< (26.) aiilt man tur4 toi pstuiSnietntitiiHt (a (7): 

t(l(ttt 

—cosi 

|tinro foist mt (29.) m» C^)t 



rini(C+B.A)^''°''"'°"'"'°'*°°'""°'''; (27.) 

vedfftlung 

tinir+A Elm''"^"''"''*^"''""'"''""""'''^. (2a) 
' sinso 



■in i /a 4. h ~S g'O i A sin }B + cos I A coa i B coa c . 
cosäC' 



— cofit(a+b+c) =3 d^JC~= *^^^"^ 



cos 
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i (a+b-c) = j5^j^ ; (30.) 

cosi (c+b-a) « cos I C ^' (^^•) 

unt burc^ $8ert»ec^fe(ttns : 

3. r t »^v cosiAsiniB+siniAcosiBcosc ,«-.. 
cos j (c+a— b) =5 j^l^p . (32.) 

£>(f>tb{rt man o^ige ©leic^uns (250 

. Zi'A ■ T» . #^\ cos5acosib+ siniasin^bcosC 
8mi(A+B+C)= -^^^ — 

r 

tUrd^ — cos i (A+B+C) Ä i- j (§. 31 , I.) 

cos 3 C 

fo tx^iXx man: 

,rA . T» • rv. cosiacosib+siniasinibcosC 
~tangi(A+B+C)==-— -^-j^^^^-jg^lj^^ -. 

unb wenn man ben (»etten S^eU bncc^ siaia sinib (A* 

-tangi(A+B+C):=22^£ii£^|^+S2!C. (33.) 

9tuf taft aRebenbreietf (« /? 7) (({oscn/ giebf bitfe ®U{(^n^t 
^tai.gi(Ä+B+C)«"-2t£il£^^±£2l2. 

JDarauö folgt: 

tangiCA+B— C)=s — a2 . ^^ X j (34.) 

Sbenfo et^ilt man bur^ (a^|>7) aud (33.): 

tar.gi(C + B-A)«^2^!ili2^^^::-22i^J (35.) 

btttci^ a3(cn>e(^r((uttd: 

»« x/Tii A ij\ tangia;cotgib— cosC ,_-. 

tangKC+A^B)»— 5 -.-s^ 1 (36.) 

t><A %o\ox*^%^i^i\i^ (a6ö siebt m'i (34*): 
~cotgi(a.hb+c)=*''°«^^^°"/^^"'"r°^% (»7.> 



jnfcli... 




■- 5-% 



"1 



'■)■■ 

colgi(a + b-c) = — Ji- 4^ ; (38.) 

ou« (36.): 

colgä(c + b-»)=!5HllA^»JliBili0£0 

am c 

wi C35.)f Ober roenn man fiicr q,A mit b,B ecrtBetftfele: 

ff. 38: 

©ie gormttn beö §■ 36. JafiVn pi^ midelil fctt §. 4. 
6m<tttcn gorracln in ft^r tlegante Su^bröiie ura»an^(r^/ 
bic fjitr no^ aufgclTcßt wcröfn foHtn. 

©djicibf man in ber @Ifi(^ung 



cosi(A + B + C— jt) fiit fliuäCA + B + C) fo i|l 

1 . ifXj-n^r ^\~1 cos'fa + cos'jb + cos'jc-1 . 
l-cos5(A+lJ+0-'r>=l-- ;; rr s ' 

^ .icosäOctJSEbcosäc 

bo^tt: 

2sia»j(A + B + C— )r) = 
1 — cos'ja' — ■cos' i fa — cos'jc + 2cosiacos jbcoajc 
2 cos t ä cosi b cos j o 

3iE^f man im jtveifm %tl jufammen, na4 $. 4, 1., fo 
tv^iU mon; 

2sm*j(A + B + C— ii) = 
4 flin j' (a + b -J- c)siii j (a+b-c) flinf (a+c-b^BJa j(c+b-a) 
2cosiacosib cos i c * 

ainJCA + B + C— 3r)= 

V sin |(a+b+c>iii jC^+b-c) sin ^ (a+c-b) sin j (c+b-a) . 
cos^acos^bcos^o ;■ (41.) 

•gtnttr iff ' - 

l+cos4(A+B+e-«)=l+ crya+os'tb-hcosMc-1 
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C«?y), («ßl)'* fttntt mit T', t", r" t>{e %ti(^mimt 
t(rf((6ett; f» iß 

P'=a+E + c=2ff— (c + b — a). &tn fo 
P"=2jr— (a + c — b); 
P"'ä2w— (« + b— c). 

g«H« fU T* ==A+B+"Ü— 5r=27r— (C+BrA+ff); 

= jr — (C + B— A)} 

T" =2jr-(A+C-B4-ji)= ffr(A+G-B); 

T"'=2»r-(A + B-C + jr)=!T-(A+B-C> 
6tt({{(to{r( man bttfe ^uibtMt in ber gormel 

•in A^= ^' s^°^(°+b+c)sinl(a4-b-c)8iai(afc-b)ain3(cfb-a) 
^ sin b sin o 

f» tt^itt man: 

.1» A ^ ^^sin i P . sin i P- sin I P" sin i F" 

sinbsinc 
/ 2G 

JDie gownel ainaaa . p . n (§. 29.) «<rwanbelt ff* 

sinJSsinl/ '■^ ' ' ' 

^ann infolsenbe: 

.,„ - — SKsin iTsiniT sihIT"s{niT"' 

sinBsinC 

Sie $. 29. eemerfte Stelation ^ = ^^ ((^^(t man nnfer 

sin I P sin § P' sin I P " sin i P"' _ gin*a 
, »in 5 T sin i T sin i T"8in I T*'* ain^A* 

tangi(A + B + C— 7r)tangi(A + B — C+7r)=5' 
tang4(a + b + c)tangi.(a + b — c) 

tx^ilt manx 

taug i T . ootgi T"' =tangiP . cotg iP"', 
tang;JT tangjr . 

€< finbtt alfo {toif^en ben Sfclcbenrdamen unb Umf ^ngen 
{weier ^reiecte f bie unmittelbar D^ebenbreiedCe bon einanber 



dt ajctwec^fdung et&ÄIt man &t(ju: 

taug ^M-H+r+^)=./ '»°gi(a+''+o)'»"ei(»+°~g . 



(47.) 



v/= 



^v tang i (a+c— b) Ung ^ (a+b - o) 
(48.) 
©itfe gorntftn (450 — (4S-) finb fe^t btaxidjUt jnr aiuf- 
(6fun3 eincd >C>tikdcg, tvenn brei iSeJtcn gebeten ftnCi, ba 
buri^ Xangenten (ine griJgtce @c(;drfe tcrtiifjt toerbcn fantif 
alä tur$ iSinud ober ^ofinuä. 

Succ^ baä ^oldr'SJfbenbrcicd (d &T) ecftdlt man auö 
btn ©leit^ungcR (41.)— (44.}/ unb iiuac 
auä (43.): 
siu J(a4-b + c) = 
^A+B+Ü-j>)Iiöi(A+B-C+.i)6iDi(A-lt+C+ji>iii}tli-A+C+n) 

QU« (440: 
:osJ(a+b+*5) = 
' co4^A■^l^+C-Jl)Cl»i(A+B-C^.J^)co»j(A-B^.U+^I)co»^(B-AtCtjÖ 

(5a) 

HU« («.)! 
»ioiCa + b— «3 = I 

i;|(Ä+B+G-7i>in^A+B-C+;T)co»^(A-B+C+n)coai(B-A+Cf/l) 
ctM^ActuiBtuiC 

«1« (42.)! 
CQ3i(aH-b — c) Ä= 

/ co«S<A+B4.C-n)co»*(A»t.B-C+ji)imj(A-B+01-jt)»iDi(b^t'^;T) 
V "^^ ccuiA cwiBüuiC ^ 

(52.) 

iDit Sin'fiim btt eitl$iui3 (49.) tnnt (50.) 91'iits 

nii;f(a + b + c) = ' 

. (53.) 



n/^ 



\^ 



I 

I 
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f>¥D|»oriionett in f|)]^Attf4>en 2)tetetferi nnb 

in Sttebenftetfem 

SrHiruns. SBenn Don einer fSrnfelfpi^e A etne^ 
fp^&txiäivx ^xtxiAii ABC (§19« 6.) nac^ ber .gesenüfter^ 
lieflenben Seite a ein SBogen AD ge^osen wicbf fo werben 
b(e babur^ entfianbenen 9l&fc^nitte be^ asinfeii A unb ber 
©elte a refp. bur^ A", A", a", a" beieic^nef^ unb iwac 
fOf bag A'', a" bie auf bec 6eiee t)on B Uesenben, A"Va" 
aber bie nac^ C &in liegenben älbfc^nitte bebeuten« 3n Sis.6« 
n>itb bemnac^^ DB bnrc^ a'; DC burc^ a''; DAB burc^ 
.A"i DAC bnrd^ A''' ansebeutet. @e^t ber S3osen bon 
ber @t>i6e B nacf» ber ^titt b, fo werben bie SBinfel^ itnb 
®eitenabfc^nitte auf ber @eite bon A burc^ B',b'; bie auf 
ber eeiee t>on C liegenben (EBC, EC) burc^ B"^ b"' be^ 
)ei(^net Sbenfo »erben bie burc^ einen bon C nac^ c ge« 
führten SSogen gebUbeeen Slbfc^niue bon C ttnb c na^ i^rer 
Jage in SBejug auf A unb B refp. burc^ C, c' unb C", c ' 
beteic^net^ ^ie S3ogen fe(5f{f welche bon A m^ a, Don 
B nacb b, bon C na^ c gebogen werben, feien burc^ v\v\ 
p'" angebeutet, ©c^neiben (ic^ jwei folc^er Sßpgen, wie 
AD (p) unb BE (p") (gig. 6.) in P, fo werben bie 
obern Slbfc^nitte, AP, BP, b. i. bie {wifc^en bem iDurcO« 
fc^nitttfpnnfte P unb ben {uge^Srigen taSinfelpunften ent^t« 
tenen $^ei(e berfelben mit q; bie untern Slbfc^nitte, wie 
PD, PE mit r bejeic^netf fo bag bur* q,.r j q", r"; 
q", r"; refr» bie Slbfc&nitte bon J)', p", p" bejei^net wer* 
ben« -^ S3on ben SBinfttn AD B, ADE, welche p mit a 
bilbet, wirb erfierer burcf) 91'^ (egterer, ber m^ C ^in(ie<> 
genbe mit 31" bejeic&netj fo wie unter »^5B'"j 6' S" bie 
burc^ p',p'' mi b,c gebiibete SBinfel gemeint fein werben^ 

SBirb bon einem SBlnfelpunfte A eine^ fp^^rifc^en ^rei« 
ecte« C$ig. 6.) ein^efpe;nbifel (AD) auf bie gegenilber lie^ 
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oaS (56.) 1 
co»i(A + B + C — »).iiii(A + B — C + ») _ 

COSjC 
C08«Cc + b — a}c osi(c + a — b) .„ 

""ssir: ' '"■' 

on« (55.)! 
cmKA + B + C— »)coatCA + B-C + ») _ 



coS4(a + b+c)cos?(a + b — c) _ 



(58.) 



©aa SttUnlttitd Ca (* y) gü^t 

HU« (57.)! 
siniCA — B+C+..).ini(B — A+C + ») _' 

sin s C 
,in}Ca + b + c)co.;(a + l— c) 

siiiäc * \ V 

OUS (56.): 
6ini(A— B-i-C + 7r)cosi(B — A + C + n) _ 

- COsäC 

fiin?(c+a— b)sin^c + b — a) . ^gQ. 

filDäC - * 

«u« (55.)» n^ 

co3?(A— B + C+iT)ain?(B^A+ C + n) _ ■ 

cosäC 
C03 ? (c + a — b) flini (c + b — a) . r61 1 

«in|c * ' 

mi (58.) 1 
co8fCA--B-HC+V)co3J(B— A + C+^ r) _ . 

sin ä C 
CDs3(a + b4-c)aiof(a + b— c) . ^gg.) 

sinä c ' 

' £6ff«iaQ He ^robuftc itt biercn @(ti^iiflflen m^ bw Sop 
nKlB $.1/39—42. auf/ fe »eroflateto pe.p* in W* 
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in 



, bo6er lang c cos A"=tangb cos A'" ober ^ a^^/ = /^^ ■ 
.^ ^ ^, ' . ° cosA tauge 

5) S){e fünfte 9)rot>ortioti folgt ani Mn m^ttit^tn* 
btn ; einfacher aber au^ 



/# - ttf 



«•««' — ^^°g^ — tang a 
'^ tangA tangA 

3ttf* i« S5c ba« $erpe»b{fel felbit^er^K man m9 
tenfdbctt Z^teiecfen 

'8iap' = 8mBsmo=3e8inb*smC* ' 

®e|t man für sinB ben ®ert§ -: — ^ — ♦ (j, er^jjt ,a^ß 

btirc^ bie Seiten ou^d^bcfidt: 

. ' _ 2g 

*^ sm a . 

au« ben apinfeln be« S)ceiedCe« finbef M P^ tt)enn liian 
fär sine ben ffiert^ . . > d f^ltJ »wn erJ4lt: . 

^ sinAsmB ' ^ 
^ sinA 

Sir bie ouf bie 6eiten \>, c gefönten 9)er)>enb{f e( p"', p''', 
crgiebt flc^: 

. " 2g 2G ^ 

sinb sinJö ' 

. -'— 2g _ 2G ; 
*^ 8iac sinC 

11 1 

mmi sinp :8inp':8mp'^=;-^j^ : -^^ X jj^S 

* 11 ... 

smA sinB smC 

3ttf. 2. $)a$renb b(e ©dten «nb aBinfd bt« S)reic(fe^ 
nttc fwflti» {tt nehmen ffnb/ f innen boc^ bie Slbf^nltte' 
a", &", A", A'" ntflotfDe OBett^e erwarten, ©enn benft 
man ftc^ bie t»9it btc ®pi$e A «erinberlid^ / fo fan«' bdö 
9)etp<nbif el AD bet 6eite A G intmcc nd$f c (ommen , wo« 
Ni a" uttb A" abnehmen. gäOt AD mit AO iuMmen/ 



(60.) (III« (62.): 

t.ogi(A.E+C+»)taneIC= "°'/°+'-'L'r.'''' + V 4 
Miug4^ -T -r j h c03Ha+b+o)8m4ta+b-c)' 

(72.) 

(59.) Iiat* (58.): 

laiiBi(»+t+c)_'ini(A— B+C+») sin}(B— A+C+.r) 

taug sc ^cos J(A4,B+C — Ji; coa i (A+B-C+ji) * 

(73.) 

(62.) 6nt* (58.): 

tang } (g+b— c)_ cos } (A— B+C+») cos i (B— A+C+») 

tangäC COS4CA4-B+C — it) coaJ(A+B — C+n;' 

(71.) 

(60.) bat« (57.): 

lang} (c+a— t) ain} ^*— B-l-r 4.„-)co!.i(B— A+C+») 

langte 008*1 — Ji) cosä(A-i-B — C+n)' 

(75.) 

(55.) tut* (62.): 

,,,,.,. , siiiJ(A+B+C-i)si„J(A+B-C+«) 

(76.) 
(Sä.) »ih4 (59.): 
. ,, ,, ,. , aiii}(A +B+C-.r)siniKA|B-Cti,) 
.tM.gi(.4-b-c)ta,gio = ,^^^.3^C^^j^^^^^^C^^ i 

(77.): 
(56.) tunt (61); 

.iai(A+8+e^)»<>'ilAtB-Ct.r) 

t»i>gJ(«ih«-l)i»D«S« ==J55(Ä5+c+S)S5p:Äiöf?)' 

(78.) 
5. 41. 

et iS ao4i Junis, ;»» f Iiicieiiriiiim T bt« f)>W' 
Mn IDrliidi« buTCt garniiln )U bi|Iinimcn. So btcfilbi 
bcm Ueberfc^ntfe tut SEJintelfumme ubcc iwei Ke*£e fllei* iff , 
(=A + B + C — n), fo braudjin Kit nur unter ben bii^tr 
tntnidttttn ©Incbungcu unb gormein biejeniden, totiäH 
(A + B + C) enthalten, fterauöiufnc^en unb iufamnieniBffdl«. • 



r 



tin 
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fttbem f9c (A+B+ C—n) fosUic^ T, für A+B^- C 
aber T+n geregt »erben fann. 
mi Ut eieic^ung (§. 31 , U.) 

^ siniasinib _ sin j (A + B + C—^r) 

cosio sfnC ' * 

vt^SU matt imi^p* 

. xrri sinia.sinib.sinC ... 

''°^^== ^STi^ ' ^^-^ 

mli^t %cxmtl Ste^nlic^feit mit bec plantmefrifc^cn 

gT=fa.ib.sinC 

(af/ ht ptldit fit fidf auc^ Demanbelt; mm bie @ei(en beö 
ft>Mr{f:^eti S>reie(tei unenblic^ {(ein tperben. 

©efft Itiatt fÖC sinC ben 5lBcrt^ sinaainb * ^^ '"^^^'^ 

man tiac^ Qt^itiitx tUtHtthn ben 9(n«bruce$ 

2co8J|acos jbcos^c ' \P'J 

mlddtt bltftfit f&naloiit mit ber tattalta'fd^tn ^ettntt 

T =r i (a+b+c) i (a+b-c) i (a+c— b) i (c+b— a) 

leigf« SBequem }ur (osatif^mlfc^en S^ered^nnng {fl bte ^or« 
mel (B) oBerbing«» 55a inbeg iT<i^ unb >i7r fe{ti 
ifann^ fo iß f!e (n^etbeutid; ba^er bie tüeifer unten (Ö) on^ 
iif&^ttt ttttsreiit einfad^ere Sormel wn £'^niri<r i^r 
f(ffbn b«|>o(6 entre^ieben DociUitie^en^ 
9ln# $« 36» er^dft man t 

^^ ^v^cosa+cosb+cosc+l co5^a4*c08^i b4-cos^3c*l . 
4cosiacosibco» S c ü cos i a cos j b cos i c 

2 — sin^ja — sin^jb — sin ^ic >p . 

2*cosiacosibcosic / ^ *' 

i^att< Mgf ficft eine Cntfc^eibuttg ber (n (ß) «or^onbenen 
Stoeibctttigfeit^erletten« 3fi namKc» T<9r, fo tfi cos IT 
pofHiti, ta^r mug cos*ia + cos*ib+cos*ic>l fein. 
3fl T>?r, fo ijl cos*ia + cos*Jb + cos*io<l., gdf 

TaatTT ifk €OS^ia + C0S*ib + G0S^iC3Bsla 

IL 7. 






I 

I 
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— cotgi(A+B+C)=a . ?^ . ^ 

* ^ ' co«a+ooaD|4'Coso4't ' 

erhalt nuMt 

°8 cos a 4- cos'b + 008 c + 1 *« " S *' 

- g ' — g ^, 

co8*|a+co«*ib-h}08*i c-1 2-8ia'ia-sin'lb-8in*io' 

$ltt^ $. 38, SR». 41, 42, 45; (tM^t WM Oi< gfocmefot < 

sinj T = . ■ 

. /8iD^a+b +'c>iiii(a+b-c)8iD j<a+c-b)8ini (c+!»^X hi\ 
V cosaacpssbcossc 

<:o8$T =» 



' « 



V cosi(a+b4?^)coaj(a+b-c).co8iKfttg'^)co>i(cfb-aX (FA 
cosiacosibcosio ^ ' . 

tang JT ■■ ^ > 

?tangiCa+b+c)tangJ(a+b-«)taDgJ(a+c-b)tangJ(ctb-a)j 

(GO 

untev benen bie legte Dorjfidltc^ bequem {ur (odartt^mifc^eQ 
SBerecÜ^nuns i(l. Stoetbeutigfetf ftnbet ^ter nic^f jtate/ ba. 
T<27r, Qlfo JT<i7r fein muß* ' 

fSid^retib in biefen Formeln ber Sldcbentaum burc^ bie 
6eite beä 2)retedeö befiimmt wirbr credit man i^n btt((j^ 
jtDei ©eiten unb ben eingefc^Ioffenen QBinfet auögebrdttt tiac^ 
§. 37, — in ber gprmel 

cotgiT="^^g^""^^^^^ + ^^^^; (HO 

©ie SSerwanbtfi^aft berfelben mit ber D*ett (A) ongepl^rten 
ptanimetriTc^en Sonnet iT =ia. ib. sin G tt)itb fU^tlfii^. 
wenn man beibe S&etie ter gormel umfe^rt unb beti S4^kr 
unb menner bei t^eiten X^eiled mit tangia tangib tnitUi' 
pliiku ®te ec^dlt bann tie gocm . : 

r. • 

«.^ , tang ja tatig gb. sin C ^. 

*"°«*^'-l + tangia tangib cosC ^^^-^i 
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3fl bai fp^itl^i^t Z>reied e(n tt^tt^lntUiti unb imt G 
bcr rechte 9Sinfe(, fo tt^ilt man ben merftoürbisen Sluäbmct 

taDgiT=taDgia,tangib, 

tote (et bem ebnen rec^n^inflisen S)reiede iT=ia.ib. 

§. 42. 

9(nbere 9le(a(ionen {wtTcben bem SM^encaume, ben 
(Seiten unb SBinfeln be< 3^vütdti finben fic^ in ben bit 
§. 40« entn)tcfel(en ©(eic^ungen no^ meutere. Semerfen^^ 
mtt^ t({ beronbec« bte ©(eicbuns 

tangiatangib==^M:^i^. (§. 31, V.) 

3nbem für — co8S(A+B + C) gefeßt wirb 8inJT,-er^ 
(d(t man: 

sin5T=tangia.tangibcosl(A + B— C);*) 

ani n>e(cber gormel fic^ bec ©ag Dom 9Kaj:imum be8 §(2^ 
(benraume^ bei itctl gegebenen Seiten (3. (S. §♦ 86« u« 87.) 
leicbt ergiebt. 2)enn f{nb bte @eiten a^b unoer^nberlicb / fo 
änbert ^dt) T nur nad^ (A + B — C)^ S:>ai SRafimum ton 
co8i(A + B — C) Ijl =1, too bann A + B — C=o, ober 
A+B=C iß« S)ann liegt aber ba^S)reiecE in einem ^alb« 
freife (s* 0. §. 75, Suf. 2«), b. 5. bte britte ®ette c if{ ber 
fpb^rifc^e SDnrcbmeffer bti umgerc^riebenen ^retfeö« SRun 
iß jeboc^ ba^ 9)7a}:imum bon T mit bem bon sin IT nur 
bann t>erbunben/ wenn siniT mit T beßdnbig wdcbß/ b«.i. 
wenn T nic^t >^, ober «jenn A + B + C nic^t >2n 
tverben fann« S)a inbe§ bie @cbenfe( a, b jebe beliebige 
£)effnuttg erhalten f5nnen/ fo fann C fo na^e an n fornmen, 
M man wiS. ®cü babei nun bie @umme A+B + C 
liiert >2^ tt^erbeUf fo barf A+B nicb^ >7r mtbtm ba# 
Iben mug a+J> nic^f >n fein; — biefeibe SSebingung be^ 
^aflmtmif tb^Icj^e g« @. §. 86, 87, 88 na(6gen)iefen iDurbe« 

*) knan . ItmüU^ ' ba^ oud^ (ei eBnen jDveledfen Me ' Sfotmd 
2Tsf«;{b/eöt j(A^-B-.C} g{tt, Me mit bec oben erwi^ntera»^ 
fa«menfill^.Mf»^A*hB4*Cs^; a(foeoii(A+B-C)=imG ift. 

7« . 
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too, 

8Sr bat $Rdy(attin#. »0 caai(A»hB-^C)Bi iRr It^ 
^SU man bie tnerffofirbige gormeh 

8iniT«=staDgia*tftiigibi 

b{e eis it9({(ef aiia(o0oii |tt tem eben re^tmitttttscti Sttk 
etf e f bat ibtnfaüi im fjalbtttift liegt mb bat ^afimm 
btt SatbtUn iff/ titfttU 

OUn (i 41«) »ttrbe f9t M rec^fwltittlge .A>|SHf(^ 
SDreicct au« Mn J(a(^efeti ^^ b btt 9l\abtnd 

taniglTstaogiatangil) . 

sefhnbett* i^ittava iß erfldütlic^ r t^ie ffd^ tMtf te4tn>tnnf^ 
fl)^drif4e jDreied {u bcm aRaj^intttm/M^stc^bfe Xatbtttn 
bebittgt tbirbr ber0t» SBicb bcc glic^etiratm be< (ei'tem 
mit M, ber bti tt^P»infli^in iDreirtfe« mit X btittinttf 
foiff: 

tangiL s= smil)^ ' " 

«k^.. »inili cosiLi 

8111t M 1 

Um büi S3er5df(ni§ bon M unb L felbfi geometriTcb bar{tt# 
jleOeti, ne^me man (gig* 50 ben SScgen AC=iM;; ec# 
rl^te in C ein ^crpenbifel unb }ie^e unter einem falben 
gied^fen (GAB) ben SBogen AB; fo ifl CB=äL, ©en« 
e« ifl tangBC=itangCAB.8iaAC=sinAC=sm?M:; 
dtfo tangBCstanglL unb BC=iL. 

9Bie ein S3osen )tt fonflruiren if{/ ber bem Si^c^en^ 
räume eine« fp^^drifc^en ©reiecfe« gleich ifl/ toirb toeiter un^ 
ten seteist toerben* 

%&t ben 5perimetet (a+b+c) be« fr^Ärif^en ©reU 
etfeö finben flc^ d^nlicbe ^nßbvMt, wie für ben gUd^eUf 
räum/ bte leicht nacbsefe^en n)erben If6nnen* §3emerfentfiEoett^ 
finb bie SBejie^unsen; n^elcbe jn^ifc^en ben Perimetern/ S'4^ 
^enrdumen/ ©eieen unb SBinfeln ber Sßebenbretede flaff 
finbem S&eieicbnen tcit mit P ben Umfans be « ©reietfej 

(«/Jy); mit P; P", F" bie ber aiebtnbreierfe («/?/), 
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(aßr), (aß})i ftmt mit T\ T", T" Ut %li<l^tmimt 

Ut^tium fo ifi 

P'=:a4-S + c=25r— (c+b— a). €6en fO 
P"=2jr— .(a + c — b); 
P"'=25r—(a + b— c). 

gern« ifl T* =A+B+'Ö--7r=2>r— (C+BrA+>r)j 

= »r — (C + B— A)} 
T" =25r-(A+C-B+7r)= «-(A+C-B); 
T"'=25r-(A + B-C + jr)=jr-(A+B-C> 

Cniftltakt man bitfe ^uäbrütfe in btr Sormel 

-.„ A_ ^K8inl(a+ b+c>lnl( "a+b-c)8iai (atc-b)8ioJ(ctb-a) 

smbsino 

fo tt^ilt man: 

c^r, A == ^^^«P SP . sin i F sin i P" sin i P"' 

sin b sine 
2G 

SÜt gormel sina= . p . ^ (§. 29*) wwanbeU fldj 

" smBsinC ^^ ^ » '^ 

^ann in fcl^enbe: 

_ Srsiu i T sin i r sifa 5 r ' sin I T'' 



8m a 



sin B sin C 



©fe §♦ 29. 6eraerfte SJelatfon ^ = ^~| ereilt tnott unter 
(er gorm 

sinlPsiniP^ sinl P^ ^sin IP'' ^ sin^a 
8in i T sin ä T sin i T^sin I T"' ~ iiiS^A' 

3(u< ber @(eidbttng 

tangi(A + B + C— 7r)tangi(A + B — C+7r)Ä 
tangi(a + b + c)tangi(a + b — c) 

ereilt niant 

tang i T . ootgi T"'=tangiP . cotgiP"', 



cber 



tangj :T_^ tangjP 
tangif^-taniiF 



(£i finbet «(fo jtoifc^en ben ^lid^miümm unb Umfdnsen 
{weiec S)rekcte r bte unmittelbar aiebenbreietf e Don einanber 
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f{tibf ober iU {ttfanmen eine fp^äxlfdit 6p(iitrel SUbettf ^le 
bmtthntmtt^i S&eiie^nng flatt, ia9 blt Zanitnttn Ut 
^Uxul0%lia^tntiumt bea Sangetiteti Ut tQierteUUmf4iige 
ptepmionkt flnh. 

9(uj Der ®Ie{c^ttiig 

tapgi(A— B+C + ^) _ tangjCa^b + c) ^ 

taniiCß— A + C+7r)~tangJ(b — a + c) ^^" *^' ^^ 

Silfo ottc^ bei ben {wei übtldtn 92ebenbre{[e(feti be< Qpfttmti 
o/?y, a/Jy, a^y, a/?y flubet blefelbe ^ttpmlonaütit ftatt. 
®ie di(t ba^ec bei febea bdiebigea {tvei.lDreiecfeti beendet* 
nannten @pfteme<. 

3lu< bec ©lei^nna 

(§. 40, 64;X 

ec^jlt man: 

tangjTtaTigiT"'=cotgJP'cotgi{P", 
Ober tangfTtai]giT"'tangJP'tangJP"=l; 

burc^ SSecwe^feluns ecgtebt ftc^ baju: 

tingiT tang JT' tangiP" tangJ^ ?'" = I ; 
tangiTtangiT"tangiP'tangiP"' = I. 

g<rnec {({ nac^ §. 40, 65. 

tangiT' tangiT" tangJP taiigJP"'=l; 
tang i T tang f T" tang i P tang ^ P" = 1 } 
tang i T" tang i T"' tang i P tang i P' = 1. 

3« b«nj ©9Jltme bet »ier ©refetfe «/?y, ^/?y. «/?y. «!*)'» 
• tf{ a(fo bai ^robuff auö ben Sandenten bec fSietteffidt^en« 
rdunte betttbig {»etec unb ber 93iectel • Uwfdnge bec anbetn 
beiben unberdaberlic^ sal« 

Sarau^ folgt M<bt 

tangtT.t '"'tMig-fP > 
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9)toiporiionett in 1[p^äti^6)en ^ttitdtn nnb 

in Sftebenfretfem 

SrlUruns. SBenn Don einer fSinfeifpi^e A etne^ 
fpHtlf^tn 3:>retedej ABC (Si9*6.) nac^ ber .geseniiaer^ 
liedenben Seite a ein SBogen A D ge^osen wirb r fo toerben 
bie babur^ enffianbenen 9(&fc^nitte be^ asinfeli A unb ber 



// A /// // tft 



Gelte a reß). bur^ A , A , a , a beteic^netr nnb {war 
fo, bag A", a" bie auf ber etitt bon B lieflenben^ A"Va" 
ober bie naä) C &in liegenben älbfc^nitte bebeutem 3n §19.6. 
n>irb bemnac^' DB bnrc^ a'; DC burc^ a'i DAB burc$ 
A''; DAC bnrcl» A''' angebeutet. @e^t ber fboQtn Don 
ber @pi6e B mdf ber (Seite b, fo werben bie SBinfek nnb 
©eitenabfcl^nitte anf ber @eite ton A burc^ B\h'i bie auf 
ber &tiu bon C liesenben (EBC, EC) burc^ B''^ b'" Be^ 
)ei(^net. Sbenfo »erben bie burc^ einen bon C nac^ c Qt* 
führten SSogen gebilbeten Slbfc^nitte bon C ttnb c na^ i^rer 
«age in SBejug auf A unb B rcfp. bwrc^ C, c' nnb C", c" 
be^eic^net^ S)it S^ogen felbfl, welche bon A nacb a, Don 
B nacb b, Don C nad^ c gebogen werben^ feien burcb p^p^ 
p"' angebeutef« ©cbneiben (icb {toei folc^er Sßpgen^ xoit 
AD (p) unb BE (p") (gig* 6.) in P, fo »erben bie 
'Zobern Slbfc^nittef AP, BP, b« i. bie {wifc^en bem ^urc^^ 
fc^nitttfpnnfte P unb ben {uge^Srigen fSSinfelpunften ent^at« 
tenen £^ei(e berfelbcn mit q; bie untern Stbfc^nittef toie 
PD, PE mit r bejeic^net^ fo bag bur* q,.r j q", r"; 
q", r"; refr» bie Slbfc^nitte Don j?\ p", p" bejei^net »er^, 
ben. -^ S3on ben SBinfttn AD B, ADE, toelc^e p mit a 
bilbef/ toirb erfierer bmdt) 9i!\ festerer, ber nac^ C ^inlie^^ 
genbe mit 31'" beieicbnetj fo wie unter »^5B'"j 6' g" bie 
burc^ p")P'' niit b,c gebiibete SBinfel gemeint fein »erben, 

S- 45. 
SBirb Don einem SBlnfelpunfte A eine^ fp^^rifc^en ^rei« 
ecfe^ C$ig* 6«) ein $erpe;nbifel (AD) auf bie gegenüber lie^ 
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gcnbe @cf(e a stf&üt; fo finben ticifc})en bta bubiit^ tttu 
jtdntienen SlHdinititR btS SBinfeld A utib btt Seite a fol« 
Qtaie ^topoTtiontn flatt: 

*' Biaa" ~ tängB' ( """S'^ '^'t »ie bie Süngtnteii bct an« 

Miegenbtn ^infeli 
„, cos a" coac ibii ÄofinuS betfEl6cn wie bi'e Äop* 
'' cosa'" cosb ''nuö btc anliegenbeit Seifen. 



sJq A^ _ cosB i bie ©inuS btc 5öinffla6fc(>ni(ft TOie Sie 
~ cosC'f Sofinuö ber nÄcfellliegenben aßintel; 

., conA" _ tangb f bie Äoflou^ berfelbfn urageft^ct wie 
•' coaA'" langc'l bie Sangenfe« becanliegcnbcn Seifen.' 

Ä" 1 bie Tangenten ber asinfelabfc^nitfe 
5)i£!?K4,=!^HR^^;JfInb ptoportionirt ben Song, btr 



3) 



^^ 777 i^ TVTJi > I'"" t^H^V""'"""' "'■'* Ä-Wlig, Ute 

taug a lang A j gegenü6„ii(gjnb. 6ti(tnaH(l)nitte. 

^(wei«. 1) 3n bem recfttwinKigen Sreicde ADB {{l 
taug p' == tang B . sin a" ; 

fn bem rtcfttwinfligen ©reiitfe ADC (|l 

taiigp'=taDgC . sin a"'i 
bafitt tBngB.sina" = taDgGsina"', fol^litf) 

sin a" tangC 

sin a'" "^ taogB' 

2) 3« bem flet|annfen ^ttieät ift 

, coac . cos b 

" cosa cosa ' 

ta\itt bie jweite ^vopoction, 

'~^i im 

sin A 
K p ^ . .r« » .. « cos C . , coa B cos C 

©retetf ADC ft cos.p' =s= -^-^ ; ba&er ^-j7v3=-:— ™, 

' ^ siDA sin A sm A 

neraud bfe bcitte <pi0)>orfloR folst. 
4) 3n bem Srticcfe ADB ift 

tang p' = tang c cos A"( im 2)reietf ADC ^ 
langp' = langb eo» A"' J 
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^ bO^er lange cos A ÄtangbcosA Ober cosA'^^ ^ taa ' 

5) S){e fünfte $rot>ortion folgt ani Hn wv^ttdtitn* 
btn ; einfacher ober a\x6 



tf . ffr 



. , _ tanga __ tang a 
*^ tängA^ taug A 

3ttf* i. %it bai $erpe»b{fe( felbit^er^K man m$ 
tenfelben Z)teie(fen 

©eßt man für sinB ben ®ert§ -7—4 — ; fo er^Ät man 

I SIXX A 81Q C. 

bnxi^ blt &tlttn anid^bt&atx 

. ' _ 2g 

*^ sm a , 

9(ud ben SSJinfeln be« SDretecfed finbet ftc^ p', mnn äan 

Off 

fflr «ine ben ffiert^ . . ■ p f^S** "^» ^^^^^ 

' '^ sinAfiinB 

^ sinA 

gfit bfe ouf bie ©eiten t, c geftoten Ven>enbffel ^, f\ 
ergiebt flc^: 

. " 2g _ g<> . 

*^ sinb sinü 



'^ 8iac smu - 

11 1 

toorauö sinp :ainp':8mp"^=:-^j^ : -^j^ : 2i^; 

sinA sinB smC 

3ttf. 2. $)d(irettb bie ® eiten ttnb ^{nfel be< S)re{edCe4 
«ttt j»f!ttt> {tt nehmen ffnb, fjnnen bocft bU Slbfcftnitte. 
a", «'", A", A'" neflotiöe fflJetf^e ermatten. JDenn ben« 
iBtttt jt(^ bie «flfle bet ©pt^e A »eränberlieft / fc »anrb«« 
9)erp<nbifel AD bec 6eite AG immer n&^t (ommen, wo« 
Ui a" unb A" abneOmen. gaOt AD mit AO lufammen, 
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t »"'=o; A"'=o. ©e&f AD &Ut AC Sitnaud, 
; a"' unb A'" roMtt jur tebod) tiat^ entflesen- 
i(« SSi^tung. Dtranacft ntffmta a"', A'" in tiefem 
^aut bie cntgfgtngtfegten aScrt&e tier ecrigen an. Stimmt 
man t>le SÜ^ft^nitte a[^ pofitioe, ivcnn fie innerhalb bt£ Sirci» 
(dtö lifficti/ fo finb bte <tuger^a(6 lifgenben negatit); umso 
fe&rt if{ oott negativen ^ect^en berfdben auf beten Sage 
cugtr^alb beä S^teiecfeö ju fdjlJegen. — £}ag Don ben 3I6> 
fcfiniHen a", a'", fo roic »on A", A'" nur einer, nii^t 
Uibt jugleic^r negatit) tcerben Eann, i|l an fi4 flar- 

SRai^ 9. B* $* 39. fdUt baä <pecpenbifel innerhalb beS 
©«iecfeö, »enn bie an bet ©runbfeite (iegenben SSinfel 
gleii^artig; außerhalb, nenn tiefe ungUic^artig ftnb. S>afftlH 
ge^t aai ben Formeln 

ein a" tangC ^ 

siaa taagB' 

sinA" cosB , 

. .w = - — 7^ bereor. 

«laA cos 

" E)ag^t>on ben Slbfe^nitten a", a'" btrienigr, nelc^n an 

Um, Um SRec^ten nd^eren SQinfel liegt, immer <in: fein 

ma%, fo nie ber gtdtni^^ci^ liegenbe SGinfelabfd^nitt , ifl g. 

6. $. 39. 3uf. 2^ iemetn worbtn. ^iei Ußl f{<^ bic^ fe^c ' 

einfach nae^weifen. £)(nn (^ ift: 

„I cosb . cosB 

COSa = ; Unb C08p:=-: — -r-ni 

cosp '^ sin A 

^ c u, cosb.siaA". 

311' nunX bem tKtdtm nd^ec «fö B, fo ftnb B unb '.h 
.flleict>artig> ba^er cosa" i)ofttit)> mithin a"<$7r. 

3uf. 3. 3RnEnätbtg i|l ber gaD, »enn bet asintel A 
bm Supplemente »on a g(cict) ift. <Sä i|l aiäbann A'" iai 
jtompltmtnt »on a"j A" taS Komplement »on a". 
' iDtna ift A=n — a; fo ift 6mA=sina; «Ifo OU^ 
sinBsacinb; 5mC=8iac; mtt^illf ba UcnisiUnd IBKI 
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Getfen mit ben dedenft5er KegctAM SGSftiMii {kt^artfd f^in 
02im tf{ tanga"=cosCtai]|(b (§• 1Q.>; obei;^ H Cac if/ 

=^co8ctangb, 
unb cotg A" = cos c lang B (§^ 16.) ; ober^ *(| B = b, 

= c08ctangb9 
fotflll* tanga"=cötgA" Ober A":^i7r — a"\ 

SiitxavA unb au« A=7r— a folgte bag auc^ 

A'"=37r— a" ((!♦ 

5aJetttt umfleJebrt A"=:37r— a'" {p, fo tP auc^ 

A'"=i7r — a"; A=3r — a; Bsxsb; C=ec. 

SDenu e< fjlt 

tangA"'«^^2n£4-(5.i6.) i,nb 

° smp ^ ^ 

tang a'' =tangA"'sipp'5 

pber/ ba A"=i7r— a'" t>orau*3efe|t wfrb^ 

#/ ^ fff m f smp 

tanga =cotga smp = S77-. 

^ taD§ a 

Äa^ec tangA'"=-- yr, fotgtlib A'" = i5r— a"; 

niit^m QUC^ A=7r — a; B5==b; C=c* 

Sttf« 4. mt Si&tft bti ^tmnMM mt flc». bie 
9luf(dfun9 fcbtefn>mf(iaer S^retede auf 4»ie 9(ufl§run9 tecbt« 
xomtliitt iuvüdfn^ttn, tnbm matt bur«b titt ^erpettbifel bai 
}u beretbn^ttbe S>mtd 4n )toet recbttüiiiKige jerieglt Dott be^ 
nen baß eme itoti ber gesebettett @tä(ie ealb^Kr tM« freiUc^ 
itt ben beibett 9<!0[ett , iDenn btret @ett«ti tibtt btei SBinfeC 
gesebeit flttb# ntcbt mt^glic^ iji . 

1) ®ttib |toe{ ®eiten a, b, tinb btt eittsefc^tofette 
Wmttl C seseben/ fo fdOe matt Dott A (ober and) bon B) 
ba< Scrpetibtfet AD. 2tn bem tec^ttmttfUaen ^ttkdt ADC, 
100 bie <1^9potenufe A C (b) utib bar atiibdciibe IßmUI C 
befantit ijiy l^at matt; 
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i) äbip . B9B sinbsinO.. 

2) tanga'" = tangbcosG. 

3) cotg A'"ss cos b lang C* 

fUtt^n (iirtac4 v'* a", A'" b0M»t fM, ereilt wm (n 
^em ®rc{c(tc ADB 

1) a ss-a— a ; 

2) cosc s=s cos a'' cos p ; 

3) tangB =*-??SP. 



sma 

n 



4) tangA''=*-2?Si. twi» A=A" + A"'. 

.2) fihib |»i( SBinfeC AiB »pb i^ie otUiedCttbc Geier c 
degeben, fo fiOe man ton A (ober B) batf ^ecj^enbifel AD. 
3n bem re((tn)mni8en S)re{e(te ADB if{ bann wieber bie 
J^Qpotennfe o njib bet ahltegenbe SSinfet B segeben ; n>or# 
an^ fl(( n»{e oben bie öbrisen 6(il(Ce bteft^ ^xtitdti unb 
iniue(f{ ~terfe(ben t\t betf anbern ^reiecEetf ADC finben 
laffen. 

S)erre(6e gaQ finbe( flattr wtnn itoei Seifen nnb eip 
Sesenäber lie^enber SBintel, ober nenn (loei 9ßinfe( nnb 
eine seaenAber (iegenbe QtHt gegeben finb. 

3) SSenn bret leiten gegeben f!nb/ fdSe man ton 
einet beliebigen €(ter ttx^a A, ein 9)erpenbife(« 3lu< 

cos ä" cos c - , ^ 

^,,^ s= r- folgt 

€Osa cosb ' ^ 

cosa — cosa cosb — cosc \ 

777—^ 77= ' t , > Ober 

cos a 4" ^^^ & '^^^ D + cos c 
tang i (a!'+ a ").tang | (a"— a'") = tang i (c+b)i;ang i (c-b). 

2)a a" + a''=a iß, fo ereilt man hieran« 

tangiCa^-a") =.^^°g^(^+^) tang^c-b)^ 

tangia 

9lan er^iSlt hieran« bie SDtfferenj a'-^a"'. 2)ie ®umme 
a'+a" ifl gegeben; ba^er flnben m «»« (a'+a")±(a"-a") 
beibe abfd^nitte a', a'". $at mm biefe, fo ifl in }ebe« ber 
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S^ttfe ADB,' ADO Me fy^poMti^ «Ob ({ne SM^ 

4) &ni bfe ®rttf(( sed(6en/ fo er^^ft maur «««(lifnt 
t«ö ^[ntp({iiiUl p' 9«f*fft «li/ «»* t?e, IJroporrtoii • 

sinA cosC . * , » 

«inA" — sinA"' cos B — cos C 



ober 



- ' sinA +sinA cosB + cosC 

*aÖer tang § (A"- A'")= t^ugi A . tang^ (C+B) tang f (C*BJ. 

^leran^ ftnbet f!c6 A' unb AI-'., ^an ^at fobann in jebem 
bcr 2)reiede ADB,.ADC imi S0fnfef> jitt«>ciieif'bi^. 
©eitert |tc6 pttben laffeti. ^ 

SBo ^ier eiittt« Dorfonimetii 14§t flc^ bfe Swefbeoeigreft 
terfelben nacf^ ben bereite Mannttn Steselte etttfc^eibeii« ^ud^ 
bie £o|!qu< ber SBinfet unb ©eieenabfc^rntte erfeusen ^ierb(t 
Stveibeutigfeit/ tnbem )tt einem utib bemfelben Aoftnutf ein 
pofttibet unb ein negatiber SßinfeC ober idoQtn genommen 
»erben fann. £)iefe Stoeibeutidfeie ent/d^jeibee bie Sage.beö^ 
^erpenbif e(d / bie hni ben on ber @runbfette Itegenben aBm# 
fein ober 6eiten erfannt totrb. 3n ben ^fogell<mneell imU 
beutigen SdOen (wenn {mei &tiun unb dn gegenüber Uegf^^ 
ber ®tnfe( ober {n>et SBin(e( rnib eine gegenüber liegenbe 
&uU gegeben flnb)^ ifl Mt nitfym Cnef^etbUng g« e. $. 39, 
3ttf.3* }tt fuib^n. / .. ^ ' 

Znmttt Sie oBen §« 19* n. f.\gebraud^fen Jl^üif^t^t^ 
{ur Bnfammenitel^ung ber allgemeinen S^tmeln Jn ^aftoren ftnb 
2um Sl^eil nfc^t^ anbere^f a{^ bk * bnr^ - ^et^eitbff e( ^timsUn 
Letten« o^er Wnteiab{a)nitU, obec bie ^erpenbif eC ' fe Af{.: '^ttlfttg^ 
fiend (äffen ftc^ beibe ganj in tUberHnßimnitmg:bdn3en« 



u « 



fiebrfa$* Sn^ifc^^ti ben bnrdb {toei ^erpetjü 
tifel — biitfeine oon A, b'ai anb~ere f>on B au^# 
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— Sthllitttn ©eifen* ttnb SI!{nfc[a6* 
ttcn fittben folgtnbe SOer^dUtttTfe Hatt: 
bit Sangetiten bec bcmäibarttn 
^intclabfctjnittc nie bit ZaaQtMta 
bec goBjtn SBinfef. 
bie Sangenten bet getrennten SSin' 
2) "°g^„ — -£2!±.; fdabfcftnitte umgefeftrt njie bie So- 
*"•"' " '""*'' (inug ber anliesenben geiten. 

bie Sungenten bec bena^borten 
3)t-,n„. r.™« * Xflng. btc ßanjen 6eiten. 





= 


tangA 
lang U' 


tangA'" 




cosa 


tangB 




• . 008 b ' 


tnng a'" 
taog b " 


= 


tangL_ 
tdnga' 


tanga" 
langb' 


= 


cosB 
CO.A' 


jangp, 
tMgp 


= 


«in.'" 


coap' 

COBp^ 


= 


BmA'"* 



bie Sang, bec getcennten ©eiten* 
abfc^n. reit bie Sofinu^ bec aniie- 
genben SSinfeU 

bit Xangenten bec ^tcpenbifel wie 
bie @inuä bec oon benreiben eing(> 
f^Ioffenen ©eitEnabri^nitte. 

bie AefjRU j b» $trt>enbife[ wie bit 
®inu« bec »Dn btnfdbett cingefc^I. 
SBinfeiabrc^nitte. 

SBeii>et«i :t):3n bett teifttttinHigeit ©cet'ecten ADB 
tud) ABB, weI(()ti>lue^9potennre c gemein &a6en^ iß 
: taQgBtaDgA'5caac = l; Jinb . 

.tangA tÄngB' flosc = i; C§- 16.) 
ba^er tangAtangB'sstangBtangA", . 

tangA" tcHigA 

tangB ,. ,. ., .tftngB' 



Ob« 



:. 2J 3« ben-^cH«*» ADC, AEC, b«« bec SJioW 

CigeoRin. fH^ ifri .. ^ ' ^; '" ■ 

tan^A'"tsxigC«08b=l; : -. . -■ - 

tapgB"'taHgC'cosa=I; (§. 16.) 
ba^CC taug A"' cos b = tangB'" cos a ; 

■ji ' ■' ■ , Un^Af!'^ . _1^ <K>aa. '- ■■■■■• i''"C '■■ 

» ' i täDg B'^' ■ '. cosb' ' i- f; ■ . :; r./ *;■.;!> 
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3) 3n btnftlbtn S)refecfett iftx 

cosC 



^ tanga''' tangV* 



" tang b taug a * 

*' tang b"^ tanga* 

4) 3tt btn ®ceie(fen ADB, Aeb Iftt 

tang a" tang V 
tangc= — ^ = — ^, 






f? 



olfo . 



tang a ^ cosB 
tangb' cosA* 



5) 3« ben JDreiedett ADC, BEC (jlt 

tangC=*-^ « '-^^ 
° sma smb 

'^ tangp smb . 

6) 3tt bemfelben SDrefedFe iff: 

cos C = cös p' sin A'" =» cos p" sin B'" | hd^tt 
cos p sm B 7 



■f^ 



ff — ' . ' ■ ■ ' .>/! > 



cos p sin A 

3ufa@. ^tüifc^en bett SUfc^nitten ber ^^erpenbtferf 
q , r , q", r" fJnbec b{e SRerafion 

tang q'tang r = tang q^' tang r" ObCC 

H^ngq". tangr V ,/ i.r 

SDetttt in bera JDreietfe BDP (jl -- — w\ 

cosBPD^!5H^ = l52£i^ 

tUligBP tatig q" 

3n bem ©ceiedte AP© ffl - -' 

tang AP :^Qgq; 

». BPD=APE ,•(,/;» ,«,. ^;=;^-f . 

Ober tang q' tang r = tang q" tang r". 



t , 



I * 



•I 
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j. 47. 

£e^rf<)§. !Die 0«r ben aüinlcirpfgtn tinti 
fp^4rifc$en Srticdcö auf bie gtsendBet liesert' 
beti ©eiten gefdilten btei ^erpenbifel f^nti* 
tCR fit^ in einem unb bemfelben $)unffe. 

SBeiuei«. 3n bem ©teierfe ABC (gig. 8.) fnw bi'e 
^erpcnbifet AD, BE (p. pO 3'i">flen» bie ficft in P fcftneü 
ben. @inge taS britft $(rpenbif<t CF nitfit but^ P, fo 
frifff baS »on P auf AB gffilllte ^PctptttbiFel PG m einem 
eon F »errrfjiebenen ipunffe G bicftlöe ©eiK. Sie buti^ 
ba« gictpenbiftl CF gebübettn ©ciKnabfcOnifte AF, BF 
geben mdfy §. 45. bie gjropoction 

sin AF tatig B 

siuBF (aiigA' 

3n im Steietfe APB ^at man md> bemfetBen ©age *fl 

sin AG taugB' 

ein B G taog A"' 

taiigA ' ' 

«oAG tangB 

eib'BG ~ tangA ' 

■ ■R„ = -"tp fit"/ »«« ni*« mß»- 
Ii4 ipf woftrit F . n^))- G ni^t jurammtnfoatn. Syenit be> 
jeitftmt man GB' iait x; FB mt'f x ; pt ift AG=c— x; 

AF=c— X. SP nun ,.,.;." .. r--- 

■-- «jp^X - Binx 

sinccosx — coiücsiax ainc cosx — coao sinx 



8inx sinx 

Ot(t sin c ootgx— cos c = sin c cotgx' — co» c ; 
fe müßte rfri4cotgx=*smcc»tgx', 

alfo x=x*, >. i._BG=BF ftinj.»aÄbtc.aRno&rae mibec^ 
fi)ri4t.' .©«Jec niuf baö btitte ^t^penbifel fluc& bur^ P 
9tf»tn. ■■..■■:--■< .^, -ii'-M 



'*JRg(f"r>--* 
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taug q' tang r'^= tang q" tang r" = tang q"' tangj:"\ 

3ur ^ ©te ^erpenbifel jtoeier ^olavbttkat fc^netbeti 
fl* aOe m einem fünfte- ©enn ift A'B'C (gfg, 9.) ba< 
^Jolarbreied Don ABC, fo (le^t ber Don A' burc6 A flejo^ 
gene SBogeti In D , D' fenf rec^t auf ben ©eiteti BC , B'C, 
beren 3Jole refpt A', A ftnb/ (Si fiegeti alfo bie SJerpenbu 
fei ber forrefponbirenbeh ©pißen A, A' in einem unb bem* 
fe(6en <&auptfreife. ©affelbe dilt t)on ben $erpenbife(n ber 
©pieen B, B' unb C; C, ba^er ij! bie SBe^aupfung Aar* 

3 u f. 3. Sßon ben forrefponbirenben ^erpenbifeln (toeter 
^olarbreiede 19 UM bai ©upplement be^ anbern. ©enn 
a (d A'D=in; AD'=ini ba^er: 

«=A'D + AD'=A'A+AD+AD' 
=AD + A'D\ 

$« 4& 
Se^tfa^ SQenn in einem rec^tn)tn((iden 
fp^itifditn ©reietfe a\xi bec &plit bti rechten 
9Binfe($ tin ^erpenbifel auf bie <$9Potenufe 
Qtfillt wirb, fo ip: 

1) ber 6inu^ biß ^erpenbifeU bie mttelere 
proportionale in)if^en ben Xangenten ber ^^^ 
potenufenabf^ntttei 

2) bie Sangente feber ^at^ttt bie mlttlttt 
proportionale 2n>ifc^en ben Xangenten ber J&9« 
potenufe unb be$ anliegenben 9I6f^nitte^ ber^* 
felben. 

^ttotiii 1} 3n bem rec^ttoindigen ©reiecte BAC 
(Sffl- 70 iflx 

*'^P — tangA" ~ ÜSP:'" 
i. fc • • # tanga tans^a 
M« "°'P= taniA"tangA'- 

3jl, nun A bec ce*te SBinW, fo i(l A"+A"'=A=i»r; 
folflU(§ taiigA"tangA"'=lj ba^tC sin* p= tang 

n. 8 



tt . in 



2) bem tet^ttBinfligen Orcictfe ADC iftx 

tanea'" _ 
tangb 
in btm sAttleti Slctiede ABC, beffen aQinfct A t>er rt<$fe 

cos C = i — ^^~ ; 

taug a ^ _ 

tang» b = lang a tang a'", 
C6«t fo 'ttWt 111" "uö bm SSrcictfen ADB, ABC 
cosB=--— ~ = ; — ^j roorouö 

lange tauga 

taug* c = taug a tanga" felgf. 
■ 3uf. 1. Sie Guabrate bcr Sonscnfen bcr Äat^eCen 
6«&a[ten fic^ toic bU Xangeiitcii bec anlicgenben ^ppotcnu- 
fmab^dinittt. Syenit auä 

taag*b = tanga tanga'" unb 1ang*c = tangatanga" 
f«rnf. taiip^ tanga"' 

'"'9*= t"^>c "tanga" 

guf- 2. fHüd) ift ba« «probuft bet ©inw« bec Äa(&((en 
gleii^ bem ^rcbuftc ber ©inu^ ber ^Dpofenufe ttnb bed ^ec< 
ptnbittfö. ©entt aai beit cei^trointtigeii SteiecJert ADC, 
ABC tt^m man: 

. „ sin p sin c 

amC=~r— ^ = -. 

sin b sin a 

norauä : sin b sio c = aina . sin p' folgt. 

; §. 49. 

ge&rf(i§. sajentt '»OH einet ©pige CA) tinti 
fp&drif^en ©reiedeä naä> einem &elie6ifltn 
$unjte bec gegenä&er (iegenben ©eite (a) ein 
SBogen Cp') gcjogen wirb, fo finben folgenbe 
@Ieii$ungen (Iat(: 

1) siua^»p'==aina''cosb + sin a"' cos c; 
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2) 8inAcotgp'=:ÄäA"cotgb+fiinA"!iPotgcj 

3) sin a cotgSl"' = sin a "cotgB —sin a" cotg C | 

4) sin A cos 31'" = sin A'" cos B — sin A" cos C ; 

5) co8.2l"'sinasinp'=cosa"cosb— cosa'"coscj 

cotg 21'" sin A .„ _ ^„, 

o; SmrT — ^^ cosA/ cotgb — cos A cotgc; 

. smA .sma smb 

^ smA ..sina sine 

S5ett)ef«. 1) SBirt) m bem ©reietfe ABC (gfg^ 10-) 
ber SBageti AD lenebig fleiogeti/ fo ifl m fcem baburd^ ent* 
flanbenen £)retecfe ABD 



^ T» cosp — cosa cosc , ^^^ ., 

cosB = ^. n-. — — i (§♦ 120 

sma sine ^^ ^ 

ttt bem ganaett £)reie(fe ABC t({t 

• Ti cosb — cosa cosc 

COsB = : r— ; 

smasmc 

4 

bähtt ift cog p' — cos a'" cos c cosb — cosapoac 

sina' sina 

ober sina (cosp'— cosa" cos c)=sina''(cosb — cosa cosc) 

sin a cos p' = sin a" cos b + (sin a cos a" — • cos a sin a") cos c j 
= sin a" cos b + sin (a — a") cos cj 
= sina" cosb + sina"' cosc j 

2) 3tt benfeI6en S)re(e^ett ij! nad^ ber brittett J&au)>& 
8l<(c^utt9 (§• 14.) 



^ r» cotep sine — cosA cosc 
<;otgB = — ^^ .—^ 

^ suiA 

; ^ ^ cotg b sin c ^— cos Ä cosc ^ 
unb COtgB== 2 :-_ — ; 



sinA 

l^ierau« folgt; 

sinA(cotgp'sinc— cosA"cosc)=sinA"(cotgb8inc— cosAcosc); 

ttttbr mnn oXiti mit sine btbibirf t^trb 

sihA (cotgp' — cosA" cotg c)=sinA" (cotg b— cos A cotgc) 

ba&er iff^: 

8inAcotgp'=isinA"cotgb-KsinAcosA"— cosAsinA")cotgc; 
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=Csm A" cotg 1) + sin { A — A") cotg c , 
=sinA"cotgb + ainA"'cotgcj 

3) 3iti« \>m SKicrfe ADC cr^ült nioit 

, , cotg C sin 31'" -f cos 31'" cos a'" ,, , . . 
cotgp =_« ^^ i C§. 14.) 

wi dem Srtierfe ADB 

, cotKBR;n5l" + cos9{"cosa" 
coigp = ^^, ; 

fco6« ifi t V 

cotgCaina'"+ coaül^-cos a'" cotgB sirfti"+ cos M" cos a" 

sin a flina" ' 

Obtt »in a" (cotg C sin 31'" -j- cos 31'" cos a") 

=8in a'" (colg B sin 5l" -f cos 5i" cos a"j ; 
bfl^er sin a" cos a'" cos 31'" — sin a"' cos a" cos 2i" 

= — siua"colgCsin3i'"-{-sJna"cotgBsingi"t 
Oder/ Wenn man füc 31" fubfiituirf (n — 21"')/ 
(sin a" cosa'" + sin a'" cos &') cos Ül" 

= Csin a"'cotg B — sin a'" cotg C) sin 3l"'j 

ain (a''+a ") cos Sl'" = (sin a'" cotg B — sin a'" cotg C} sin 31"' ( 

enb{i(6 ttac^ £iit)ifton mit sin 31"' 

sin B . cotg 31'" = sin a"' cotg B — sin a" cotg C 

4) 3n fcen Steiedtn ADC un& ABC i|i; 

, cos ^" + cos A'" cos C 
co8b= — - - ^ 7» , - " n i «nb 

B 4- cos A CO 
sin A sin C 

sin A (cos 31"' + cos A'" cos C)=sin A'" (cosB + cosÄ cosC)} 
Ob« 

sinAcoa9("'=ainA"'cosB+sinA'"cosAcosC— sinAcosA"'cosC; 
• =8in A" cos B — sin (A — A"") cos C i 
= sinA'"co8B — sinA"cosCl 

5) in btn SDreierftn ADC unb ADB tff: 

cosb = cos31"'sina"'siap''+ cosa"'cosp'; (qj) 
cos c = cos 31" sin a" ain p' ■{■ cos a" cos p' ; 
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= — cos 21'" sin a" sin p' + cos a" cos p' | (tp) 

^Bttiltlpliiivt man bie @(ei(^mi9 (q>) mit cosa'% (i/^) mit 
cosa'" unb iit^t bann tiefe Don jener ab, fo tt^ilt man 

cosSl sinp (sinsL cosa ^cosa sina ) 
= cos a" cos b — cos a'" cos c ; ba^tt 
cos 31 smasmp =cosa cosb — cosa- cos c« 

6) 3tt Dem ©reiecfe ADC i(l 

cotg b sin p' — cotg 51*^ sin A'" = cps A*" cos p'; (g>) 

in btm ©reiecfe ADB 

cotg c sin p' — cotg 21'' sin A" = cos A" cos p' ; 
ober cotg c sin p' + cotg 21'" sin A'* = cos A" cos p' ; Qip) 

SRttttipIijirt man (9) mit cosA'% (1/;) mit cosA"', fo wirb 

cos A"(cotg bsin p' — cotg 21'" «in A''*) 

= cos A"' (cotg c sin p* + cotg 21 "^ sin A"){ # 
toorau« coi;gr'(sinA''cosA'"+ cos A"sinA"'3 

a=s sin p* (cos A*' cotg b — cos A'" cotg c) 
. cofg2l"'si|iA .„ , .,„ . . 

Ober — ^ — 5 — = cos A cotff b — cos A ^ cotg c foiat 

smp o o I ö 

7) %ni ben S^reieden ABD unb ACD erhält matt 

. ciA'f sin A'' sine , 
«in 21 *= — = — ji — uttb 
sina 

• CM"' sin A"' sin b 

Sin2l =—-3 TTT^l V 

sma . 



ober 



SDa 8in2l*=sin2r'' ijl, fo folgt ^ierau^t 

sm A sin c smAsinb 

• 'tg—^ — r hl " '• 

Sina sma.^ 

sinA .sina siob 

sinA »sma smc 

Znmttt SSitb ber SSo^en au6 bet @ptge B nai) h gejo^ 
ge^/ fo ifi in oMgen ®Ui6)Uttgm a, A^ 2( gegen b, B, 93 unb 
bfe SBarfe gegen (") ju t)ertaufc^en. @ebt ber SSogen r>on.ß 
nad) c, fo t>er»anbelt fid& a^ A, 2C, 0, In c^ C^ 6^ ('") mb 
ttmgefe^rt. 

Suf. 2itt ben ®Ui^unm 3^ 4| 5, 6, finb bie ^vo^ 
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Portionen iti §. 45- ent^atfm. ©enn (ff p' fcnfre^t ouf a, 
fo iff a"' = 4nj alfo coa31"'=0; cotgC=0. 
Sie ©(eicftung (3) giebt bann 

= sin a" cotg B — süi a" cotg C ; ttoraUÖ 
sin a" ^ cotgB ^ tangC . 
sina" cotgC taiigB ' »*• 
3tt ba ulttttn @i<i(^ung nirb bann 
' 0=aiiiA"'coaB — smA"coaBj obtC 

sin A" cosB. 

sinA'" cosC 
3Iuö b« fiinftm er&ält man 

O:=cosa"cosb — cosa"'cosc; ob« 
cos a' cos c _ 

cosa'" ~" cosb 
%üi itt fehlten i \ 

0:=cosA"cotgb — cosA"'cotgT, ob« 

C03 A" cotgc tangb 

cosA' colgb tangc 

«. 50- 

SSirb btr $Q!in!el A burcO bcn SSogen p' ^alBirtf fo if{ 

In obigm ©Uii^ungen A"!=A'"=4-A. SRati er^'t bannj 

1]) flttö 8inAcotgp'=sinA"cotgb+sinA"'cotgc; (2.^ 

* sin A cotg p' = sio |A cotg b + sin 4 A cotg ci D&tf 

2c084-Acotgp' = cotgb -}- cotgc. 

gfit baß ^albtrenbe p' ergabt fit^ ba^ei ber einfat^e Sluöbruif 

, cotgb + cotßc 

"^"«p = — fcfe- 

sin (b -f c) 
^2 sin b sine, cos ^A 
2} £)ie @Iei(f)uns 9?d. 4 gitbt in bi'cfem gaOfe : 
y* ainAcosai"'=»in4A(cosB — cosC)j »orttU« 

2co8äAcosa'" = cosB — cosC 

=2sin|CC+B>in+{C— B) ob« 
coaJAco821"'aa8inKC+B)8inKC — B; folflf. 



f 
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Silr bett WinUl ^'" ttUÜ man alfo jbett ^nibmd 

^,„, cosB — coäC sini(C + B)sin4(C— B) ,, 
^^'^ ^ 2COS4A == ^ ^?|Ä r-> (9) 

^,„, sin(c— b) . , . 

sma ^ 

S(ttd (elben Sorttietef (g)) unb (v/)/ d^^t Berber , baf t>ott 
bctt SSBinWtt a"/ 21'", »elc^c ber beti SBinfel A ^albirenbc 
S5osm p' an ber Grunbfette a hKW^Hf ber ber ((einerett @ette 
b, ober bem größeren aCBinfel C, jugefe^rte 21"- ein fptger 
5ffimf el ifl. 

3) SDie fec^fle ©(eic^ung t^eremfad^t ßc^ fn folgettbe; 

CO lg 91'" cotgb — cotgc 

sinp' "^ 2siiiiA 

4) 2{ttd ber ffebeneen er^dlf man \k Proportion: 

sma smb 



sina".' sine 



fBenn alfo auö einem SBinfel efned fpHrifc^en 
S)reie(Ie^ na^ ber geseniiber (iesenben @ette 
efnS3oden dejogen toirb, ber jenen Sßtnfel MI^ 
birf; fo t>ir^a(ten ffc^ bte @{nn^ ber unget^et^ 
ten @eiten n^ie bte @tnn$ ber anlugenben 2(6^ 
fc^nitte ber get^eiKen ©eite — eine 2(naIosie jn 
bem planimetrifc^en Sage; 

a"'_b 
a?^ c * 

3ttr StSr ben SJogen p' er^ft man \n biefem gaffe 
noc^ einen bemerfen^mert^en 2(udbrnct mit <&ü(fe ber 9{eper« 
fd&en SormeCn. 3n bem ©referfe ABD i(l ndmlid^ 

'tangip'=tangUc-a'0.;f|-^^^ (§^ 

in bem ©reiede ACD ijlj 
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^nUf=<^SiQ' + ^"r'^f±-^y Ö.33, I.). 
,,1. 1 .».»üiiCI"— A'") 

3Rultt>([jirt man Mbt ©(efc^unsm/ fo tthUt man: 
ta«g'ip=taogi(c^a )(ang.(b+a Ut3t"+A">mHa"-A-y 
3(1 nun A" = A"; fo öeKinfai^t ficft biefec Sluöbrud fn 
folgenbrn : 

tangHp' = tangi-Cc— OtangiOj + O- 
Da bie ©tittn b, a'; unb c, a"' auf cintrlei 2Irt um p' Ut' 
6ta, fo t<>'i^t) aui$ 

^angHp' = tangiCc+a")tang4-Cb — a:"} fffn, 

waj itu(^ aai 

tangfCc— a '') _ tang^CÜt" — A") - 

ttogiCc+i") - taugfcr+A") ^*- **•' 

_ tai.gt(at ;"-A-") .„,(, A'-'-A-l 

- tlii^Tcr"+ A^ C»«IA._AJ 

_ tan gj-Cb — a"-) 

- i^gTcbTo ^^* -^ 

&«*ot«e6f, rinfa*« aBet au« o6i3erajri>portion ^^5^=^^ 

sina sine 

folgt, ©enn man tr&itit barau« fogreicft ^'" '^ ~ *'" *'" 



, ^in b + ain a"' 
_ smc— si na". taiig^(b— a'") _ tai]glCc — Q , 

sine— sin^' tangi(.b + a"') tang^tc + a"; 

tangi(c— a")taiig}{b + a"')=:tangiCb— a"')taDgJ(c+a"). 
§. 51. 
SStrb t>er Zögert p' naät bm ^itttlpaattt bec ©eife a 
fltjosen, fo »itb in ben ©ttitönngen beS §.49. a"=a"'. €ö 
ttiitbt Hai bann 
1) ou« JRo. 7. 

sin A" sinb sinB 

MoA'". sine einC 
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fBitnn alfo^ ani einem ^inttl tlnti fpHtifd^en 
^ttleäti bac^ ber ^ittt btt QtQcn&bit Itegetio 
bin 6eite ein SBogen seiogen voitb, fo Dermal« 
ten ftc^ bit @intt« ber 3(6fc^n{tte btS Qtt^tiU 
ttn ^inttli n^ie bit @inu^ bn unQtt^tilttn 
58Jittfel. 

2) 9tu^ Sic« 1. er^dlt man 

sin a cos p' = sin j- a (cos b + cos c) 

ba^er 

, cosb + cosc 

cosp =—7; — 4 

, 2 Costa 

^ «in(B + C)cosla 3^ 

smA 

3) ^\x$ SRO. 3. ergieH f!c& 

sin a cotg 21'" == sin ^ a (cotg B — cotg C) } ba^Ct 

^^ 2cosia 

— . 8iD(ü— B) 
2sinCsinBcos-J-a* 

3|l 5ier OB, fo tfl cotgr' pofltit), dfo r' ein fpiger 
gSBinWj iH umgefc^rt 2t'"<Ttjr, fo mag C>B, alfo auc^ 
c>b fe^m S8on ben aCBtnfeln a(fOf toelcbe bmd) ben auö 
ber @pige einc^ fp^drif^en £)reie(feö nac^ ber ^ittt ber 
©ruQbfeite gejogenen S3o9en an bec ©runbfeite gebtibet t^er^ 
benf fle^t ber Heinere einer Heineren igeite gegenAber^ nnb 
nmgef e^rf« 

3ttf. L JDiefen bon ber 6)>i$e nac^ ber ^ittt .ber 
©runbfeite ge^enben SSogen fann man bie 9lc^fe btß ^nii» 
tdti nennen, bon beren gr6ferer ober geringerer SReignng 
gegen bit ©runbfeite bit me^r ober toeniger fcbiefe Sage bei 
IDreiecfed" ab^dngt. ^rric^tet man in^ bem ^ittclpnnttt D 
ber ©rnnbfeite BC tin ^Jerpenbifel DE (gig. lOOf fo ijl ba« 
SDreled nm fo fc&iefer, je grSger ber SQBinW EDA — bai 
Äomplemenf bon 31"' — i|?* €ö fann ba^er biefer itoif^tn 
ber 3(cl^fe AD nnb bem 3)er})enbifel ED enthaltene Sßinfel 



122 

bit ©c^{efe btS Sittitdtß ßtnamt Kttbm. Witb bic' 
ftl6t mit S ttiadirta, fo iß S=ii— St'", ba^tt: 
t.ifiS=''°'s""-'°'P" 

_ ^m(C-B) 

2siiiC.i>iniJ.co:i^a' ^ -^ 
3(1 C>B, fo i(l S pofttiB, t). f}. 6aö SrciecE i(l nac^ C 
obtc b ^in gendst. 3lt C<B, fo ift s ntgotie, b. &. baö 
2)rcicit neigt fi(^ nai^ ber tnegegengiff^ffn ©eife, nai^ B 
«titc c. 

Ser i)6*n (n C3-) ouiigefproc^ine (Sa§ lögt fli^ bem- 
nacft fo au^brütfcn: ^i^tä fpMEifrfjE Sreied ifl nac^ bm 
ßtößfrcn aBinffl cbec — njoö baffElße ift — nac^ bec ffcinc- 
reit @titt i}'m gtiieist. 

Um bie 6(^icfe bcä ©rciedeiJ burc^ tie ©citett belfelteti 
QU^jUbrücfetir ^at man nac^ §■ 34, 4. 

■ ,^ -.,, fcosb — cosc) , . 

smrC~Bl=^— ;r-:- ^»inA. 

U am* ^ a 

SPitfm ffim^ in Cv) fubfiituict «nb für slnA, in B, smC 
bfeSBert&e ■ l^. , . '^^. - , • Jtf-u flefcöt/ aitUt 

' smbginc smasmc' sinasinb 
„ fcosb — co8a)cos-ta 

<«»gs=' ^ 2-i 

siii4-Cc + b)sm4(c — b).CQs|a 

1'"8in^Ca+b+c)8iui-(a+b— c>inf (a+c— b)siiii^(b+c— a) 
3uf. 2. ®tc SfieniKc bti %\mim Xbcileö fg) Idgt pc& 

Itfl^ b£cS«melsin(a+|?)ain(a— (!)=sin"a— sia'ß (§,2, 

68.) öEritanbefit, unb man tx\)h\X 

r(sin*4^Cb-Fc} — sin' ^■a) (sin* 4 a— ~sm*T(DT— c)) 
SDitibirt man %\ti 3d(jUr unb 3itnnec burcft aini^Cc+b) 
sm4(c— b) fo er&dU brt Sluöbmcf bU gorm 

__^ cosj-a 

taiigS=V- , ^ sin'4a \( sinH« .\ ( 

»,' sm'4(b + c}A8inn(b-c} V 
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3ff bfe ©ruttbfefte a tinb ber Urafattg (a + b + c) ttttt^erÄti- 
berlic^ ~ ^^ bann a)x^ (b+c^ fic^ nidöt dnbert — fo 4n* 
bert flc^ tangS nur tiac& sin^iCb— c)* ©araud folgt: 

%i grißer bei gedebener @runbfet(e unb gegebenem Um^ 
fange bte SDtfferen} ber Der^nberltcben ^ixtt^ tf{/ befto fc^te« 
jfer fielet ba^ Sreiecf ; unb umgefe^rtf je fc^tefer unter ben^ 
felben Umfidnben \>Oii £)rete(f if{/ bef{o größer tf{ bte Siffe^ 
renj ber Derdnberlid^en ©etten. 

S)a0 babei auc^ bte SDtjferen} ber an ber ©rnnbfeftef 
olfo ben Derdnberltc^en ^iWt"^ gegenüber/ (fegenben !8tn{e{ 
mtt ber ©d^tefe ju unb abnimmt folgt in SSerbtnbung mit 
jbem Sefagfen auö 

tangKC-B)=:g gig=^]cotg'C (§33.) 

_ ainf Cc — b) T^ sinKa+b +c)8iD Kc+b— a) . ^ ^v 
~sin^(c + b)l sinKa+b— c>in4{a+c-b) ^^* ^' ^^ 

sin 4(c — b) l^ fiin* j (c + b) — sin« j-a ^ 

~flini-(c+b)l sinHa— sin^iCc— b)' 

3({ bagegen bte @runbfeite a nnb bte S)ifferen{ ber anbern 
beiben ©eiten ttnberdnberltd^f fo nimmt bte ©d&iefe jn ober 
obf je naclfbem bie ©umme ber terdnberltc^en ^txit ab ober 
innimmt. 

§♦ 52» 

3(e&t man ton einem {weiten SSrnfefpunfte B nac^ ber 
gegenüber liegenben ^üit AC (gfg* 6.) einen ^xsiixiiXi, 55o^ 
gen KE, Cp")# ber ffc^ mit bem erüen p' in P fc&neibet, fo 
laffen P* ajif ^<^^ ©reie« BAD , in welchem BP, (q"), ein 
S5ogen wie oben p in ABC tf{, bie Gleichungen bed $« 49» 
anttenbem SDie ©leic&ung (70 

8inA sin a . sinb 

■ • K 999' * ' // *— " • 

flinA sma smc 

auf ba$ genannte SDreiecf angewenbet giebt; tnbem A'% A7 
mit B'", B'j a", a'" mit r, q' (DP, PA) unb b, c mit c, 
a'l tertaufc^t werben r 



1 
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sin B'" sin q' sine 

ainB'üiur siaa"' 

©inb D, E bic SfRitfelpuntte tut ©eiHn a, b fo iü: 

1) a''=4 aj 2) ^^^ = ?!^j (§. 51, 1.) 
©ier« SSJert^e fubflituirt geSm 

Bin c. sin q' gJo c 

sin a. sin. r' siu'^a 

iDataud folgt für bi; Slbfc^nittt q', i' bti Sogen^ p' tie 
bcniecEeiiäncrtbe ^tlatiea 

T-'T = 2 COS A a. 
smr 

güc bie abfcftnitlt q", r" b(ö Sogeitö p" i(t b(mnac§ 

sin q" 
-T^=:2co3ib. 

Ginr 

Set «*nen ©rcittfcn ifl p = 2, »el^tg IScrÖdKnig auS 
|^=2cosia folgt, »enn bie ©c((«n be* fij&dririft« 

£)Ki(d($ unenblii^ tlein ungenommtn tstcben. 

©c^neibftT lic^ bie Sogen p', p'" fe er&5[f man für 
bie älbfc^Ritte bccftltcn tbenfam 

sinq' „ . ^ sinq'* „ 

-— V=2coa4ai unb -~ij^ = 2coslc. 

sin r fiin r ' 

^terou« folgt bet ©a| i 

SBcnn auä ben btei ^infelpunff cn etnti 
fpMcifc^ta Steifdeö nai^ ben iClittelpunften 
bcr gtsenübec litgenben ©eiten Sogen gtjogeit 
»erben fo ft^neiben fi4 bfefe in einem fünfte. 

£ienn bejet'i^net man bie 3I6f(^nitte q', v', bie bec S)ur4' 
fi^nitt Ben p' mit p" «uf p' erjcugt, burc^ x, y; bie burcfr 
ben 6^Bltt »on p' unb p"' auf p' entjlanbenen butcft x', y'i 
foijl: 

J) y=p'— x; y'=p'— x'j unb 

„, n , sinx sinx' 

2) 2<Q3ta= ■ , j r = — — , r-J 

sin (p — xj Bin (p — ü.) 
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j^ittan« fölflt ttfe §. '47 bag x'=x, «Ifo b« ©ttrc^ftfettltt 
900 p' mit p" tttib bec f)on p' mit p'" becf((6( fein mng. 

3 a f. ©ie ©leic^ung 7. 5e< §. 49. 

sin A" sin a"' sinb 

sin A'" sin a" "~ sine 

auf bte bw<fy bm S3ogen p" gebilbefett Slbfd^ni'tte bejo« 
gen QitUt 

sinB' sinb" sina 

8inB"'sinb' — S^^ 

SRuItipKjirt matt 5tefe Sletc^uttd ttiit ber obett ett(tt>t(fe(teti 

Sinn sing / smc ^ 
sinB smr sma 

^ rfrx sinb'" sin q' sina^ .^^ 

fo ereilt tnati ,» ij - J = ;^-rj>> ot>er 

' ^ sinb sinr suia 

jsinq' sina. sin V ^ ^ ^ 

smr sma sinb 

3ie&t matt bett btlttm SBogett p''' bntd) bett S>ttrd^f(l&ntttö^ 
punft Dott p' uttb p" fo ttHit wati für p' uttb p'" ba^ 
SRefultat itt (g») biirrdöi fBertattfc^uitg t)on b gegett c uttb O 
flegett O/ «lf<>^ 

fiinq' silia.sinc' , v 
ainr sma smc ^^^ 

SlU« (9) ttttb (1/») folgt 

sina sinb smc = sma smb smc $ 

töo bie abfc^nitte a", V'% c' bei 'erjlett X&eile;« öo» efttati* 
ber getrenttt finb burc^ bfe be^ jtoettttt X^eilej/ fo toie biefe 
butdi imt. J^ierauö ergrebt f!c& ber 6a§ : 

!8enn t)ott ben SEBtttfelputtfteti etne^ fp^&tU 
fc^en Z)reiecfej bu(c6 eUett beltebtgett ^uttft 
ttttterMI^ beffelben S3o(9ett btj {u bett gegen« 
über Hegettbett ©eitett gejogett toerbettf fo Ift 
bai {ßrobttft auß bett @ittu^ jt brei t)ott eittatt* 
ber gefrettttter (Seitettabfd^ttitte btm ^robufte 
ber &inni ber äbrigett ©ettettabrd&ttitte gleic^. 

SDer ©ad ift äbrtgett^ auc^ aMs^ »etttt ber ^uttft P, 
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in tBcIcfttm f[c& bic »on A, b, C gejogmen Sogen fäfmU 
bm, nic^t inner^dlb btS S^nitdiS liegt, fonbern ein feclt- 
Wbec a^unft ticc ffugtlffddje i]!. €ä tritt nur ber Unferf^ieti 
ein, bag öon ben SJbft^nitten b« ©ciCen einige grSgcr a\ä 
bie ©eitett fdfcff roerben, inbem bie anbern ju benfclbcn ©ei- 
im 3 ""'«:« 51l>f(^nitt« au§(rr)al6 faßcn, bie bann als nu 
gatttii trachten finb. 

€« fei ndm(ic& Cgig. 11.) P ein ^mtt Qußer&at6 be« 
©rciedeg ABC, bet cntrecbec in einem bcr 9fe6(nbrei(rte eott 
ABC über in einem ber Scgenbrciecfc bcrfelben liegen mug. 
Et liege in bem 3Ie6enbrcieif c ACB'. Sidjt mnn bur^ P 
»Ort A, D, C bie ^Sogcn APD, CPF, BEPB', fo i|? in 
bem Srcifrfe ACE' nn^ bem (frwicfcncn 

sin CD . sin B'F . sin AE = sin EG . siii B'D . AP. 

aiiramt man fiSc BT unb B'D bie (Supplemente BF, BD, 
wellte biefelben ©inuö &o6en, fo ift: 

sinCD.sinBP.siuAE = sinEC.sinBD.sinAF; 
3n Sejug auf bn« S>uk(£ ABC i(| mm : ^ 

CD = — a"'i EC = l/"i ; 

BF = c"j AD=a"j 

AE=b'; AF'=— c'; 

SDn^ec siti ( — a'") sin c" sin b' = sin b'" sin a" sin ( — c") 
folglich »ie oben 

sin a"! ßin c" ain b' = sin b'" sin a" sin c', 

Siegt aUt P in bem ©egenbteietfc btä ZirtitäeS ABC fcibfl, 
obec «ine« ber 0Je6enbfeiecEe ; fo liegt bcffcn ©egenpunEt P' 
innet&alb ABC obec einö bet Sßcbmbrcieife. Sie »on A, 
B, C bnrc& P geiogenen Sogen gc^en nun auc^ bur* P' 
unb man er^dlt a(fo biefelben eeitenatr^nitte, toie tpenn 
man Don A, B, C fogicieö bartö P' jie&t. 

§.53, 
Sßerben bie SBinW A, B bwe^ p', p" &a«itt, fo ig 
in btc aSgemcineo @lei^uo3 



* • I 



(S. 52.) 
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8mB"^8inq' sin^c 

sin B'. sin r' ', sina'^ 

' ^ . Mnr sma 

JDa b; W" e6en fo m qV r- liegen f tt>ie c^ a% fo Wirb dudft 

sinq' sinb ^. 

— ^= TT-Tn fem; 



sinr sma 

Slu d . SlU D 

Süt bie ätbf^nttte q'' / r ' ^at man bemnac^ 



sma 

7?7; 



smq smc s 



sinr*' sinV sinb' 

SGBerten A, C burc^ p f p'" W^itt, fo er^dtt matt^ 

sinq' smc sinb 



77 ^— ' "^ '77> 

smr sma .9m a.. 



sinb 



smq sma 



. smr.i smc smc 

woran« fid^, xok §• 53- ber ©ö& ergieSff tag btejeni-» 
gen brei SBogen/ burc^ welche, bie SSBi^tifel 6eö 
©reje(!e« 5aI6uf werben, fic^ in einem ttnb 
bemfelben «pnnfte fc^neibem 

3nr 92acl^ ber oft ern>abnten ©letd^nns 7. be« $.49. tft 

^. .. « f sina" sinb sin A'-\ , . 

fnr ben SBoflen p x ^^ = s^^^i^ » («) 
S)nr(l& SJermed^felnng er^dlt man 

^. „ sinb' sine, sin B' ,^. 

fttt p -T— 7777 = -: ' : p//^ ; CpJ 

■ ^ smb . sm4»smB ./ ^"^^ 

;.- „, smc smasmC , . 

ffir p - — r = » , . w ? ir) 

' *^ smc smbsmC ^ 

SRttWplijirf man C«), C^)f W/ fo erb4tt man * 

sin a'" sin b ^ sin c' sin A^'' sin B' si n C" ^ 
sma smb smc smA smB ^nC 

9Zun ifi nad^ bem ^nf be« Dorigen §. 

sma smb smc =:sma smb smc;^ 
ba&er 1(1 aucft sinA":ßinB'sinC"=sinA':siiiB':'sinCr. 
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b ©[Eichung gulfig ip, roetin btr ©urcftfcftnitt P btt 
en p , p", p'" «in beliebiger Spunft bcr Äugdpii^e ijij 
flcpr fluö bem §. 52, 3uf. ©cfflgten ^(rbor* gÄ trgttbt fli^ 
hieraus bcr Sag: 

SScnn »Ott bcn SEBinlefpunften eineö fp&dri. 
fc^en S^ceitdeä bur^ einen beUe&igetji <Punff btt 
SugelfUt^t $Dsen gejogen unb biä ju ben ge* 
genAbec ftc^enben ©titen ober bereit Verlange' 
tungen geführt »erben, fo ift baä gjrobuft bec 
©inuö je bcci »on tinanber getrennter SBinfel- 
abfcftnitte bcm SprobuEte ber ©inul bec Übrigen 
SSinfelaBrcOnitte gltit^. 

§. 54. 
Sc^rfag. 5BeniJ itt eintm SKebenfreife iwei 
(fp&iSrif(l)e3 ©e&nen gejogtn »erben, blc fic& 
fc^neibtn, fo eer^alten fic^ bie ©inuö bcr hat- 
6cn iStf ferenjcn, beägleit^en bie @inu^ ber ^tiU 
ben ©nmmcn jt jnjeier 3l6fifini(tc, n>ie bie ©[. 
Quä ber Si&lfttn berjentgen ©e^en, burt^ 
welche bie €nbpunEce berTelfren Slbf^nitte oeT' 
0unbett werben. 

t&twtiS. 3n bem SRebenfreife ABA'B' (Sig.l2.) jie^e 
man (Wci CfpMrO ©e&nen AA', BB', bie f?^ in C fcftnei- 
btn unb »trbinbe bie Slbfcfenitfe CA, CB> fo wie CA', CB", 
bur^ bie @e^nen AB, CB'. ^u (etveifeR' i|l , ba0: 
sin|(AC — BC) _ siti'aCAC + BC) __ sin j AB 
sin^i^B'C— A'C) ~ sini(B'C + A'C) "7 siu + AS' '"* 
giefit man nodi bie fp^dr. ©e&ne BA', fo tft in ben auf bec 
flenKinfi^aftficften ©e^ne BA' liegenben Sreierftn BA'A unb 
unb BA'B' m<i) g. ©. §. 75. ■ 

ABA' + AA'B— BAA =B'BÄ' + B'A'ß— BB'A'. 

3ie^t man auf beiben ©eife(i' bie gemeinfe^afcHc^en £&eUe 

B'BA' + AA'B 
06, fo ergiefct fl($ ABC-BAC=a'A'C-A'B'c, 
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tUtp tötnn Ikft VSiiOtt Ut JDteietfe ABC, A'BC na^ 
Urittt ^ä^tiUlpunttm ufp. bm<f) B, A, A', B^ htitiä^\ 

nU »erben ^ 

B-.A=A'— B\ 

Sbtitid^nU man in benfe(6ett IDreietfen bie &t\ttn AB , AC, 
BC bur^ c, b, a, fo wie bur(6 c, b', a' bie ®etteti A'B', 
A'C,, BC, fo ift nde^ S* 32, Ü. 

ainjCB— A) _^ sinjfb — a) 
cos^ü ""^ sin|C' 

«iniCA— B') fiiniCa — b') - 

folftnc», ba B— A=A'— B' i(l,^ 

sin f (b -^ a) sin | (a^ -^ b^) 
sinlc sinic. 

. sinjrb-^a) sin^c 

ober "-'. ?;/ ttt =^ . ? > i 

ffi-.--- M cos|(B— A) sin|(b4>a) ,- i»« a ^ 

gerner ifl ■ ■ ^;^-^- =^ " ainjc ^«^ ^2, A.) 

.tnh cosi(A^-B ^) _ sifaiCa+b^) ^ 

smiC smjc 

K^iv^ ainTC^-f a) ^ smt(a 4-b') . 

oaper ^^ — r^. — ^ j^« ' — -^ i • ^ — J 

"^ sm^c sinic 

. 6in4(b + a). sin^c^ 

^*^^^ sin4(a + b^)"'Ä7^ 

,,^. sinKb— a) _^ sinKb-ha) _^ «mfd , 

«»«»«« aini (a'-'T) " sin|(a + b') " ^J^[ 

Jttf- 1. 3ie^t man wn bem SSiftelpunfte M bt« Äref* 
fe^ ben fp^^r. fSlabini MA unb auf bie @e^ne AB bai 
9)er|>enbffe( MI>f bai t)er(dnsert in £ atic(f ben iiReben60> 

9ttt.AB M^ifM f" ifl ter SBInW AME =a ^^^^, we« 

sin AM »er ftaltmefTer tet ÄrtWebtte ABA'B' Ift ©«c 

auotient .^fj^ > Aec bm uhtiHn SSBett^ 6e« SBogen« AE 

ünibtMt, fct »urc^ i^' Uiü^wt, fobtm f b(it telatioctt 

n. 9 



t 

/ 
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itS ficUnioQtni AB anbeutcn foD. 3n bem redftt- 
tn ©ceiecEc AMD i'fl nun sin AD=sinAMflinAMD, 

PC« nxnn AD roit&er butd) ic, AM burc^ r dejeit^net 

«nb für AMD btT aßtrl^ i/ gcff&t Wirt), 
sin ig = sin r. sin 4 j-, 

(JStnfo i(l fiir bis ee^nc A'B' airt-5c' = sinrsinä/', inbera 

r bcn telaiiDen SBertf) btö aicbcnbcgenö A'B' b(jeicftne(. 

^_^__ _^ si" i (h + a) __ sin ir . 

sinj (a — h) siu 3 (a -f- b'J sinij^* 

** taugib + langla laugja -f (angib ^' 

enbli* tang^alangja' = tang ^btangl b'. 

Srcifc^eii ben SlbfcfjniCtcn jmcier ©f&ncn fin« 
bft alfo bit iiicrftvurbige SBcjie()un3 ftatt, baß 
titeSangcntcR i^ierJ^dlfttn in um gefegt tcni 93t r* 
^ilintffc flehen, «bei bag bte' Xangentett ber 
|)alben QlbfdjnUte einer uijb berfeUcn ©e^e 
ein titn fo dcoged ^robuft alä bit ber anbecn 
eeftne ge6en — eine itiUxtffatttt 2lna(osie bet fpdtifi^ttt 
unb ber ebnen Sreidfiddfe ! 

€Ä folgt ^itraai btt 9. @. §.64, 3uf. 2. 6fraer((e 
@a$r bagr nenn ein Slbrcftnitt betr einen @e^ne gtögec alö 
ein SlbfcijniCt ber onbecn ifi, ber jweite Wiitnitt jfner ©t^ne 
Heiner ai$ ber iWeite ber anbern fein muß. 

3uf. 3. Sßitb eine eon ben ©c&nen tiatWrt, emaBB', 
fi> i(i a = a', bfl^er 

tang» 4a = tang» iBB'=taiigibtangi b'. 
3te&( man nlfo burcfe einen fcelietigen 5)unft A innerhalb bti 
Äreifeö nit&rere (Sf §nen, Cgrj. 130 A'B', A^", A"'B"', fo ifl : 
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taug J AA' ümgi AFastangi AA" tangl AB^ 

a=taiig}AA'"tafig4AB'" 
aÄtaiig«§AG=titog«iBC h 

«0 BC ^it &t^nt if{; bttm mtMpmtt A, bk alfo 4ttf 

mti SBogeti AM feiffee^f' fff* 

3 tt f. 4; Sie^e man t)ott eihem^ Mithidtn fünfte D bet 
9ieri>^ene tim^ fSitbtnhtiftß (Sig. 14.) auf ben lOurd^mep* 
fer AB ein Vtxptniikt DC , ba< bte ^iffte ber 6e^ne DE 
Jfl; fo ifl: 

tang* i DC =Ä tätig i AC. tang iCB* 

€« tft alfo bie Xangente ber ^dlfte btß ^ttptn^ 
hittd, totl^ti bon ber ^ert>^er(e eine^ tRt^ 
benfreife* auf einen fpMrifd^en SDurc^meffet 
beffelben Qtf&llt xoitb, blt mtttlere $ropor« 
tionale {tüifc^en ben Tangenten ber ^albtn 3(b« 
fd&ttitte be« ©urcftmeffer«* 

SRan bergfeft^e (iermit bit Proportion tm tt^ttoinUiitn 
SDrelede (§. 48.) ; 

' • fiiti«DC= taug AC. taug CB^ 

3uf. 5. S&eieid^net man baj sperpenbtfel DC mit y/ 
ben fp^dn Slabiu^ MA mit r, ba^ ®tid MC be^ S^urc^« 
meffer* AB mit x, fo ifl: CB=±5r-^xj AC==r + x, babtt 
nadf boriflem Snf a^t 

tätig* ij^tangi(r — x)tBti^i(T + x)i 

SBirb AC mit x bejeic^net, fo ifl CB=2i^— x j alfo 

taug« |y=slang-|x tang|(2rr-3!'), V 

n>e(c^e ^otmttttf mit bie analogen ber $)(anrm'etrie 

y«==(r— x)Cr + x) un^ y«=i2x'C2r— x) 

i^nlic^e ®teic&ttn0en be^ .^reife^ geben« 

£e^rfa^« ®enn bon einem ^nnttt auger^af^ 
bei Slebenfreife^ }n>ei fpMrrfc^e @e(anfen ge« 
jogen tberben/ fo ber^alten ii^ bit ®ittu^ ber 
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btn ^ifftttni btt ©ttaattn un^ bct ^albtn 
fftreni ttt laßeren aibfi^nittf, beöglei^ea 
bie @inuä ber falben ©ummt bcr @efantcn unb 
btt ^Qlbcn ©umrae btr iu^tttti aibfcftnifte reit 
bie @inu^ ber f)albtn $ogen, bucc^ Indexe bie 
Snbpunftc bfr ©ttdiiten unb bie btt (lugcrn Slb* 
fc^nittc oerbunben werben. 

SSewei^. 9Kan iie&t'(5'9' ^5.) ton bem fünfte C bie 
©((anten CA, CB, bcren 4ug«e Sibfcftnitfe CA', CB' pnb, 
unb tjtcbinöe butd) bie Sogen AB, A'B' bie fieibcrfcitigen 
^nbpunfte. 3" bfm ffiicrfde AHB'A' ift nun A + p = 
B + fl! Cfl. ©. 5- 75., 3uf. 3,). Scjeidjnet man btt aßin(el 
CA'B', CB'A' burd) A', B', fo ifl a=n—.\'i ß=it-B', alfo 
A+n— B' = B + « — A'i ba^ft 
A— ß = B' — A' 
3n bcm DctidJe ABC, befftn eeiten AB, AC, BC butt^ 
c, b, a bcjeii^net feien, (^ nun: 

ain^A — B) __ , .in4(a— b) 

(n bem ©teierfe A'B'C, beffen ©titen c',,b', a' feien, ift: 

ainj-(B' — A') sin j- (b' — - a'j 

C0S4-C sin j-c 

tia A— B=B'— A' ift, fo fotgt ^iecnuÄ: 

.mi(a^-bj^.inKb--a') ^ 

aihTC Hin je 

sin j- (;a — b) __ sinj^c 
sin ä (b' — "a) ^ sin 4-c' ' 
<E« ift fewec in bera 2)rctccfe ABC 

cosj(A — B] _ sinj(a + b) 
■ siii^C »in 4 c 

..M. A'B'C "•*"^7;^')="°*'^'+°'; 

K*ii« ?^!li(fl+Jl} si nf(b' +a') ^ sin j-fa+ b) Bin^c 

8°'»"* '« .u.Kb'-.') =iSKi?+?)~iarc- . ,. 
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ABf A'fi* t9teber burd^ a^i r btiti^utt^ fo tf{ auc^ ^ier 

am 4 Ca «-^b) aiiij^(a + b) gin.^^ 

«mj^(b'— a') ain|(b'+a') "^ «in|^/* 

3ttf» 2. Siuc^ 5ier ergtebt fld)i du£ 

tmj.(a + b) _ 8in4^(y4-a) 
ain^(a-^b) *** «in i (b' — a') 

We wertoOrWae SProportio« ;^^= ^ 

tatig4^ataiig|a'=taiig4btaixglb% , ^ , 

{ii SBorfeti: Sie ^attgenfen ber ^albtn ip%itU 
fc^eit Gefaitten siar^alten fic^ umgele^rtf tt>(e 
t{e Sangenten t|irer Mt^^^t dugern älbfc^mcitt^ 
«ber; SBtnn iron einem fünfte ber Xu0e(fl4cf^ 
tiac^ einem Slebenfretft )n>ei 9ber mehrere fftM« 
rifc^e @efan(en ge^oge« tt>erfrenf fo finb bit 
f>(9btt(te an^ ben Xangenten ber<1^4(fee fefrer 
®e(att(e unb i^re^ 4tt6ern Sibr^nitted bei aU 
len g(e((^* 

3ttf* 3. ^t^t man ton C an ben JCrettf ebien 'Sei» 
flidruttg^bogett (fpdrifiibe Sangente) CD , ber nicbt^ anbei 
tti, ali bie &n9ttfit ©efante tfi, bie mit i^rem äugeren 9(bfi 
fx^nitte ittfammenfdOt; fo ift; 

tang' i CD =5 tangi a. tang | a'. . 

a i({ aifo bie Xangente bei fto^Iben S5.erä^« 
rnng^bogen^ bie mittlere ^roportionaUitoi« 
fc^en ben Sangeiifen ber j&d(fte einer bon beitr» 
fetben ^nnfte an^ gejoganen @e(ante unb be<l 
4itgeren Slbfcbnitte^ berfelben. 

^nf* 4 Sli^U man «ton C^mtf bie gr6gt€ ett<fuH 
CA'> bie bnrcb ben SJ^ittelpunft M bti Sinifti »eHr unb 
ben tUinftm inferh ^bfäinitt CB*" bt(bet unb befeicbnet man 
ben %b^anb CM mit x$ ben fpb^rifi^en 9labiu^ MB" mit 
Tf ben 95erii|>rungöbogen GD mit y^ fb iff CA"=x+r; 
CS'^x^xi ba^er; 
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)h it X btieiiS)att, fo i|i CA"=2r + x' rnib 
ig'iy=ta«gJ-x'tangU2r + x'). 

; 
*. 56. 

önfgaöe. gttei ©fftenfteif« {u fonflculrtti, 
9on benen bet eine butd) jwei SBinfelpunFtc ti' 
nti fp&dcffc^enSttietftti ge&t/ bcr onbece abep 
tic jenen ^inEcIpunEttn segen4&ei: (iegniben 
6eiten bec •titatä fdtntibtU 

aiufl6funa. €ö fei ABC CSig. 16.) ein fpMtir*tÖ 
JDKted» unb Ar B feien bie sptinfte, bucc^ Kelche einer 
»Ott btn ju fonflruirenben ^rtiren st^t, beffen @egenFrei^ 
bie Seiten AC, BC fc^ntibcn foß. SSKan jie^e burcft ben 
SRittelpunfC D bec ©eite AB fcnfrec^t einen .^aupttrci^, in 
»elc^tm ftcf} bie SRitlelpuntte M, M' ber @egmFreife ^efin« 
ben, injtfc^cn ben baä 2)reicd Iieflt (9. ©. §. 61, 3uf. 2.). 
3!immt man nun auf biefem iperpenbifel MDM' untec^olb 
M einen ftelicbi^m $unEt m, boi^ f , bag mD, forglicft 
otüc^ mA<in i|I; befct)rei6t um benfdben mit bem Stabiuö 
Am (inen Jtcttä unb mit bemfel6es Slabiiid' um ben @egtK' 
))unft m' ben @egenft(iä beffelbeni fo fi^neibet bet It^tac 
bie ©eit« AC, BC. 

föttotii l. GoStt ber um m' tefcQriebtne Srtii bie 
®eittn AC, BC nic^t f(l)neiben, fo mAßte tr über ber ©pi^e 
C itctUm^ta, ba tt tvegen g. ©. ^ 79, 9uf. nit^t bur4 
C 0tt»en fiinn. ^nn «eiUnsete aläbann bic ©tite BC, bie 
ben Ätei« in F*. treffe unb jie&e AF*, ©aä Drtietf ABf 
Hegt bann in)if<^fn ben um m, m' befc^ttbenen ©egentret' 
fm unb ift gr'S« «'^ ABC, Siaa. 1$ itifc^ 9. ©. $. 78. 
Np ^htfcE DAM baä JlompUmettf bed ^al^cn %li<lfyait<ia* 
mii Mit ABC, fo wie DAm ton ABE', nlfoi 
4^ABC=iir — DAMj 
4ABF"=:s^n— DAiDi 
Jp« ABF>ABC ijl, fo niJgte DAM>DAm feini im« 
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ofenbftr mmi%Mdi ifl/ ba^er mu§ ber um m' 6efc^rie(ene 
Stnii bfe Öeiten* AC, BC fc^neibeii. 

ikit htt ^Ktefpunft M nicf^t unfe r AB , roh fn ber 
gtSttt; fo erdeben b(efe(6en 6d^(äffe bie Siic^tigfert ber 3iuf« 
Kfung. 

SBeiDei« ILr-©a (gig* 17a) Dm<47r iff, fo tfl bfe 
JÖWofenufe Am>Dmj bogcgen ifl # wenn d beii ©urclj»? 
fc^tiitt hii um M mit bem 9labm^ AM befd)rte&eneti ^ui* 
f^ tt«b be« ¥er)>enbifeW MDÄl^ bejeic^^net — Am<rad^ 
xotil md ber 9r6§le ^ogen t>oti m nad^ ber $erip^erte be< 
ÄMtfe« AcJB ifl (g. @* .§. 64.). ©et um m mit bem SÄa* 
biu^ Am befc^riebene unb burc^ A^ B ge^enbe ^ttxi A9Q 
fc^netbet alfo tai |)erpenbife( MDM- in einem fünfte d im* 
fe^enD Uttb ä. SJimmt man nun M'in'=Min, M'3'=AW 
utib M'd'=Md, fo ffnb m , S , d' bfe ©egenpunfte bott, 
m, j; d unb ber um m' mit bem SXabiu^ Am bef(^rie6ene 
Segenfrei^ i>m AAB ge^tburc^ bie ®egenpunfte A', 9 p B- 
f>on Af ^f B, ^n^d^renb ber @egenfreiä t>on AdB burc^ A\ 
B'; d' unb burc^ bie Spi^e C be« ©reiecfeö ABC, beffbn 
©egenfreife AdB, A'd'ß' flnb, gel^t 3nbem alfo ber 950* 
gm A'^B" innet^aife beg Är^ife« A'd'B'* liegt, i(l" ber öbrige 
V^t\l AFEB' U6 um m' befc^riebenen ^reife^ itDifc^eh ben 
©egenfreifett AdB,,A'd'ß'C ent^alt-ett, ber alfo nof^ibenbig 
bi^ 93pgfn AC, BG in {Wet $unße E, F fd^neibeti m%* 

%nmtii. SnSia. 17.b, iß. b}efe(6e Aonfhuftipu'äuf be« 

3ttf* .1. SSei ber beliebigen Sage beä $»nffe^ m genii' 
gea'Uti)d^ligt ©egenfreife ber Slufgabe, bie ba&ernoe^ eine 
93ef{immung erhalten fattn. @olI {. 93. ber fc^neibenbe ©e^ 
gttdFMI bie @eite BC in bem gegebenen fünfte F (reffen« 
fo M man bie ©egeufreife bei. ©rewde^ ABP ju tonflmw' 
reu; hit banti t&llig^ beflimmt fiub«, ' ' ^ 

^'8ttf.l{. Sßimmt man itt>ifc(>ttt m unb M einen $unN 
«f (Sig* 17 a.) beffeti ©egenpunft n jwifc^en m' unb M- 
fegtf fo.i(tAu<Ain^ }eboc^>AM*v ©er um n- mit Um 
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gtabtu« An UfduHUnz Snlä trifi^ o(fo bie ffitftm AC, 
BC jroifcften E, F unb C. 3( nd^ct olfo m an M foiiimt, 
ti((lo n<inec werben bit mfMittt B.C , FO. gdttt m mit 
Mf alfo hii ©egendtife um m, m' mit ben um M, M' 6t. 
fcbritßtneti ©egenfraifen iufammen» fo ge^en E, F in C ju- 
rammen i bie o6ciR SIbfdfnitte roerben afr» 32nO. SiiJift m 
öß« M (tinouS, fo erreit^t b(t um m' befdjrießene Segen« 
Utii bie Seiten AC, BC aidtt mtf)t, bic alfe ,»erldngert 
»erbtn raiiffen, rcenn Duteftfcftmtte erfo(9en foffen. ©oI(^( 
gjeclcSngeruiigen feien CF" , CE' gig. 16. ©a bie 5Ric^tun> 
gen »on CF', CE' (ntgegengefeet benen tton CF, CE pnb, 
fo ttie QUC& bie atic^tung beä bcn Sogen AC mit BC ttr» 
fiinbenben iJIebenßogenÖ E'F* tnfgegengefelt ift btr Sviefetung 
ted bie cn(gegengef(@(eit €eiten berfelben '^ogen iierbinben> 
ten Slebenbogenä EF; fo [gnnen bie SQcrldngecungen CE', 
CF a\i negalioe Sibfdrnitte unb bcc SSetbinbung^ßogm E'F" 
b» SBetlüngerungen alS ein negatioetr fSeibinbungößogen eon 
flf|f($nitten ^(trac^t^t werben. 

fittrtyibttitäti ^.urcf). ei.neR. Sße6.e>i(ceU« beffcn 
@cg(nfteij buc4 bie jenen Reiten g(sen4b,tc 
liesejibin miattlfunttt btd. 2>retecte£ g^M' 9^ 
fi^nittcn unb bieüDarcfrff^ititfdpunfte bnti^ ti> 
neii(:^aut>t0 9oaen »erbunben werben» fo (tt^en. 

1) bic @inu4 bec ^aUcn iDiffereaien ber ge< 
t^elUctr @ett(9 ur^ bft i^betcif Slbf^nitte b<i* 
felbem 

3) bie ®inutf ber falben SumniD berfei&tn 
Geiftn unMcrfcKtn Stbfc^nitff! • - 

3) bie @inu^ bic ^oEben britteB^Sette u«b bx< 
falben SetbiRbunad^ogeqtf bctiDjin^f^nOt^' 
|)tinffe (n slett^em a}et64ltnffre. . j > 

i&(tifei^, ei fef (Si9,.l8.) A'ß'A"r bet-Srii«„#« 
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hlt&titm AC/BC l<« JDreiecM ABC bn A% F f^nei^ 
betf ivll&rettb bcr SesenCrit^ be(feI6eit bitrc^ A, B ge^t Cer« 
Uiiaert man ibtt C ^buaa bie eMttn AC, BC, Me {fi A'^' 
B^' {nm {»eitenmale btn Xttii fd^ntibtn, fo tfl tmcft $* 54i 

riii4(CB^ — CA^) _ ain4CCg^ + CA') _ dnjK'B" 
•iix4(CA.'r-Cß') "^ TmTCGATfCffJ "^ "SmJZFV 

9(L bfe Ifnnftc A^ B in her S^trtp^erte btt mHtm Oescn(r<ife< 
lieseiif fo flnb A", B" bte @egenpuRfte t>on A^ B; ba^ttM 
a^itfto A'^B"=AB, CA"=sr— CAi CB''=jr-CBi mUf>in 
CB"— CA"=CA— CBunbCB^H- CA"=n2w^(CA+<}a> 
iur f;^«öi{CA— CB) «nKCA + CB) ainiAB, 
T^'fi"* 8111 4(CA'-CBr) - 5uii(CA+CFj "^ BiniA^B!^ 

ober^ toenn CB, CA, AB, burc6 a, b, oi bic o6em 9^ 
fd)mtte CA', C^but^V, e! mb A'0 biirc^ c btttiäif 
ntt ftirb/ i 

rirnKb-^ft) 8in|(b + a) rin-j-c 

. ttn4(b'— ^?) "^ 8in4(b+a) "^ «mje 



810 4<: 



8iu4y 



3uf. !• gär -^-fr, fantt »leber -^—j-n gefeftt »erbeti/ 

•" ' " 8Ui4c am^y » i v # 

tnbem /f / bie re(attbefi SSert^e ber Sleboibügcii A'B*, AB 
(=A'^B") bebeute«. - 

$• 54 unb 55« bie^ri>)M>rtioti ^ 

tan^4-a' tang^b* » 

lang 4 a taog|b 

tn Wotttnt SDte Xansenteti ber Nf^^ft obern 9(6# 
fc^^titte frnb ps^t^PCtionUt ben XanstnUn bcf 
i^atbeii ©eitetu " 

^ ^ Ä ^# .tanÄla" • tang4l>^ ^ i a ' 

3«f.3, 3Ju« jj^ = -^-^ folgt , 

• tang|a~tang|a tanglb^^tänglV - 

taög4a+tang4a' teug^ b + tangl b' 

unb ^aui, iobon 34^ unb ffltnmt t(fpatit>t mit cösi m 
coB.i a mtb co&ib C08 i b' imttt{p(i|irt pubm i 



■Intfa — a') _ ain^fh— V ) 
sin4 (a-f-a) siui(b + b')' 

»0 »~a unb b-^b' bit untern ai6fc(jmm b« ©eitm 
a, U finb< 

e« t>ct&alttn-ri(t atfo bU ©Inud bet &Ql6tn 
untern ^bfätnittt wie bie 6lnud ber ^at6tn 
Summen aai jebec @(tte unb i^ttm o6ern 9t&< 
f^nitte. 

3uf. 4. ©erben jwei ©eilen AC, BC (gig. I9.a.) il6ec 
bie ©pige C eetlängccE unb in A', B' »on einem fSttbtrt' 
Irtife, beffen ©egcnfrei* burc^ A, B gcftt, gtfc^nitttn, fo 
fp biefer gall in bem Sebrfa^c tnt^altm, infof«n bie 23er. 
Wngerungen A'C, B'C fo reit ber ffletbinbungößoflcn A'ß*, 
ali negatio betracfetef »erben. 3n ben obigen iproportioncn 
j|t ba^er in bterem gulfe ftic a', b', c' ju feßeni —B'C 
—A'C, — A'B' unb man erfeött 
ain^CCA-fCB) sinSCCA+CB) sin j AB 

»iu§C— CA'+Cß) "" «n^(^CA'— CB') ^ siui(— A'ß^ 
tfl^er wie oben 
ii riniCCA — GB ) _ 8in^(CA + CB) _ g;fa.^AB ' 

BiniCCA'— CB') ~ 8ini(CA'-f.Cß'J ~ jsinjA'ß"' ' 
S>affe[bt {dft ß(i(r bicett auä §. 55. »weireq/ benoytrfjn« 
gett man C5ift.;-19-bybie Segen CB% CA" 6i^ jamiWeiten ' 
jDu'rt^rt^nitte B", A" mtt bem fcttueibcnben Steife« fo i^ 
nocft §.55. 
flin i (Cg — CA ') . ^ ^ wn i (CB'>4,.C A') _ sin | A'B' 
■in*tCA"-.-Ca"j "" (iini(CA"+CB">'^ siQ+A"ß" 'i 

iDa nun A", B'' W @f stnpunfte. »wi A k B Onb^ fotft 
CA"=ff^ACj CB"=w — BC unb A":ff',~AB, b«6^ 
CA"— CB"=CB-eA.UUl)CA"-tLCß"=2w-(AC+BCJ, 
föfglieft: ' ' 

sinKCBj^^A') • ■»inj.rCB'-hCA'j ■ sin 4 A'B' 
siniCCB — CA)^ ainUCa+CA> '^ siniAB ' 
Do^et )|l ber it^tia^. mit beubarand gttft$ttft<n 
gotgtrungcD g.äUtg' ^ff fc^oeibcnb« ^tcü mna 



139 

t 

I 

Ibre ÖecUttöiefttttde« treffen. 

3ttf. 5, .g>(»: ,i;^c - '=' -35;rc^^-32,)««> 

««^ berffl^ttt gijtmer In betn-ötefetf e A'FC (gi'jfe 18.) 

,in|(a'— b') _ 8inj:(A'— y) 



— rr i 'i — r-er 



sin J V / * ~ » cp3^ '^ ' 
(b folgt «u« 



sm 
siu 



inICa— h) sinj-c ^^^ d^i^^hy ^sln^(a--V) 
m4(a-*-b) smj^c cosj-c sini^c 

=?5.A' -^ B' ij?* S)ÄficI6e er^febt p4 AUÄ einer einfa^et^ 
IBeftac^tung. Jpcnii in ben ©reUrfoi A'B'C, A"B"C fff 

A'-B'=B"-A\ 
©a« ©referf A*'B"C^a6er, haÄ", B" tiV S^enpunffc t)Ott 
A, B ffnb, if{ tüdliti M^ttt$, al^ ba< @esen^9ie66nbceie(f 

{ äbx: > ,. in fl^elc^em bie ffiinfel A^f ß" b(e ©upplwente 

(ÄBC) ^ ^ 

Dott A, iß ftnb. S(u« A'— B'=B'':-A'=?=(Tr— B)— (* 

^AX folflt ttutt} A'-^B'== A— B. 

SBciWttPfl ttiitit üdf ^ierott«, bag B+^^p— B'=A + 
ir-^rA' tdrtpo ?r-r-B'^ 7t— A' bie SJlebenwinW fton B'/ A'/ 
alfo bie «ajinfcl BB'A', AA'B' be« fp^drifc^eti ^rapeje« 
AB AB' pnb. 3{m fp^^rifcfeeti Srapeje geben alfo bie SBin* 
Ul An |ebf( ber beiben ©eiten# mlätt nid)t in ben Gegetlf 
I retfeit be^ Srape^e^ liegen , gleicbe Summen« 

sin |(a 4- b) + aiii i ö siQ'i- Cia' +• 1^ ) + sin t c • 

ba&ep 

sini(a+b4-i5)cosi(a+b-c) sin^a*+V+e*)coH(a'+b'-<>) / \ 

--— 7 — j — =?= ' - ' ' ' ' »^ I — i ' I lÄj 



/ 
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eben ft ift ""tCa + bj-'infc ^ «m4(a'4- V^-cInj-o' 

co5J( a4-b+c)siiii(a4-b-^) coaifa' +b'-fc')aiiij(a'4-b'— c') , 

ämlc ^ ' ' äiflic' * ^ 

ainjC« — b) __^ «in|c 

öm4(a' — b') ein^c' 

gn («) unb (i?) lann ba&er b, b' gegen C~b), (— b') »er* 

taufcfft werben, um fDgleicft baö Stfultat bet eben fo 6e. 

sinifa — b) sin4c , , 
i i. — __j_ ju cx^aüta. 

SDieä fliegt: 

ainKa+c-b)cosj-(b+c-a) ainlfa'+c'-b'jroatrb'+p'-»') . ^ , 

sin^c sinic' 

cos^(a+c-b)sin|(b+c-a) ^ coa|Ca'-f-c'-b')8mi(b'-h;'-a') , ..., 
äiM f' sin 5 c' ' 

2) SDioibirt man (of) bur* Cß) unb (y) butcft (^J, fo 
(c^au mant 

tangU» + h + c) _ tangKa'+''' + . , . 
tangi(a+b — c) taug Ka' + b'-c')' 



4) (S) 



-' to"gUc + a— bj __ tarigi(c' + a' — V) 

Ungi(c4-b — a) tang>Cc' + b' — a'r 

SOTutd'pIijitt man («) mit ß unb Cr) mit (3) fo ergiebt ficft 

jin}(a+b+c)sLiij<a+b- c] aiii|(a'+b'+ c' Jaiii^(a'-<-b'-c') . , , 

sin'^C ain'^c 

sin-;-rc+b-a)s;uK''+a-b) __ sir]i(c'4-b'-a')s;n|(c'+a-.h'j _ . . ■ 

sin^^c ' sin'Jo' 

ICur* JDiolflitn »oti Ci|r):bur* (*) folgfi 
8i iij^(a+b+c)BinK>^-b- c) _ smiC&'+h'+c')Bmi(&'+h'-c') _ 
8iiii(c+b— a)sin^Cc+a— b) "^ ^in^tc'+b'— c'>iiif(c+a''-^l>''>* 
i^tci aRnttipHlotioto; . 
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aui*fe 

ober# mnn g^ g' itt ber ^ 2$ ansege&^nett IBeteuttttig ge« 
Qommett werbett/ 

3) ISerbm bie Sia^enrattitie ter 2)mafe AMC, A'B'C 
bttrcj T, r tejtU^aetf fo iftt 



S 



sm^T =a r = ^^Tu T (§• 41) 

* 2cosf acosjbcoslc ^' ' 

g 
^ "^ 2cos^a öos Jb'cosfc" 

sin 4 T g cos |a' cos | b' cos | c' 

smJT g eos'jacosjbcosjc 

sin**c cosia cosfb cosf-c' 
sia'fc cosf acos4bcö8f c 

«tt« bett.Vropoctioneit In («), GD.folflf J »en« 

taag^(a+6— c>=k.tangiCa4-b + G); unb 
taögi(a + c— b)=k'tangi(b + c— a) ifl, f» {|l att<9 
tang|(a +b'— cO=ktangt(a +b' + c') )mb 
tang i (a' + </ — b')=i=k'tang \ (b' + c — a') } 

ba^tr: ' - ' 
tangKa+b+c)tangKa+b-c)ta»gtCa+c— b)tangKb+c-a}=s 

kk'tang»i(a + b4-c)tangH(b+c— a)j unb 

t«ng|(a'+b'+€')tangK*'+b'-c')teng4(«'+c-b')tariig4(b'+c'-a') 

= kk'tangH(a+b' + c)tang«4(b + c— a) , 

^°g'-^T - ta«g«|(a-fb+cya«g«J(b+c~a; 
tang« i T tang* i (a'+ b + c) tangH (b +c -^a ) ^' 
tang I T _^ tan^i (a 4-'b + tiang j (b + c — a) 
"^'^ tarig jr *"" tang* (a'+ b'+ c ) Ung* (b'+ c'— a ) * 

3tnat^b«m nutn in. (0 o^er (D ©bot in beiben iUsUic^ bie 
9{ennec onb 3#Uc »emci^fclti (rMI< tttottt 



T ^ tang}(a' + b'— c')tang|(b'4-c' — a)* 
^_ tanRtC'' + b+c)tang|(a+c — b) ^ 

tacgifa + b +c')taDgä(a'+c— b') 
_ taiiet(a + c — b)lalistC. + b— c) 
tang^(a +c — b )taiig4(a + b^^^ 
!Da A- =A' — ß' i|l, fe fönnen bltfe ipropoctionm flucö 
auä §. ' 6cquetii OergeUitct tsec&(ll. 

4) tit Bteittfi ABC, A'B'C im «ßmUt C graun 

si! , aina ainc ' ° 

fjinB ^ B"' aina' sine' tang|c sina' 

einB' g' >, , aina sin c taugte siiia 

tangji, sin B aina sinAsinb 

taugte' ainßsitia sinAsina 
gör baS SpecpcnbjEd p'"/ welcfteö »on C auf c gefüllt ttirti, 
ifl nac^ §.45 siup"' = ainB8ina = sinAsinb. ©aö iper* 
jjenbifel in bem ©reiecEe A'ß'C ton C auf c' fep burc^ p'" 
itieic^mt, fo ift auc^ sinp"' = aiaB'«ma'i ba^er ift; 

tang}c sinp'" 

tangjq. ~~ siap 
S»f.. 7. !Die @eiten a» b FSnittn burift btn MtKibtn^ 
beit ^rettf nit^f itibe (usdic^ ^ol^irfi uttbcQ. Senn »(Ire 
a'=|a; b' = |b} fo ttürbe m$ 

sinj(a--w-b) slnKa + b) .. 

eini(a'-b'; " aini(a+F) '"»*" > 

«ntCa— b; fliniCa+b) 
cos-tC* — b) = cosi(a + b). 

Süfo müßte a— b=a+b feil), tva^ nit^t mjSglic^ i|t. 
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Se^rfa$« 9Btnn i»ti &cittn tintß fpMrU 
f^tn S>ttitäti bttr4 tinin ^atalUltvtii bec 
eedenfreifCf jtDtfc^en betten hai pttitd litstf 
gefc^ttüten.tDerbett} fo i^tv^alttn fid^ bie @tnnö 
ber Mlbett 2>tffereti{ nttb ber Ml^^tt @u.mme 
ber oberen ^bf^d^nittt toit bit eintxi bir ^albtn 
£)tffereni »nb ber falben &nmmt ber untern 
abf*ni«e. 

SSen^ei«. €« feten M, M' (gfg. m) bie gRittelpttnfee 
ber ©eflenf reife ABCT, A^B'V, ixoi^m benen bai ©refetf 
ABC liest Um M unb M' bef^retbe mm mit tinm tfta* 
blußr ber griger M ber ber genatittten Greife ift, bie @e« 
flenfreife abc, ab'A'B'^ tottd^t in a, b nnb A'^ B' bie 6e(- 
fen ACi BC be^ 3^xtitdtß fc^neibem ^^erldnsert matt bie 
Obern abfcftnitte A'C, B'C, /o bü§ Hi in A", B" ben in- 
neren f in b!, y ben dugferen Are)^ fl^neibeitj To i({ nac^ $« 54 

sinfCCA^ — CBQ _ sinKCfe''— <Ja) 
sin i (CA- + CB') "*? sin J (Cb' +:Ua') * ' 

^a a / b bte 6($enpntif(e i)oh a > b f!n6 / fo ifl : 

Ca'=ir— Ca; «tlt Cb'=«— Cbj bo^tc 
Cb'— Ca =Ca — Cb} unb Cb'+Ca'=23r — (Ca+Cb)j 

8in|C0A' — CB') _ sinfJCa— Cb) . 
sin I (CA^ CK) ~ sin f (Ca + Cb) ' . 

©a ferner A", ß" 'bie ©eflenpunhe »on*A, B ftnb, fo ift 
AA"«=Ä=aa'} folgh* noc^ 21M8 ^on aA", ber 2l6f(*ttitt 
Aa=iA"a'. €6ett fo ift Bb=B"b'. «Run ijl öud) A'0=A"a; 
benn ba^ $erpenbife( M'D t>om 9)}t(ttFpun(te M' auf bie 
6e5nen AV unb CA" ^arbfrt beibe, fliegt olfo A'D=Da' 
nnb CD=DA", »oranö A'C=A"a folgt. €ben fo iff 
B'C=B"b'. hieran« unb au« Aa=A"a'} Bb=B"b' forgf, 
bog Aa=A'C; Bb=B'C, mitlitt auc^ Ca==AA'; Cb=BBr; 

ift. 6e$t man' bemnac^ fdr Ca, Cb bfie untern 9bf($nitte 
AA'/ BB* in »biger ^o)>ortion/ fo er^jft man: 
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gip^CCA' — CB") ^ alnfCAA' — Bg) 
smJ(CA'-fCB') ~ sln4CAA' + BB'3' 

obtr« otna bie obcrit Slbfi^nitte mit & , h' bit untern mit 
b!' , h" btjni^nct wcrbenf 

sin j(b' — a') _^ ai ni(b" — a ") 
fiiii 5 (b + a') aiuj(b" + a") 

3iif. 1. aus bt(f(r gjtDpetttcn forflt »iebtf 

taiig-Jb' taug Ab * 
in fSJotfent £)ie -Xansenten bcr falben Dbtrtn 315' 
i^nittt finb ptDportlonirt bei Sanstnttn bet 
t)albeR untern Slbfc^nitte. 

f,l8t b«ta«J ^-5«1|, = Ä|i„, 5„„„< ^ 

tang|a" — lan gja' taiig|-b" — taiig^b' 

tang-'-a'^+langia' ~ 

fiini(a"+a) Bmi(b +b') 

Da a"-!-a'=ai b"+b'=b {ft{ fo M man bit ^eo- 

atnI-Ca" — a'J ainfCb" — b'l 
Portion — ^r-^ ^ =. — *. . ■ . — ^; 

in Sorten: Die @tnuä ber falben Differtnje» ^tt 
Obern nnb nnttrn Slbfcftnitte finb proportio« 
nirt ben (Siunj btr falben ©eiteUf jn bentn bie 
Übrt^nittt gewinn. 

3uf. 3. Die ittif^en ben @egenfretfen cinetf fpMcI* 
ft^en Dreiecffä litsenben @titen beffelben f6nnen ofenboc 
nur tion feieren ipat^jgJFreiren )tntr Segenfreife gerdjnitten 
»erben, bie gfißer awjene f?nb. Die Heineren ^araHeUreife 
treffen imar bie bejeidineten Seiten, btä SOttitäti «i4& 
f^neibcn ober beren SSerMnaerunsenf bie a\6 ncgaft«( 516* 
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fdinUtt htttt^ta tottUn^itmm.- €« feira ${$. 31. ABC/ 
A"B"C bic fiegintreife b<< titütgtg A^P/ b^fett ettttft 
ACf BC »erMngert (n A% B' i»iMt ,|bem ittneri^., g^aralKet" 
frcife A'B'bV gefc^nittett wttben. £)ie:»feideti:^rQ))or(i0ne9 
finb nun filt biejJit goD güWg,. infufwn j^i' =» — CB'j 
b'= — CA' genommm wtctu 2>a^cM^ l^tti 

sin |(--CAM-Cg).. sinj (AÄ'.—BB') 
siniC— CA'— C§'J »kii(AA' + Bß')' 

»bff/ lotntt ?J^(er «nb 92(ittt(r btj eißeit £^ei(ed mtit^tn* 
gefeit gtnomraeti tuetben, , , , 

8Jg^CCA'-CB*) ffo^CAAVBB'j . . . . 

sin J (CA- + Co') a^Tp^nW)'^ ^ . 
_. . t^igrCA' tauglAA' , 

ain 4- a A^ _ sin j hJB^^ ^ sin j^ AQ ^ sm | a A^ ^ 
: * siniAC~8in^ßc'^ - smfßC^sintbB'' 

£)emtiac& tf{ ber Se^rfa^ siU^'fti n)eRfti.fi|r Die oUtn 3(6^ 
fc^nitte^ 9>erl(!ngentn^en untt'fffr bte tint^tn 9itf(bnit(t,:*9k 
@ummen au ^ bett sanien j<S^ei(ftf. unb bereit IBed^nscruttdett 
genömmeft 'teerjbem ;^ 1,^. = . i/ 

' 3ttf- 4 5Da bie 3l6f(*Äitfe CA\imb Aa, fo »fe CB", 
itnb Bb iUiib ftnb , tt>ic srö§ auc^ bte fc^neibenben ^egetu 
(reire fm^4nistn, fo^nMifif ber i^auptfreiöf teffen 9)o(e M^ 
M' ftnb, bie 6eiten AC, BC beibe ^aI6irem : 

aSeJltmyiung ber. um, in unt) "a n. fpl^itifd^c Sötetedfe 
b^fd^mbenen Är?tfe,unb ©egenf reife, fo wie be« 5(4a* 
d^enraumeö fp^ärifd^er ^teiecfe unD QSterecfe m6) tl^rer 

Sag« jwtfc^en ©egenfietfen^ 

$• 59- ^ 

attfsaSe« !Oen fp6ittf(^^n tStabiut bti »m 
tin fp^4rtfc^e^ Sivtitä bcfc^^riebenen Sttifti 
bttrc^ bit &t&dt bta X>ttitdti auHnbt&dtn. 

n. 10 



9Iuf(8f. <Si fei M (gig. 22.) btt SKifterputtff be4 
um ^a* ©ccierf ABC tefcftrie&men Sreifeö. SÄait jitfit ben 
fr^Ät Slabiu« MB unb auf BC öaÄ iperpenbifel MD, 

bift* icö bie <St^nc BC Ijalbirt roitb; fo i(t btt sajin- 
rel Mi3u=i(B + C— A) (9. e. S. 750. 3n bcm rtcftt- 
JBinHifltn 2)«i»rfe MDB ifi nun : 

SStjeicftnet man bcn tHabiuä MB mit r, bie @eite BC mit a> 
alfo BD mit i&, fo jflt 

60 na* i. 31, vn. 

CO. i (B+C— A) ~eos i (A+C— B; ~cos J (A+B— C) '"' 
Um r bur* bie @eiten beö £)eiecfeä ou^jubrücfen, ^at man 
(S. 31.) «ie Slcic^unä 

co,KB4-C-A) = jj^jj^pjSjr;! 

IDIlfin ailÄni* fdt cosi(B + C-A) in (1.) fu6(KlmH> 
gitbt tangr = 

asiii^ttam4bsin4c . - 

l'lm4{ä+b+cJsin4Cä+b— cj8m4(a+c— b)sin4(b+c— a) 

JDuTc^ bie SBinftE biä ^ttitdtS tt^ilt man r auästbrüdtr 
n^enn man in (1.) ffic tang^a ben 3lu€bTUcE 

f — co..,(A+B+C)coHCB+C- A) ,, 29 3) 
I cm + CA + C— BJco.4(A+B-C) 
fiibHifuirt. JDabur* ergitSt ft* 
tanst = >• -costCA+B + C) 

° I co«i(B+C— A>osi(A+C— BJcosKA+B— O) 

— C08tCA + B+C) 

f'-c<»t(A+B+CJco»«A+B-C;co«i(A+C-B>;o»i(B+C-A) 
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Q = — G~' (^-^ 

Tlnmetl. 1, ©Je l^fec jtd^ bartietenbe fRelatim 

2 sin| asin 4 b sin $ c — cos 4(A + B + C) 



g G 



c g^' 2sin|asin|bsin|c 

G ~ — cosi(A+B + C) 
Idfit ftc^ du« berföc — cosi(A+B'+C) cUn tmif)nUn ^ottaA 

sm a cf 

mit JRfitfp^t auf -i^=Q foflleid^ 1)enelten. 

Jfnmecf. 2, 2)U §• 31, VIL enmftfelte {Relation 

tang^a ^tang^b tang j c 

cos4(B + C— A) ~ cösi(A4-C— B) ~cosi(A+B — C) 

ec^dtt l()ter me^r S3ebeutun9/ ba burcb biefe £luotlenten bec um^ 
gefc^tiebene Rtüt Upmmt wk\>. SSenn btefe SinothnUn an bte 

,, . . sin a sin b sin c , \. ^ ^ ^ . 

&i)nUi)en -r— r = -r-^ = -7-7; ecmnecn, fo firtbet aud^ in bet 

5in A sm B sin G - 

Zi)at e!ne nd^ere 93emanbtf(l()aft betbec tiatt. 2)enn fäc unenbitd^ 
(tefne @eften fliefen befbe {ufammen in b!e analogen ber ebnen 

a D c ^ 

Srfttonometrie -: — r = -r-^ == -r-7:. Snbem nimüö) bei un^ 

8inA sinB sinG 

enblfd) Reinen fpf)(ScffclS)en 2)cefecfen bte SBJfnfelfummen A-fB-f-CsTr 
tt)icb, »icb i(B4-C~A)=^(B4-C + A)— A=j«-A, alfo 

cos4(B + C— A)=^8inA; unb au6 cos'(B^C — A) ^^^^^^ 
Ja 

man -: — r. Sn fpfem nun bei Anm SreiedE en butdb ben iElwo^ 

sinA '^ 

tient ~—r bei; ^^albmejfer be« iimäef(l()tiebenen Äreife« au^^t^ 

sin £x I 

t A Tl O 'S- C 

= — , .r. ifß^nx ^Jn Jfnalogon ju bet ylanimetrifc^ett 



sinA *~ sinB sinC* \ 

10* 



\ 
/ 
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3uf- I. atu«tangr=- 



lang jb 



co»JCG+C-A) co.JCA+C-B; 

j ^^ lancjjalang Jbtaupic 

fffijcb bicft @üi(4ung bittibitt burdj 

tang »■ — CO, i (B+C-A) c..:* iC A+C-Üj co^l (A+ß— C; 
bit mdii auä bcr oEitii 9}o. 3. für tangr entnittdtm ^ormtl 
(t&dlt, fo ergicbt fic^ 

tanirialaiip Ibtan^J c ,, , 

""S''= .1,1 FT — ^ '■'•^ 

obtr taiigrsin^T = 1angä-ataiig Jlitangjc. 

3ft T bflö ffllayimiiiti, »eldK^ bic €cit(n a, h jutaf- 
fm, fo i(i nacf) §. 42. sii>iT=laiig Jataiig » b; ba^tc er- 
eilt man bann aai (4) 

tangr = 'ang^ c, obtr c = 2r 
3h btm größten Srtircfc jWeifr teilen ift affo die bri'tfe 
©eitt bet Durcf)iii((rec btä umgcfc^riebtnen firdfed. 

aiu« tangrsinf T=tangjalang-Jbtang5c, tr^dttmatt 
füt ebne £)reitde 

4rT = abc{ 
h. ^. bai ^tiema, tvtlc^ed bta ^l^c^enraum eintd JDmtded 
jnr iSaflä unb ben bopptlttn Cutc^melftr bt^ umsefc^cifbe« ' 
nen ^reifeä jut ^6^t ^nf, ifl bcra ceditntnHigen VacaQeN 
(pipebum auä ben ©eiten be^ £)rcitife^ fllett^. 

3 "f. 2. Xiefltn j»(i fp&irif*e ©reierfe T, T aaf 
gleidiec ©runbfettt c uttb in gleichen ^rtiftn, fo folgt auS 

sin 4 T tang r = tang }- a tang j b tang 4 c ; 

sin 4 T' tangr = tang 4 a' tang j-b'tang^c'i 
bit Proportion 

ainjT tangj-a tang^b 

ain^-'l" tang^B tang4-b' 
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&inb M, M' bte gr&gfen SDrefecte ani ben (Seiten a, b unb 

a'^ h'i fo tfl; 8in^M = lang j-atang^b; 
' sin 4- M' = täng 4 a' lang J'b' ; 

e« Derbalten ficft a(fo bte @tnit« ber.Nt6ett 
S(4c^enrdt|nie )n)eier fp^drifcben £>rete(f e^ i»tU 
c^e auf gleichen ®runbrettea uttb in gleichen Sie« 
benfreifen (iegenf wie bte @tnu^ ber ^albttt 
Südfima, n^elc^e bie anbern betbeti @tUtn jebej 
IDreiecfeJ {»(äffen. 



3uf. 3. 2Jie gormel iangr = 



2sin4.asin^b sin je 



g 

ternoanbelt ffc^f xotnn bie 6etten a, b, c nnehblic^ Hein 
tDerben^ in bie pUniroetrifc^e So^n^^^ 

__ ^ 2.4^a.j-b.|r ____* 

""1^ 4(a + b + c)iCa + b — c)4-(a + c — b)4tb + c^=^ 
a b c 

'^y (a + b+c)(a+b— c)(a + c— b)(b + c— "a)' 

&aö ©ebnenbreied eineä fp^drifc^en liegt ititt biefem in tu 
ntm nnb bemfelben greife« S03ie bie ©eiten beffelben bte @e^« 
nen ber Sogen ftnbf bie bai fphitifd)t ^reiecf bilbenr fo 
iil ducb ber grablinise 2!>urcbn]efrer bti umgefc^riebenen ^rei« 
fti bie ©ebne be£ fpb4rtfcben £>urc^meffer0 beffeiben. f&u 
Seic^nen n)ir bie ©ebnen ber @eiten a, b, c mt a, h, c; 

fo tfi 4a=sin|a; ib = sin5b; 4c = sinjc. €ben fo ifl, 

xotnn 91 ben ^albmeffer ber jtret^ebne bevicbneti 9t=sinr. 
9(n^ ber oben ermd^nten gornie( für fH, namliä) 
^ . 2ia.fb.^c 

folgt ba^er für ben @inu^ bei fp{^drifc^en 9iabini r bie 
Sormel 

ainr== ^ ^ ^ ^ 

2 sin i 8 Bin 4 1) sin 4- c 



Y (»ini«»»iiUb*8in»c)(8iii^a*«in^b-sin±o)(»in|.H*»iii±c-8in^b)(«in^b*8in^o-ainJ|i) • 
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r, »enn bec fommetrifi^e SJennet Ui jwtittn Z^lltS mit 

S öejEitftnct wirb 

JDerfelbe aiuÄbrurf finbet fic^ aui bec gormcl 

2siti|a8in^-bsinic 
tangr = * *— 

tuttin niön fcgf 

4 sin *,J a sin ' J li sin'-J c 



H-tang'r 48in»|a8in"^baui'|c4-g* * 
too 48in*4a8in*|b8in»Jc + g* = fl' »Üb* 
.. _ 2ain4asiiiibsinic 
91uä tangr = ^ ^ i_j 

. Qfliniasinibsin+c 
Unb sin r = = 2 -^ ^ 

forst j2^^ = co«r=-£-. C60 
taugr 3 

3uf. 4. gdt ben Umfcftreibunci^rabiuö e be^ $i)!«< 
brcictftö «f)cHt man, inöfni in ben für r entroicEcItcn gof 
mein 1, 2, 3, 4, 5, 6, bie ©dtm unb.?ffiin(e( fltsm bie 
eupplcmtnte b» SStnEel unb ©tittit f)u(i)uf4t Wtcben / bie 
gormtlnt 
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SWift^tn G unb @ fin^e* m^ 3uf. 3. We SWiftuttg 

©»=4co8**AcosHBcosHC+G» ^au. 



Sturso&e. )Dtn TP^^rift^en Stabiuö iti ein« 
Sef^titfitattt JCrtift^ ju 6(flimmen. ^ 



— t52 

Qluf[&funs- j^a btr t'mtfäivititnt Srtii in ^^olar- 
friiö bti um ba« ^pofarlirtierf (itf(ftrie5Eneti, alfo btt fp^d. 
rifcftt SvaMuÖ bt$ tr|lccjn baä Sempfement son bem be* 
[t^ttrtn ilt C3- ©• 5- 71, §. 44.): fo Iff, retnn ? btn fp^dr. 
tliabiu^ be^ tingtrc^n'e&enen Sicifc^ btbtuttt, g=^n — t. 
S)<tf)tt tr^tttn fitti aui tJorfle^enbm Sufage bit gormcln: 
IJ tangp =ßin^(c+b— a)langiA; 

= sin i (a + c — bj lang | ß i 

=!siii^Ca + b— cJlangiC; 

2) t*°£P=2co3iAc<.s4ßcosiC' 

3) ..»Ec^ p'"Kb+c-a)..-„JCa+c-bjsm^C«+b^^ 



aiui^a + b-f c) 



aiiilCa + b + c)' 
45 tauen sinK^ + b + cT 

c=ain4(a-f-b + c) tang | A tang j- B tang ( C ; 
2cosiAcosABcofl4C 

5) C08p= -T-ö" i 

G 

6) flme = '^- 

Unab^^Ensis t>on ftncn gormtln lafftn ftt^ btefe aud AoR' 
fttaUiott ^erltittn, Siai Streitet ABC (§19. 23.) »erbt t>on 
fcem greife fßr, befen SBitterpunft M jfl, in bm fünften 
K, ß, Y btxi^xt. 3<'^t "itiit na(4 btn S^crü^rungäpunfttn 
bie JRabitn M«, Mj9, M^, bie auf btn Xangentm BC, CA, 
AB fttifrttftt jle^tn (9- ©• 5- 65, 3uf. 1.), unb bann btn 
Spgtn MA» btt bm WÄxnUX A ber Sangenttn BA, CA 
^ölbitt Cfl. 6. 5. 67, 3uf. 405 f" ifl in öem ctcftfreintliaen 
JDrtitde M^-A 

tangMy = tang^AsinAj'. 
^ SÖa nun hy=hß; Bj'=Ba! Ca=C^ tff Cfl- ©• §• 67, 

3uf. 3.)/ fo iü A;' + A;!f = AB + AC— BC = c+b — af, 
. ba&cc A^-ss^Cc + b— fl) ©ie« in oWgtt ©Icic&uua fui* 

ftittttct siebt: 
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taug M/ = taDg4 A . sin 4(0 + b — a) 

!99raii< bie übrigen Sormebi flc^ xm \xß^ tonnen §. (erbU 
ten (äffen. 

^ ^ „ ^ ^ fisiniasinj-bsinj-c 
3ttf. au« tangr = i — -^ 2- 

nnb **°8g = riniO + b+c) 

2sin^ a sin^- b sinj- c 
folgt tangrtai,ge=: .i^.^^ + b + c) 

©iefe (Bleicftttttg auf ba< ^poUrbceiecf angewenbetf beffen 
Um ^ tt|b finfc^reibung^rabien bie Komplemente ton ? unb 
r f!nb; ^iebt: 

2 cosi A cofii B cos-}- C 
cotgrcotgp = _cos4(A+B + C) 

K '♦ * -cosKA+B + C) 

Ober tangrtai.gg = ^^^^^^^^.B^^^ jC 

ain i-T 



■•-«• • 



2 cosj- A co8|> B cos j- G 

S3emerfen«mect^ ifl bie ^ieraud fic^ ergebenbe Stelation 

28in|asiD|b8iii-ic t-cos-j-(A 4-B4-C) ^ 

siniCa + b + c) 2co8^Aco8j-Bcos|C' 

3l n m e r f . 2fu6 bei: ® leic^ung tang r tangp = - . .. j^kj, ^ 

ti%hXi man fütr ebne Dceiede bte ®(eid[)und 

' 2r,p.(a4-b4-c) = abc 

b. b* bad recbttofnfli^e 9araUe(ep{pebum wA ben Gelten elne^ 
2)refetfe6 {fl t)pn bem recbin^lnfligen ^aratteleptpebum aud ben Surcb« 
meffetn bet um« unb einsefcbriebenen treffe unb bem ^ectmeter 
be^ 2)reie(Ied bte «^dlfte. 

$. 61- 

Aufgabe. SDen fpMtifc^en Stabiu« ber ®e« 
genfcetfe, in)tfc^en benen ein fp^drifc^eJ^reiecC 
(itgt^ {tt 6ef{immen. 

9( u f I & f tt n g« SRimmt man a aU ©runbfeite bed 2)re{« 
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tdti {a.hc} , fo finb bie Scgenhelft , jivifc^fn bmen baf* 
IabcJ 

fclbe liegt, biejtnisen, in btnm baS 01f6cnbriitcf (ö^/) unb 
btflTen ©eflmbceittf («JS/) litstn- Um alfo t>m fp^icifi^tit 
SKabiuÖ r beö uin (Ößy) bcf^mbcnen Äreifeö ju pnben, 
fcrauc^t man nur bic für r gefunbeuen gormtln bcS §. 59» 



auf baä 3!c&tnbteicil <aFc> aitiutvtnbtn. Söa^tt jfl; 
(abc) 

ta ng^a lang Ja • 

■ — cos->-(A4-B + C) ~ Bin^T *' 



1) langr = 
Unb tangr* = 

2) taug 

3) tangr 

4) titngr' 



colg^ b colg j c 

cosACA + B— C) ~ coa-l{A+C~B)' 
2sirt|acQa|-bcos Je 



cosj(B + C — A) _ 



tang ja cotg ^ b colg j c 

cosJCß + O — A) * 
2 »in j a cos g- b cos j c . 



_ S 



5) sinr 

6) cos r 

WO in ben legten betbtn Sormcln s' bicfelbe gunNion &on 
sinf-af cos^b, cos^c^ tvie S »OH 8in|u, sinj^b, 
siu^c ifi, 

' 3uf. 1* SBirb b ober c alS ©rURbfeite genommen, fo 
liegt bttö Sceied (tcifdjen ben um (<^r) unb (aßy) ober 
(ap}) unb (aßy) feefc^riebenen Äreifen. gÜt bie Dlabien r",, 
r"' berfcl&tn i({ in obigen gormein a mit b ober c ju bet' 
taufc^en. 

au« tangr = ^i togr'= jJ-3j,i 
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ff ._ /// 



taug r tangr tangr 

tang^a tangjb tang^c 

* „ # tangfa 

3 tt f* % Sttt« ber merfwörbigen Sormel langr = ^j^tt" 

{fl erfic^rtid&f Dag burcft iwei ton Den ©rfigen T^ a, r. bie^ 
britte befiimmt toirb. iDarau^ folgen bie @d$e : 

1) ©ceicrfe auf flleicfter ©runbfeite unb itpifc^eti gWc^ett 
@esenfreifen ^aben gleichen gldc^encaum. 

2) JpreiedEe auf flieicftett ©runbfeiten unb wn gleichem 
gWcftenraume lieflen jwifcften sleic^en ©egenfreifett» 

3) ©reledfe öon öleicf)em gldcftenraume unb jwifd&en 
gleichen ©eflenfreifen liegen auf gleichen ©runbfeiten. 

©ie gormel sin*T=^2^^ ijl bei ®imi wegen für 

" * tangr 

T jweibeuiigf tok lern auc& bei gegebener ©runbfeite unb 
gegebenen ©egenfreifen itott terfc^iebene ©reiede mSglic^ 
finb; bit auf entgegengefcgten ©eiten Jber ©runbfeite liefen, 
unb t>cn benen bai tim =«—17^ baö anbere =«+ü iff; 

»0 Ü=;(B4.C— A). (ä. e. §• 78, guf* 2.) 

3 u f. 3. ©ie fp&drifc^e «ntfetnung a/? (gig. 24.) ber 
©egenfretfe, jtt>ifd)en benen ein fp^ärifc^e« ©reied liegt, ifl 
bai ©uppkment bc« (fp^rifdjen) ©urcbmejfer« biefer Äreife, 
ober ber fp^drifc^e ^albmejfer berfelben ifl baö Äomplement ber 
|)al6en Entfernung. ®ie btl ebnen ©reiecfen ber Slbflanb ber 
^JaraOelen, jttjifc&en benen bajfelbe liegt, bie ^6&e be« ©ret 
,C(feö anSmaäit; fo fann ber SInalogie gemdg bie fp^drifd&t 
Entfernung ber ©egenfreife eine« fp^drif^en ©reiede« bie 
^ 6 ^ e beflltben genannt »erben. ?Birb fie mit h unb i»ar 
in »ejug auf bie ©runbfeite a mit K bejei^net, fp iff 

r'=$-ir-ih'. m si»|T = ^5^^ folgt bann ber 
Slugbrud .w 

sinf T = tangl^tatigl-h 
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ber e&te tnerftDücbige 9(ita(ogte ber ff/^itif dun nnh ber eSnea 
föttltdt, bei benen Vr=^B.iti ift, anifpvidjt. 

fiBirb b ober c ali 0runbfette senommen ititb mit V% 
V" bie |usr^6rige J^ibe bejetcbnet^ fo iftx 

«infT es tang^atäng^h' = taDgfbtaDg}b'- 

3ttf. 4. Hui ber 8orme( sin^T stangiatangl^h' 
erdiebt ftd^ ber CaQ: 

epMrift^c ^re{e(fe M^en gleichen %lidttn^ 
tanm, iDenn bie jprobufte aud ^en Xangenten 
ber Ml^^n Srunbfeiten itnb i^i^en sleicb finbi 
— ober: weno bie Xansenten ber Ml^^n Srunb^ 
fettea ftc^ umgefe^rt toie bie ber ^albtn ^i^tn 
ttthalttii. Umithhtt folgt a\ii ber Sleicb^cit ber %li* 
Aenr^ume bie ber genanoten ^^robutte ober bie umgete^rte 
f^roportionalitdt ber Xangenten ber falben ^runbfeiten unb 

Suf. 5. iDa sin^T^l i^, fo muf immer tangia 

tangjh'^l^ ölfo (a + hO=« f«»* SU 3m+T=l, dfo 

T=ir^ fo ifl taug|-a = cotg4.h' = tangi(ir — h'); atfo 
a=w— h' = 2r. 2)aratt^ folgt, bag in jebera fpbdrifc^en 
SDreiecfe, toelc^etf ben vierten X^ei( ber Xugelfidcbe einnimmt; 
bie Srunbfeite ein lOurc^meffer ber ®egenfreife iff, {mifcben 
benen hai 2)reied liegt. S3ergL g« ®. §. 78 r Suf. 5. 

3ttf* 6. 6inb a, a' bie @runbfetteni h, h' bie J^5« 
(en imeier Sreiecfe t)on gleichem gldc^enraume, fo folgen 

üni tang J a tang i h = lang 1 a tang ^h' ober ^"^T^> =3 

^"-^^, ■ bie Proportionen: 

sinjja — O MnjCh^.— h) 

8mi(sL + a) Äin4(li'4-h)' 

sin |<a — hp _ gjn | (a — h) ^ ^. o 7an 

8xui(a+i0 öin^Ca+h) ^' 
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Äottffrttirt man trfe ©egcnfreffe bei ©rei^tfe« ABC 
(gfg. 25. a.); t)on benen ber eine bttrc$ A^ ber anbere burc^ 
B, C ge^t, beffen SKitt<I|)ttnft M fei unb jie^t bie SRabteti 
MB, MC, fo wie auf bie Wttt D ber ©runbfefte BC ba« 
9)erpenbife( MD ; fo tf{ nac^ g. 6. §« 78 bie @umme ber 
S£in(e( MBD + MCD Hi &\ippkmtnt iti ^&ä^tntanmti 
t)on ABC, alfo berfffiinlel MBD bdö Äomplemene be« M-» 
6en ^l&^znvatxmt^. 9tu^ bem rec^tminflisen IDreiecfe MDB 
ergeben fid^ bemgemdg außer ber oben 3af. 3. ansefü^rten 
Sormel noc^ onbere bemerfen^toert^e älu^brücfe für ben gCd« 
d^enraum bei fp^^ifc^en £)reietfel, in welchen an^ bie 
Slnalogie beffelben mit bem ebnen S)reiecf e {um X^eil noc^ 
t)ielfeiti9er hervortritt* / 

S^ejeii^net man in bem genannten 2)re(ecfe ben SCabiu« 
MB lieber mit r'$ MD mit q; BD mit i-a ^nb ben Win* 
Ul BMC, ber ben" reCadöen ®ert^ bei juge^Sr igen in d^ 
^aiivtm giebenbogen« BdC giebt, vnit a, atfo ben ffiinW 
BMD, ober ben relatiben 3Bert^ t>on Bd mit )«) fo er^tt 
man für ben SBinfet MBD bie ©(eic^ungens 

• 1^ cos MBB = f^^^v i 2) cos MBD = cos q sin 1«; 

^-^ tangr 

3) 8inMBD=— ifi 4) «inMBD=f|H5,. 
^ cos^a . sinr 

5) ootgMBD = lang i« cos r'; 6) cotgMBD = j— ^. 

©e§t m<m ^ler (In—iT) für MBD unb (in-lW) für 
r'i fo ergeben fld> für ben gldc^epraum T bit gormein: ' 

1) siniT = tangjatangih'; 

2) sin^T = sinia.cosq; 

3) cosiT=5 jr-j 

-^ cosia . 

5) tangiTastangiasjnJh} 
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^fäinlit man um M ali $o( tintn ^anpüniß, htt hai 
üit D unb d Dttlinitttt ^ttptnÜM MD in E fc^netbeff 
bie etitm AB, AC aber in F,G ^albkr) (§.58, 3uf*40; 
fo ift bat im mtulpunttt ber ©runbrei^e BC erri^tete unb 
bi< itxm ^ntdifätnittt mit bem bie fD^itfelpunfte Don AB, 
AC »ecbinbenben f&oitn fottitUHU 9)erpenbife( DE bat 
Aomplement Don DM, ober q* fBirb boffelbe mit p 6e|e{c6^ 
ntt unb {loar in $5e)tts anf bie Srttnbfeste a mit p% Derw 
iDanbeltt ffc^ bie gormeln 2, 4, 6f in benen (^tt— p') für 
q fttbltitttirt toerbenf in folgenbe: 

7) sin JT = sinj a sinp'; 

8) cos j r =r« T- . 

9) tang J T = sin i a tangp'. 

Die gormern 7 unb 9 (inb analog ber gormel iT=ia.p' 
hti ebnen JDrefedPcn; wenn p' bag im gRittelpunfte ber ©runb* 
feite a errichtete unb big ju ber bur* bie SKittefpunfte ber 
6eiten b, c gejogeneh «inie FG (gig. 25. b.) fortgefegte 

'^) arigonomctrif* «f t fi<^ blefer ®a6 fo bewcifeiu SXan afe|^ Un Guo:» 
bwnt MF , fo t|l in t>m JDrcic(!c MBF 

-»^- Turni? ^^^ MF — cos MB. cos BiF 

Bio MB. sin BF 
= — cotgMB.cotgBF; treu MF=|jr. 
= — cotg.r'cotgBF 
^m ijl MBF=MBD + DBF=4« — JT + B 

=|;r— 4(A + B + C--«)+B 
= «— 4(A + C — B); 
^a^ev C08|(A+C — B) = cotgr'cotgBF. 

©e|t man füc cotgr' ben SBcrtb llüil ^-^ cos4(a+b+C) 

^ tang4a tang^a ' 

fo er^fia man cos j (a + C - B) = -<^Q«^(A + B+ C) * 

' lang |a taug BF ' 

ballet tang ^ a tang BF ^ -^Q4(A-f B+Cj 

^' ® cosHA + C — B) 

V ==tang|atangf cj (J. Sl.^ V.). 
goröCd^ BF=|c. öbenfo folgt CG =|b. 
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^tptnblUlliE bcbetttet, bai Wt mM^ ^it ^fbt S^i^t 
bti ^tmäti mi%tf toai 6e( fp^drtfc^en IDcetecfen nic^t ber 
SoD i(l. "SSJi in ebnen IDcetecfen bte serabe Unit FG mit 
ber ®(ttttbfeite BC parallel if!r fo ift biti in fp^drifc^en tot^ 
niifUni mit bem S&ogen FG nnb bem 9leb,en6osen BdC/ 
beflfen relatiDer SBert^ m 7. enthalten ifl, ber ^aU. 

Sttf. @mb T, T' bte %liäitnvinmt (meier S^ttität 
in^ifd^en gleichen ®eseRfreiren ober ton sleic^er i^6§e >/ 
beren erunbfeiten a', a'' ffnb, fo folgt mix 

sin 4 T' c= tang ^ a' tang 4- h ; 
ttnb siniT" = tang 4^ &" tangi^hj: 

amiT! + siniT" = (tangla' + tangiaOtaiig*h| 

ober 

2«inlCr'+r')coaKT'-T0==^i^^±g,.tang4h; Cv) 

gernert sinjT' — sin4T'=(tang§a~tangJaOtangJh; 
ober 

S>a^(r ttean Cr) burc^ (}p) Wibitt toirb: 

tang i (T + T") _ sin j (a' + a") 
tangi(T' — T') ~ sm|(a' — a") * 

6inb tie SrunbfeiUn sleic^/ bie J&6^en h', h" nmltidf, fo 
et^tt maa: • 

tangier + T'0 __ sin |(h^+h")' 
tang i er' -T"') - ilT^rH^h^' 

Slu« ber gortnel tang|T = tang j «sin |h (5.) tt^ätt nun 
fit bie JDreiecfe T,T', beren S^i^tn 8l«<* Pnb: 

tang I r + lang |T' _ tangf a +tang§ a\ 
tangil"— tangiT" ~~ tangia — tang|o"' 

Bfc*. sin I er + 'n _ «i»i(« +<). 

•"•^ sin5(i-'-'r'i - d^iü' - «") 

ttnb tventt bit ^titn h', h" mQleidt, aber a'—a, alf» bfe 
iRebenbogeit/ beren f^^drifeOe @e^nen W Srnnbfeiten ßnb^ 
46nlt(^ ßnb: 
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iangiT—tang^Tr ~ Bin|h'— sinih' 
^^^ ^^JT=T) - tangUh'-h") 

Ite^n(i4e ^Jroporttotten (äffen fl(^ aui ben dbrigett Sormebt 
bfefei $• herleiten. 

«63. 

aitfdd6e. e« {f{ ein ipf^lti^^ti tittitd ^u 
Se6tn$ matt fo(( einen Siegen fonflruirenf ber 
bem S(i<^^nrattme be< Z)retetfe< gleicb ift. 

3( tt f (6rttns/ JDaJ gesebene £)reie(f fei ABC (Sis* 2&)- 
aRon balbire aSe Geieen be(fe(ben in D , E , F ; errie^te in 
bent SRietelpunfte ber einen, ttv^a in D/ ein ^tti(^tnh\itl 
ttttb befc^ceibe' um B (ojber C) mit bem SKabin« FE einen 
Sttiif ber in G hai fjerpenbifel fc^neibe; fo iß DG bem 
balben ^(dcbenraume be^ J^nkdti gleitb. >Die !8erboppe« 
Inng biefed S5o0en< giebe a(fo ben ganien gldc^enranm* 

^mtii. 3n bem £)reiede AFK, beffen ©eiten AFr 
AE=|c, fb ftnb unb beffen briete 6eite FE mit m hu 
|ei*net fei,*i(l: ^ 

cosm s=s cosIbcoBJc-fsin^bainjccosA (§• 12.) • 
Zka^ i a7.f 25. if{ nun: 

Ober cos } T I 'co5^a ] ~" ' 

ba^er i|{ cosjT » f^.- 

cos I a 

fKac^t man a(fo f a jur-^at^efe unb m |ur ^opofennfe tu 
ne« rec^tmmWigen ©reiecfe«, fo i|l bif anbere Äat^ete =iT, 
i»orau« bie, SRicbtigfeit ber Sluflöfung erbeOt 

3ttf* 1. 2[m oorigen §• tt)urbe bie gormel cos|T=s 

TZTiZ fl^ftinbem Sin« biefernnb ber obigen cosJT=-^2^ 

cosf a *' ' - ' ^ * coB|a 

folgt, ba0 iir==r|a ijf. 

2)er S3ogen a(fo, n>et((er bie Sl^ifferpnttfte 
imeier Seiten tinti fp^rifc^en £>reie((e^ oer^ 
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$ittbct/ id gleich ber S^ilftt be« 3ettfri»infeW, 
ber auf ber brftten (©cunbO ^itt be,« 2>ref* 
ecfe« aH auf ber juge^Sriseti ©e^ne fn efnem 
ber^egenfreife ({eH {t^ifc^en benenba^ S)retec{. 
liegt 

Ober: ber senannte SSogen m ifl ber J&ilfte 
bed re(atit>en SBert^ä be^ Siebenbosen^ 9i(e{($^ 
b^r; }tt einem ber ©esenfreife hti ^tthdii ^u 
%hty%f bie ©runbfeite beffelben ttmfpannfc 

3ttf* 2* ©a« ©reiecf BDG i|l fe^r merfmörbfgl ©^ntt 
att§er bem^ ba§ bie ^o^tbeee GD bem falben Sldcbenraume 
Mi ©relecfe« ABC gleich i(l^ (fl ber SBinfel an G ber» 
atabiu« ber ©egcnfrelfe, iwifcben benen \>ai ©reietf \n Sitirf^ 
fic^t ber ©runbfeite BC Hegt; unb ber SBinfet an B bem tti 
$• 62. ertt)dbn^en 9>ecpenbifel (p'), xotlditi in ber SD?i«e D 
ber ©runbfeiee errichtet unb hii an FE geflirrt »irb^ gleicjj 
Dber ber SJßinfel GBD ijl baö Äoraplemenf ber €n(fernunö 
MD ber ©runbfeite BC t>ott bem SRiftelpunfte M hii un- 
tern ©egenfretfed. £)enn e^ i({: 

alfo 5BlnW BGD = r'. 

gern» ifl tang GßP = -^j^^g^ =^ -^-- . 

3)a^ §. 62, !Ro. 9 if{ tang p' = i^^ii. ; 
twö« tjl SBinW GBD= p'=»«— q (|. 62.> 

^af. 3. S>aS £)retetf MBG- (tttef bett.§. 45., Suf. 3. 
«md^nten Sali Ht. (£i}ft nimll^i 

GBD = in— DMi DBM = iir— DG} 
ba^C GBM = ff — GM; 

BG = BMD { 
BM = BGM. 

n. 11 
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9(ttfsa6e« 9ltii tintt&pi^t tinti fp^itifdttn 
tittitdti nadi ber gegendSer Itesenben @ette 
einen S3osen |tt liefen, burc^ tveld^en ba^SDreted 
^albitttoitb. 

« tt f I i f tt n 9. (gf«. 27.a.) Um t^oi^' ber ©pcfte B (ober C) 
be< ^vtitdti ABC bcn Derlan^ten Sogen )u lit^m, ton* 
flruire man ben 9Ri(te(punft M btß bnrc^ B^ C gelben 
®e0en(reife< ; errichte im €nbpunfte B bt$ tKabiui MB ein 
ipcrpenbitel BF unb ^albire ben unterhalb ber Srunbfeiee 
BC (tegenben 9ßtnfe( FBC burc^ ben SSogen Bm, ber in m 
bai bmd) bk SRirte D ber @runbfeite geführte ^erpenbifel 
fc^neibet Um ben ©egenpinft m' biefe^ £)urc^rc^mtte^ 6e^ 
fc^reibe man mit bem Slabiuä Bm emcn Xvtii, ber m E, G 
bie @eiten AC, AB fc^neibe; fo (cii^et ber ^on'B nad^ E^ 
fo tt)ie ber ton C nac^ G gejogene S&ogen ber 9lufga6e 
Senüge* 

fbttotii. £)er SQinfef DBM ift bat Komplement bti 
^jalben SIdc(^enranmed oon ABC, (g. @, §« 780 r alfo, 
toenn DBM+DCM n>ie an bem angemerkten Orte mit U^ 
ober DBM mit ^U, ber gfd^enranm ABC mit T bejer*. 
net toirb, iT=i7r— iU. (Eben fo ifl ber Winttl mBD 
bai jtomplement bed Sljiftenraume^ be^ in>ifc^en ben um 
m, m' befc^riebenen @egenfreifen (iegenben 2>retecfe^ BCE; 
o(for toenn berfelbe mit ilf, ber gldc^enraum BCE mit T 
beiei^net »irb^ ^T=in—iV' ober T=n—U\ 3lun 
tfl iU'==iFBD = 4FBM4.4MBD=iff + jUj ba^er 
U'=*7r4-iU ttnb n— U'=^7r— iü=iTi folglic* ift 

Za bat JDreiecf BCG mit BCP jmifcften einerlei ®e- 
genfretfen auf berfelben Srunbfeite BC (iegtf fo ifl aucl^ 
BCG = 4 ABC. 

3uf. 1. 3n wertem SSer&^tnijTe bie Slbfc&nitte AG, 
AE (u ben (Seiten AB, AC ({e^en, ifl §• 57. nac^getoie« 
fen morbem 



.*«hi 
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3ttf. 2. 5RacO ber gorinel taiigr' = ^^ (§/61.) 
tt^ilt man für bm tüablui Bm 

tang Bm = ^^5 = ^^4j?- 
^ öiniT^ sinlT 

S!)arau^ erdieBt flc^ bit ©(eic^ung )n)ifc^en Bm unb r', 
(wenn n4mlicö BM burc^ r' fcejeic^ttct njfrb)^ 

tangBm _ sin^T 
lang r' "" 
ober tangBm = 

gur ben SBogen Dm , burc^ n>elc6en b(e Sage ton m '5e^ 
fiimmt toitb p erbdlt man au^ bem ttd)tmntt'mn £)reiecf e 
BDm bit gormel: . 

tangDm =3= tangmBD/sinBD 
= taug ^ U*. sin J a ' 
N .sin^a sin|a 



am -J 1 • ^ 

2cos{Ttangr\ 



i^** 



~ tatigiT* ~ tangjT 

©e§t raan für slnjT^ tangiT bit §.4l. angeführten ®er# 
t^e / fo er^d(t man butdf bit ©etten be^ ^retecfe^ ABC 
au^gebrücft : 

tangBm = tang i a 



r 



cos ^- a cos r|- b cos ^ c 



sini(a+b+cj sin^ (a+b— cj aini (a+c — b)smj (b+c—a) 

tangDm = 

s5n|a _^____ 



f tani 



ing^(a+b+cjtangi(a+b-c)tang|(a+c-b)tangi(b+c-a) 

Suf. 3. ätenbert man beliebig bie Sage beä $unfte^ m 
auf bem ^PerpenbiW niDra\ fo dnbere fic^ babei bie 2age 
ton m' unb E, fo tt)ie ber 3n&alt T be« ©retede^ BCE* 
3nbe^ ffnb ^r lebe £age bie @(ei(^ungen; 



tang Dm 



sin^a 



tangfT^ 

_ tang|a 

tang Bm =5 -7-^-^ ; 
° «m J F 

giUtifi. ®oD nun aOgemetn "Y—^T fein^ fo tr^dtt mw 

11* 
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bttt^ biefe 6(et(^ttti9en bie ttSt^tgen Zt^lmmmm fit Dm 
itnb Bm r ton benen bie ^onfinsftton bti bitftt X^eiluns 
M DttUäti ABC entfprec^enben Sötxt^f^nlttti E abgingt 
e« m'rb nimliätt 

♦"«■"^ = =^' 

tangBm ^ *"''«** 



sin(4T) 
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Stttfdabe. Sin gesebened fpMtir^^^^tettct 
in ein fp^itlfdtti ^araHelogramm {U t>er« 
»anbeln. 

9(ttf(&run8. SDad gegebene S)reie(( fei ABC (gig« 
27* bO (Ran ^albtce baffetbe burcb ben S3osen AD unb ht* 
fcbreibe auf ber anbern @titt t)on AC batf Z)reiecf ACE fo, 
ba§ AE = DCj EC=AD genommen n>{rb, fo if{ ba^^a« 
raOelogcamm ADCE bem 2)retetfe ABC gleic^. 

fdttoti«. £)a$ 2)rete(f ACE ifi gleich bem SDreiecfe 
ADC, mil oDe (Seiten in betben SDreiecfen be^uglicb gCeic^ 
fittbi baber ifl ACE and) =ADB unb ADCE = ABC. 
ein fpb^rifc^ei fJaraOelogramm i(i aber bai SSiered ADCE, 
toeil je )t9ei etnanber gegenüber (tegenben 6etten gleich ftnb 
(g- ©• §• 960. 

SuT GoQ ba^ ^araOefogramm mit bem S)retecfe 
gleitbe Srunbfeite AC ^abtttf fo fonflruire man bai 
©reietf ADF^ fo ba§ AF = DC; FD?=AC genom^ 
men tcivb^ 

$. 66. 

aittfröfung. 1) e« f« ABCD (§19. 28.) efn fp|4* 
rifc^ed Parallelogramm. >>3(e^t man tn bmUl^tn tinthla» 
flonale AB, fo t^ iai SittUa ABC bk J^Ifte M ^wcdU 



,— — r^ 
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{elosrantme^ unb ^at mit bemfelfien sieid^e ®tmbftitt BC, 
»te mit a 6e)ei(6net fei, ttnb gleiche' J^6&eh> ba 6eibe )ti>u 
fc^en benfelben Sesenfreifen liegen* Siuö ber gormet siniT 
=tang4atang4h ec^d(t man affo für ba^ ^araDelograrantf 
beffenSIdc^enraum mit P ^e^ei^net fei, bie gorätel; 

flin^P s=taiig4ataiig4^h» (1.) 

3) %&c ben Stdi^enranm beö £)reietfe^ ABC ^at man 
na^ §* 41. bie Sormel; * '^ 

.,.m cotg^BCcotfifAC + cosACB 
r/ cotglT;=— S sinACB ■ . 

i'Ober, j»entt BC^ AC, AGB burd^ a, b, C au^brüctt 
»erben/ cotgiT =: ---si — SiSir^ ^ 

.„ cota A a cotg 4 b 4- cos C ^- 
cotg4- a cotg T^ ^ + cos B 

€6fn fo tf{ j cotgiP s= 3inß' — ^ 

»enn bar* B twr fasinfer DÖC Beiticftnet wirb. ^ 

-. » cotcAa cotg^b 4- cosC cotgja cotg^b + cosB 

' (cotgiacotg4b+co8Cr>sinB=s5(cotgiacotgib + cosB)8i'iiCj 

cotgla cotgib (sinB— sinC; =sinC cosB— cosC sinB j 

=sinCC—B)} 
Ober — cotg4acotgib^os4(C4-B)sini(C— B) 

=co94(C— B)sm4 (C— B) 
ba^et- — cos 1^ (C + B) f= tang 1 a lang * b cos i (C — B). (q>) 
JRtttt i(i P = A4-ß + C + D— 2«f ober, ha A = B, 

C=^D i({, P=2(C4-B)— 2«» 
mithin iP = 4(C+B)-;« 
unb sin* P SS — cos i (B + C) ; 

Stt^er er&ait man öu§ (?; bie gomeh 

siniP = tang iatangib cos KC—B). (3.) 
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b« eine nttrfrcürbigt Mitttrogie ba fp^irifuften anb bet ebnen 
JDm'rrfe, bei tcnen iT=fa.4h' ift, auöfpritflf. 

SBirb b ober c ali @ruiibfette genomnien unb mit li", 
h'" bie jugfbötiflt tii^t b(iti(^net, fo t(l: 

ein j-T ^ tang^atang^h' = taDglbtacgt h' 
= tang i- c lang 4- h'" 

3uf. 4. 9luÖ btt gormtl sinjT =tangiatang4^h' 
crgiebt fid} btt €a^: 

©pMrif*t ©relerfe &a6en gleichen %lid)en- 
räum, wenn bic ^robuFte au^ bcn Xangenten 
btt falben @runbfeiten unb ^d^en glei^ finb; 
— ober: roenn bie Xangenten ber ^atben @runb> 
feilen fit^ umgefebtt n>ie bie ber ^albtn S^bbtn 
»erhalten. Umgffe^rt folgt auö ber ©Icii^ticit ber g(d= 
d)tntiiamt bie ber genannten ^robutte ober bie umgefcftrtc 
Jlroportionalität ber Xangentm ber ^albtn iBrunbfciitn unb 
J^Ö^tn. 

3uf. 5. iDa sinlT^l ifl, fo mug immer lang |a 



T=w, fo iff taugJ.a = cotg4-h' = tang4Cff — h')j alfo 
a=n—h' = 2r. SarauÄ folgt, bag in febem fpEttSrifc^m 
jDreietfe, ntlditt btn bierten X^eil bei ^ugelflac^e (iniiimmt, 
tit ©runbfeite tin ^utdjmt^tt ber ©egenfreife i(t, jtttifc^eit 
fcmn ba$ ©teied liegt SBergf. g. ©. §. 78, 3uf. 5. 

3 u f. 6. @inb a , a' bie @runbfeiten ; h , h' bie ^&> 
(en {»eier Sreiedt bon gleichem g(4i^enraume, fo folgen 
Wi tangiataDgih = langia'tangih' ober SfJ^ 

-- ^^. ■ bit ^Proportionen : 

«inICa — a') __ sin^(h' — h) _ 
8iuita+"ä^ — fiiniCli' + h)' 
j-(a — h') sia j^ (a — IQ 



Bioi(a+liJ sinjCa +h) 



i C§. 2, 70.) 



. f 



_^ t 



167 



costP = ^5 (6.) 

cos t Q 

tangll* = tang^asin^h. (7.) 
tang^F = s^n^atangp. (8.) 
guf. 1. 3l«ö betl gormeln smiP = tang4atang4h 
ttnb smiP=tang4alang|bcosi(C— B) folgt: 
tang 4 h s= tang ^ b cos | (C — B) o6« 

coa 5 (C - B) c= ^jjjp 

Sie&t man in btm ©egenf reife BCD'A' (gig. 29.) M ^* 
raOelegrammeö ABCD Den atobtuö MB unt) »ertdngert DB 
ü(>er B ^inau«, fo ift ber mnUl MBD'=4(C-B). ©en» 
ba jy bet ©egenpunft »on D {jl, fo ifl BD'=«— BD-. 
n— b. gWt man »on Wra SKittelpunfte M auf bie ©e^ne BD 
Hi ^txpmmtl ML, (0 i(l BL=iBD'=i(>r-b), 3n 
bm te^twinHisen ©relecfe MLB, bejfett ^«potenufe MB= 

j„_ih,|fl (§. 61, gif- 3.)f «(l «"«« 

»«nr tang BL _ tangg«— jb) _ tang|h ' 
cos MBL == i^;;^^ — tang (^ ff — i hj tang i b 

©a^et iff cosMBL = cosi(C— B) anb MBL=i(C— B). 

©offclbe ergicbf ffd) «ttö fotgtnbec SSetradItung: 
ber ©inW MBC f« mit u', MCB mit u", MBD n»t w 
unb ber burd> 58erldnger«tt3 »on AC gebtlbete mim MCA, 
mit «" 6ejeic^nct. 3?acf> SRo. 3- unb 4. bieft« $. ifl nun; 

C + B=»r + iP» 

unb n'+p" = " — ^^^ 

ba^et C + B+u+«i"=2'ij 

gernet Id B + u'+v=«} («) 

nnb c + u"-v"=«i (jJ) ^ „ 

»eil B, C bie SJebenwinfel »on (u'+O^ (« -^'' ) P«*»- 

©a^et ifl B4-C+u'+u"+u-«"=2«=B+C+u'+u'; 

folglich „'— w"=0 ober v'=v". 

6ubtcabirt man nun bie ©leic^nng (o) t>on QJ), fo ift; 
G-B+u"-u-u'-w"=0 



V. 



6) tangiT= :—^i 
^ ^^ tangq 

$efc^rei6t man um M ülS <pol timn ^auptfrefä, bec bat 
übet D unb d ttcidkgcrtt ^eipcntiiftl MD in E fi^netbet, 
bie etifcn Aß, AC ctbtv in F, G ^albitt') f§.56, 3ur.4.)i 
fo i|t bd^ im ^itttlpmUt btt ©rtinbfcife BC errlc^Cetc unb 
biä jum S)ucä}fcfrni[te mit btm bie 3]7ittc[pun(tt oon AB, 
AC »crbinbetibcn Sogen fortgefe^fc ^trptabiM DE baä 
ÄompItniEtit ton DM, obtt q. SSirb baifcIBe mit p bcjcicb* 
net unb i»at in ^Btjug ouf bie ®runbf(ite a mit p', »tr- 
tBonbtln ficö bit gormtln 2, 4, 6, in bcnen (iw— p') fÄc 
9 fubllitulrt werben, in fol^cnbe: 

7) sin^T = ain^asinp'i 

•^os p' 

8) co3,iT=- V-- 

cosjh 

9) tang I T = sin 4 a tangp'. 

SJ[( gormeln 7 unb 9 (inb analog bcr gocmel jT=|a.p' 
fcei ebnen ■Dreierfcn, wenn p' baS im SRittcIpunfte bcr ©runb« 
feite a errichtete unb {>i$ ju btr burc4 bie ^i'ttetipunfte bet 
©eiteit b, c ßejogeneii ginie FG (Sig. 25.b.) fortgefegte 

*} ZxiQoncmtttifii I'ßt fid) bitjn @ä| fo beweifen. SKan itel)e ben iQucts 
btant MF, fo ift in btm Sceiecff MBF 

,.„„ CO» MF — cos MB. CO» BF 

""""= ■i.MB..i.nF ■ 

=:— cotgMR.cotgBF; weil MF = |.ff. 
= — eotg , r' cotg BF 
«Run ifl MBF = MBD + DBF = 47r — JT + B 

= iw — i(A + B + C — «)+B 
= '„_4(A + C — B)J 
X)al)tT cos i(A + C — B) = cotg r' cotg BF. 

©e6f man föt cotgr' kn SJSevt^ iiliiZ =r:i2fif*i±t£>., 
* tang-ia taugia ' 

fo(m(tinancosiCA + C-B)=Z:"'*('^ + ^^-'^*- 



ba^tt tang 4 h tang BF 



ing^a taiifiBF 
i4(A+B+C ) 



= tflDg4tttaiigioi (J. 31., V.). 
;. Gbenfo folflt CG^^b. 
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^ttpmhiUlDE (ebettfi^ff baß ^ter juslefc^ Me J^af6e J&S^e 
bti X>ukdtS mtgtf toaß bei fp^clrtfc^en IDreiecfen ntc^t ber 
%aü ift. SBft in ebnen IDreiecfen bte gerabe Unit FG mit 
ber ®rttttbfeiee BC parallel iftf fo {({ bitS in fp^clnfdben rot^ 
ntsf{en< mit bem Strogen FG nnb bem SRebenbogen BdC/ 
beffen relatiDer SBert^ in 7« enthalten ift, ber gaO. 

3ttf. ©ittb T, T' bie § Webenräume ittjeier JDreierfe 
poiid^tn dleic^en ®egenfoetren ober t)on sletc^er <^6&e >/ 
bmn erunbfeiten a' , a'' ffnb , fo folgt anß x 

sin 4^ 'F = tang 4^ a' tang j- h ; 
ttnb sin i T" = tang 4: a" t ang 4^ h ;: 

fiiniT' + siniT" = (tangia' + tangia") tang^h I 

ober 

gerner: fiinfT'-^sin|T"=(tang|a~tangia')tangJh; 
Ober 

£)a^er nxnn (9) (»urd^ (tf) btf>(btrt wirbt 

iangiCT+'V") _ siiifCa +a') 
tangKl" — T") ~ sinl-Ca' — a")* 

@inb bie ©runbftitm greic^, bie ^h^m h', h" mdltid^, (0 
tt^ilt man: • 

tangier + T") __ 8inf(h'+h ")" 
tangier— r') ~" sin I^F^Th^ * 

au« ber gormel tang|T = tang|asinih (5.) er^dU matt 
für bie ©reierfe T,T', bercn ^^en gici* |!nb: 

tanglT'+tang^T" _ <angjV + tang|a ' , 
tang^T'— tangIT" ~~ lang ^ «'— lang |o''^ 

Bb,. smi(T + 'n _sinUcc'+o") 

*•'*'' siu«(T'-'r';, = ikTi^' -^* 

ttnb t»entt bie $66en h', h" ungleich, aber a=a", alfo b{e 
SRebenbogen, bereit ^Htif^i ©e^nen bte Sruttbfeitett f!nb^ 
46it(((^ finbi 
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tang|T'-t-tans|T" _ sia|h' + sin jh' 
langJ^T — tang^T" ~" sin^h'— sin^li" 
«^.. sin^(T' + T ") _ tangiCl»' +li") 

Slt^nHc^e Proportionen loffm ftc^ auä ben libristK gormeln 
biefeä §. herleiten- 

§. 63. 

aufguee. €« ifl ein fp^drifcftt* ©reierf ge- 
gf&en; man foH einen Sogen fonfttuirenf btt 
bem Släf^entaume beä SJreiecfed glcid) ift. 

Mufröfung. Sdö gige&eneSrcied fei ABC CS'g- 26.). 
3Ran I)a(6ice oOe Seiten beffe(6tn in D, B, F; erri<£te in 
bent S)iittclpun(te bec einen, ttroa in D/ ein i)}erpenbife( 
unb 6efc^rei&e um B (ober C) mit bem ^abiaS FE einen 
Sreiö, ber in G bai «perpenbird fcljneibe; fo i|l DG bem 
halben gltii^enraume beö SreiedeiJ gleid). Sie Sßerboppc- 
IllRg biefeä S&ogenä gie6t d[fo ben gonjcn ^IMenraum. 

S5emeid. 3n bem Srciecfe AFE, befffn Ceiten AP, 
AE=ic, »b finb unb btfftn britte (Seite FE mit m 6t- 
|ei((jnet fei,'i(f: ^ 

coam = cos|bcos|c4-sin|bsin}ccosA (^ 12.) - 
Sla^ i 37., 35. iß nun: 

«n^CA + B + C)! coa ^b cos f c 4- sin j t> «in | c coa A _ 

Ober cos|TI ~ 'cos Ja I * 

Mecid cosjT*^H£B... 

cos I a 
3Sa(il man alfo Ja jur' Saftete unb m luc ^DPO^'n^ft "'• 
ne« recfttwinftigen Sreierfeö, fo ifi bie anbete Äatfeete =4T, 
»orauä bie Stic^tigteit btr ^lufl&rung er^eQt. 

3 «f. 1. 3ra aotigen §. »urbt bie gocmet cosiT=t 
cos 1 a cos tn. 

—7^ gefunben. SIuö biefer unb ber obigen coaiT=: ■ 

^{gtr b«6 m=s|a i|?. 

©et Sogen atfO/ tcelc^tt bie SKiftelpunf te 
|»eier 6titen eine^ (p^&tif^tn üDreiedeÖ t>er> 



171 



immm 



M dtt C^ D, G, H ttiittr ft^ sbtd^ f!ftb# fo flnb hu f!H* 
btnrcinhi becfetbeti in bm fSterecf e CDGH gfeicft- £)af^er 
ifl CDGH greic^reitts ttttO fileic^toinntg, a(fo eto fpfi&ti^dit« 
Huabtüt 

3ttf* iSft ber SQihfel eine« rpHttfc^en £tuabrate< ge« 
geben f fo ^at man in bem ©up.plemente beffelben tk ®titt 
be« $oIarquabrate£. ^an tann alfo jen.eä 0uabrat fon« 
({ruiren/ tvenn^ {ubor ba« ^))oIarquabrat Derjeic^net toorben ifl. 

§• 69. 

SIttfgaSe* Cin fpHrifc&e.« SÄec^tetf in ein 
fpHcifc^e« £tuabrat ju tetn^anbeln* 

51 u f l 6 f tt tt 9. Um ba« fp^drifc^e SUd^Ud ABCD 
(S^'9» 32.) in ein fp^drifc^eö ßuabrat ju öermanbefn^ tytt^ 
längere man AB über "B, fo bag bie aScridngcrung BE=BC 
n^irb ; bie @umme AE ^albivt man in M unb befc^rcibe um 
M mit bem Slabiud AM einen Äreiö ; errichte in B tin ?Per* 
^ penbifef auf bem £)nrc^me jfcr AE , toddt^tä bie ^erfpberie 
be« Äreife« in F triff,- — fo ifl BP bit Seiee be^ fpbdri* 
fd)tn D,nabtaUi, baß mit ABCD 9(cicf)en S(dc^enraum ^ot 
S)ie .Sonilruftion beffelben ifl nac^ tDorigem §. au^jufubren. 

S5ett>ei«* S3ejeicl&net man ben gldc^eninbalf beö SSec^t* 
idtß ABCD mit P, ben be« Ou<J|bt^aec« ber &tite BF mit 
Q; fo ifl siniP = tanglABtang4BC; uUb siiifQ =ä 

tang'fBF (§. 66; 3uf. 2.). ^ : . 

3lad> §. 54r 3uf. 4. ifl nun: 

lang» 4 BF = tangf AB tang^BF a= ta»gi AB lang 5 flC{ 

folglich sm4:Q=5iniPj woran* Q==P folgte 

3uf. 1. £)a im SlBgemeinen sixiiP<l igr fo i^ 
tang|AB.tang4BC<l5 folgli* AB+BC ober AE<w. 
2>aber ifl AM im 3I0gemeinen <i7r, t^ie bie* bei Sieben« 
(reifen Doraujgefegt toirb. 9(u|genommin ifl ber eine gaUf 
wenn sin|P=l ifl. Dann ifl tangjABtaog4BC=l^ 
forglic^ AE=7rj AM=ifr unb ber Ärei« AFE ein J&aupt* 
frei*, ^nbm bann ba* $erpenbife( FB ein üuabrae wirb/ 
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5- 64. 

aufsaht. Sluä etnet@pi^e tintä rpHrirdren 
Sixtitdti naii) btr gcstnilSec liegenben @eite 
tintnäeogen ju jit&en, buct^ »ticken baö©reiec* 
^al&irt «icb. 

91 u f ( 6 fu n 3. (gig. 27.a,;) Um bon' btt epiße B (ober C) 
bei BrtitdcÄ ABC btn »trlaiigtcn Sogen ju jic^fn, fon« 
Pruirt man ben (Olittttpunft M be$ burc^ B, C gt&cnben 
©egfnfrdftÄ! erricfjte Im ffnbpunfte B beö SiaöiuS MB (in 
Ipcrpcnbifcl BF unö i)albi:e bcn uiitertiaI6 bcc ©runbfcife 
BC UtQtnitn SJinfd FBC burcft bcn Sogen Bm, b« in m 
baä burc^ bie ^it(e D btr ®runbfeitc gcfu!)rK <})crpenbiEc( 
fijjntib«. Um btn ©ciienpinfi m' bitfcä Surc^jfc^niMefS 6f- 
fd)rti6e mtin mit bem JSnbiuä Bin einen Ärciö, b(r in E, G 
bie ©titm AC, AB fdjneibt; fo Iciflet b(r eon'B nac^ E^ 
fo wie btt bon C aad) G gejogene Sogsn bet Ülufgabe 
©mögt. 

SSemeiö. 55« SBinfcI DBM (fl bo^ Äompltment bti 
Balten gldiäjcnrinimtö ton ABC, (g. ©■ 5- 7S.)f fl'fOf 
tDtnn DBM+DCM roit an bem angemerJtm Or(e mit U, 
obtc DBM mit iU, btr gi^djenraiim ABC mit T 6eieid»' 
net »itb, iT = ^n— ^U. Sbcn fo i(i bec 9BinW mBD 
baä ^omptement bt^ gldc^enraumtd bti jtvifc^en btn um 
m, m' befc^riebenen ©egentteifm litgenbcn ©rtiecffö BCE; 
olfo, wenn berfelbt mit JtT, ber gläi^enraum BCE mit T 
6eiei*net ttjirb, ^T = iii~iV' t>btrT~n—\f. tflua 
tft iU' = ^FBD = iFBM + 4MBD = i7i + lUj ba^ec 
U' = f« + iU unb « — U'=i7T— iü=4-Ti folgti* (ff 

Sa bfl« ©reifrf BCG mit BCF jmift^en einertei ®t. 
Senfreifen auf berfelbtn 6runbrtite BC liegt, fo ift aut$ 
BCG = ^ ABC. 

3uf. 1. 3n iPtrdfem SSer^ttniffe bit SIHc^nifte AG, 
AE (u ben ©eiten AB, AC fle&en» ip §■ 57. tta^gewie» 
fen tBDtben. 
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3uf. 2. SRac^ ber gorrocl tatigr' = ^^ (§. 61.) 
tt^ilt man für bm tHabiui Bm 

^ siniT^ fiinjT 

£)arautf tvQuU fid) bit ©(eic^ung jn^ifc^en Bm unb r', 
(tvenn ndmlic^ BM burc^ r' bejeic^nct n^irb), 

tangr am^^T • ^ 

ober tangBm = 2cos|^Ttangr. 

gär bett SBogen Dm, burc^ mlthm bit Sage Don m '5e« 
f{(mmt toirb, erbdft man ütxi bem recbttpinfUgen £>reiecfe 
BDm bie gormel: . 

tangDm =s: tangmBD.sinBD 
= taug § IT. sin $a ' 

N »sin i a sin j a 

~ tangiT* ~ tangjT* 

©e§f man für sinjT, tangjT bie §*4L angefä^en SBer^ 
t^t, fo credit man burc^ bte ©etten be< Sretede^ ABC 
au^Sebrüctt : 

tangBm = tang^a 

■ ■ ■ ■ ■ ' - 

cos 5 a cos 4 b cos I c ^ 

gini(a+b+cj srnf (a+-b — cj «mi(a4-c — b)smj^ (b+c-^a) 
tangDm = 



r 



smf a 



* V " f ' 1 '■ — -*— I i ' ■ ■ I -TT ' LL " > ' ■ ^ .1 ■ „l^ ; 

/ tangi(a+b+cjtangi(a+b-c)lang|(a4-c-b)tangi(b+c-a) 

Juf. 3. Sienbert man beliebig bie ?age be^^unfte^m 
auf bem ?Jerpenbife( mDra% fo dnbert ffc^ babei bie 2age 
t>on m' unb E, fo voit ber Snbalt T' bti ©reierfe« BCE. 
3nbe^ finb filr lebe Sage bie @(eic^ungen; 

T^ sin 4 a 

StUtia. @oD nun aagtrotin T^^T ftin^ fo tt^lt man 

11* 
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:d) tiefe ©lei^ungdt tk nfit^igfn SScffi'mmunflen fuc Dm 
ib Bm, »on bcntn bie Äonfirufdon btä bitf« Xtjtilung 

o(ö ©reictff« ABC enffprecftinbrn 2)ur*fi^m(«ö E afc&dngt. 

eg wirb nämlich 1 




§. 65. 

Slufflafte. Sinsese^eneä fp^drifcOe^iDreitcC 
in ein fptfiTi(d)e$ ^aralUIogcam'm ju eir« 
tt^onbeln. 

aufl6furtg. Dflö gegctenc Sreierf fei ABC CSi's* 
27. b.) aHan ^albite baffclbe buccf) btn Sogen AD unb bt- 
\ä)mbt auf ber anbctn <SiiU uon AC bai Dreierf ACE fo, 
6aS AE = DC; EC = AD gfntmmitn wirb, fo ifl baö *pa« 
raBelogramm ADCE bem 55rcicrfe ABC gteic^. 

SSelDciß. ©aö ©reiccf ACE ifl gleich bem ©rerttfe 
ADC, neil dde (Seiten in beiben Sreiicfen beiüglicf) gleii^ 
ftnb; ba^tt ift ACE aucfe =ADB unb ADCE = ABC. 
Sin fp^<!nf<$eä <piiraaeIogranim i(l aber baö tßitttd ADCE^ 
tveii je jKei einanbet gegenilbei: liegenben @eiten gfelc^ frnb 
(g. ©. §. 96.). 

3uf. @dQ baä ^atoDctogcAmm mit bem ^ttUat 
Steic^c @cunbfeite AC ^aben, fo fon|liruir< man bad 
äDreietf ADF, fo baß AF = DC, FD = AC genom- 
mtn ntrb. 

§. 66. 

21afgü6^ ©en gU^enraum tiaii fp&dei- 
f^tn ^ara tie (ogtamnteä au^jubr$cEen^ 

giuflöfung. I) es fei ABCD (gig. 28.) ein M&' 

_ rife&eÄ Spatatlelogranim. >3ie&t man in bemfefben eine jDia- 

gonale AB, fo iß ba$ 2)reied ABC bie J^lfte beä ^ataU 
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sin^-c =2 fiinr sin|/; sin^d = sinrsin4>di 

iftf fo iH and) 

sinj-p = sinrsinIC/J+y),' (1.) 
sin 4^ q = sin r sin i (a + /?) > (2.) 
ba^er sinfpsinlq = sin«rsm4(a+/j)sm4(jj + y)t 
= sin«rCsin4asin4^/ + sin||?3m4(a4-/? + /)); (§. 3, 1.) 

sinj^psinj-q = s\n^r{s\nn^asm\r'\'Sm^ßam\S)\ ^ 
= 8mrsin^a.sinrsin|;'-|~s^i^^s^^7/^*s^'^^s]n4 8; 
mithin ftvenn für sin r sin 4^«, sin r sin 4^/, vu f. tt)* sin^a^ 

sin^c tt. f. tt). gefegt »irb: 

sin }psin^iq= sin j-asin^c-f'^ini-bsin-i-d. (3.) 

SItt« (1) uttb C2) forgt ferner: 

sin j q sin 4- C« + /^) 

ainip ~ sin}f/J + ;'J 

~ sin4^asin4/?+-sini;'siniC«+/5 + /)' ^^* "^ ^^ 
^_^ sin j- /? sin |>y + sin j og sin j 3 ^ 
"^ fiin4asin|/? + sin-J./.siniJ 

6u6(tituirt man ^ier für sin|a, sin iß u. f. n). bte SBert^e 

8in4-a sin-i-b i- ^ i- . tfr^ 

- . ^ , - . - tt. f. ». fo er&ölt man: 

sinr smr 

6in 4 q sin4-bsitiTC + sin^asinj d , # * > 

sin 4p sin 4^ a sin 4^ b + sin4^csin4-d ' ^ '^ 

2Birb'(3.) burcf^ (4.) biDtb(rt unb mnltipliiitt , fo ergfebf ftc^ 

• « (sinia sin4-b+sin4c sin4<l)(sin4a sin4c4*sin4b sin|d) 

**^ sin4^bsin4^o + suT4ds]n4a 

, (sin4bsin|c+flin|dsin4a,)(siT)4-asin4<?+sin4"bsinJ.d) 

^ sm^asrnj-b-f-sin^csm^d 

3uf. 1. 93ejetc^net man ber S&xit megen ben Saftor: 

(sin4-asin4-c 4* 8in4-bsin4-d) mit z; 
(sinj-asinib + fiinj-cainid) mit Zi , 
(sin4bsin4-c + sin^dsinla) mit ^"^^9 
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"Unmttt. S(i tittin ^atnllelogTQinmm ffl (fienfalW P = 
aoco8 4(C — ß). 2)a intifg ^iti: C4-B=ii fji, fo »irt 

4) SÜon ben ©cgttifroifeR, jmifi^en bcnen bai iparaHc 
logramm li jt, &a&e ber burd) B, G Qef)tabt feinen 5Ri((eU 
puntt in ^l. ffiJie b« aßinftl MBC baö Äomplfitient btä 
tjalttn gläcftfnraumcö ABC, über Die Summe MBC + MCß 
baö (Supplement beö gcnjen S[iirf)cnraumetf ABC ift, fo i(i 
btefelbe SQinFcIfumme ba€ <Suvj>kiutut hti ^al6cn ^aradelo' 
gramraeö, ober ber SSinfel MßC bai Äoinpiement btß oiet»'. 
ten %f)tihä tum ABCD. 2)cr um M befchritOene J^aupt- 
frei« HFG ^albirf na* J. 62, f m^t bie ©eiten AB, AC 
btä ©rficcfeö ABC, eil« AB, Lß beö ©reiecfeö BDA unb 
DC, DB bc^ ©reierfcö BCD; bo^et (lalbirt er bie cinanber 
gtgeniibec ptt>cnbcn ©eiftn AC, BD beö ^Parallelogramme^ 
itnb s<i)t burc^ bcn £)urtl}fd)nittäpunft I ber £)iagonak, ber 
jugteic^ ber 5Ril(i-Ipuii tt »on OH i)I, ircil na^ §. 63, 3uf. 1. 
foroo^l IH als IG ber ftäffie bcö gcntrirorntclä BMC gleich 
ip. ©araiiö crgictt (icfj aucf), bag GH = liMC ij?. ©e- 
jeie^nen nir olfo BMC ni;ber mit ä, tooburd) jtigleti^ ber 
retatiw SSiert^ be^ Siebenbegtnö BC auögcbrürfc niirb, fo 
i(t a=GEI, alfo bec Sogen GK[ d^nlidf bem Ktfcea- 
bogen BO. £)äg scn M ouf bie CKitte Don BC Qtf&att 
^erpenbifel MK (reffe »erfänsert bcn SSogen GH in F. Üit 
ajerttingetung EF be|fclbcn i(l für baß ^arallclogrömm ber< 
felbe Sogen, twie bai §.62. txm&f)nte iperpenöitel DE bei 
jDreierfeiS ABC gig. 25. a. unb luerbe^ier tbtnfaÜS mit p 
bfiei(6nef. 3nbem alfo bie ©r6gcn a, «, h, p ^iec biefelbe 
Sebeutung fiat>enr nie §. 62., [a|fen iid) bie bort für beti 
Sl^c^entdum be^ £)reiecf(ä entwiifelten gormeln fogleic^-auf 
bai ^araSefogramm äberlragen, Slugec ber fc^on in (10 
bmttUtn af)ält man alfo noc^; 
, sinlP = sin^asinp; (4.) 

cosiP = ^^; (5,) 
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cosfP = fri (6.) 

taiigjl*= tangtasinih. (70 
tangiP = s^n^atangp. (8.) 

^uf. i* 9lu^ ben Formeln sin •!?= lang ^a lang ih 
Jinb siniP=tang|alang4bcosi(C— B) folgt: 
lang 4 h = tang i b cos | (C — B) obet 

/ tangib 

3(c^t man m bem ©egenf reife BCD'A' (gig. 290 t>e5 ?Ja. 
raOelogrammed ABCD ben Stabmö MB unb t>er(dngert DB 
über B f^mni, foift ber SBinfel MBD'=|(C— B). SDenn 
ba D' bcc ©egenpunft ton D (fl, fo ifl BD'=jr— BD = 
Ä— b. SWt man x>on bem SRittelpunfte M auf bie ©e^ne BD' 
bai ^erpenbifel ML, fo ijl BL=iBD'=iC7r— b). 3n 
bem recfetwinfligen ©reiecEe MLB, bejfen ^ppotenufe MB= 
in—ihifl (§♦ 61, Sttf. 30r ifl nun; 

cosMBL = ^^"^^^ == tang g«— 4b) _ tanglh 

tangMB tang (4 71 — Jhj tangfb 

2)a^er ifl cosMBL==:cosi(C— B) unb MBL=i(C— B). 

S^affclbe ergiebt f!cl^ ani folgenber SSetradfttung: 
ber ©ittfel MBC fei mit u% MCB mit u\ MBD' mit v 
unb bet burd) SSerl^ngerung ton AC gebilbete SS^infel MCA', 
mit v' bejeic^net. S^acf) ißo. 3« unb 4 biefe^ §. ifi nun; 

C + B —n + iP; 
uab \x+xi":=zn — iP; 

ba^et C + B+u+a"=2Ti; 

gernec ifl B + u'+v=jrj (a) 

unb C + u"-V'=7ri (^) 

»eil B, C bie SRebenwinfel ton K+Of (u'-^w") (fnb. 

©a^er ifl B + C + u+u'4-i>'-v'=2ir=:B+C+u'+u",- 

folglich V — v's=o ober i;'=ü\ 

6u'btra()irt man nun bie ©leic^nng (a) ton (ß), fo ifl; 

G — B+u' — u— u— 1;"=0 



V 
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(ft, vu '=v" unb fliic^ u"=u' i|I, 
C_B=2k' ober -i(C— B)=i>'. 
J^itrou^ Wgt fic^ roieter bi'e gormcl SRo. 3. ^crldfcn. ©enn 
|ie&t matiMEXBC^ fo ifl: 

, , tansBE . . ._ tanc\a 
cosu = , — -"dTi Dt'« smJP = —-^ — ^■ 
tangJJM tangr 

fSuä bcm Ttc^tivinfligen SixtkSt MLB fo[g{ abec 
ungMB = — 2-r- obee 

, cosiy 

.„„„, — tangC4«— ^b) J 

^S»^— co3l(C — B) ~ tang^bcosfCC — B)" 

®i«3 fu6pitui« gfftt smiP = tang^ataDgibcosiCC— B). 

3uf, 2. ©t^tn bie 6ei(cn DB, AC be« gjarflUero. 
flrammtö twtWngtrt burc^ bie SRilttfpunfte M, M' bcr ®e» 
9en(rtift, bie burcft B, C unb A, D gefiiOrt tserbeni fo finb 
bie ©titdi AC, BD ber S}h^t beS ^Juraifelogramraeö gleich, 
clfo b = h. S>ann ifl jugtcic^ baä IßaroIIctogranim ein 
gleic^rolnfligfö unb bai größte, tpfldjeö bie Seiten a, b ju. 
laffcn; eö eutfpridtf alfu ganj bcm ebnen Svecftterft. Sic 
gotmef n : 

«m^F := tangj-atang-i-h; , 

8mtP = taiigiatang4^bco84(C— B); 

geBen für ben gUc^enraunt bieftä fp^fEcif^en Stec^tecfeä aud 
ben Seiten «/ b ben aiuööturf: 

äinTP = tang^atangjb, 
ber eben fo «narog bec für ba^ ebne St^fetf göttigen got- 
meE P=ab iß. 

©int bie ©eiten a, b beö fii^drifi^en Slec&terfeö gfeic^» 
fo er^fSlt man ein fp^drifcfreä 0uabratunb für ben 
3!{i$enmunt betreiben bie ^ormel; 

siiijP = tang' 4 a. 

3uf. 3. £)a bie ^mU\ A, B, C, D beä fp^rift^eti 
gtec^terfeö gfei* finb, fo ifl P=4A— 2wi ebec 4P=A 
— int folglich siu I P = — cos A. 31ud sin i P = 
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fren attd)ttbjril((ett« 

JlufUfunQ. SXatt {te^e tit bem Sierede ABCD 
(Sig« 34.) (ine ^Diasonale BÖ^ bie tDiebec mit q bejeu^ttet 
toerbo fo t&ie burd^ a^ b, c, d bie @etten DA, AB u. f* a>. 
unb burcb A, B, C, D bie SBinfel nac^ t^rett Sc^ettelru 
3tt bem ©reiede ABD ift mät $♦ 29. 

sin a sin b 



smasinb 



Z Z 



7 siA«i(a— b) 

s=, .f , _ . (§: 71, 34. 1.) 

smasinb »^ f^ i -^ 

zz" — z sin«iCa— b) , . 

= r-. ^ h (a) 

z smasinb 

Sßtttt t^$ 

=8in|a 8in^b(sia* Jc+sin*id)4-sinic sinid(sin* j^a+sin^Jb); 
unb z'sin*i(a — b) = sin^asin Jbsin* JC» — •>) 

4- sin.f c sin ^ d^in* 4,(a — b) ; 

balier : 

z z '— z'sinHCa-b) = sin|asinib(sin' Je + sin*}d-sin»i(a-b)) 
+ sinJcsinldCsin'Ja + Äin'^b — sin*i(a— b)); 

S>ie in ber (e^ten ^arent^efe ent^Itetien Slieber lafTen ßc^ 
iurammentie^em 2)enn etf tf!: 

sin* I a + sin* 4 b — sin» f (a— ^ b) 

= sin'^^'+fiii^'^b+cos'f (a-^-^b) — 1; 

== cos*|(a — b)«^(l — sin«4a — sin*4b)j 

= cosH(a--b)— cosiCa— b)cos4(a+b); <J.2^ 60.) 

=a co8|(a— b)(cos|(a— b)-*cos4(a+b))r 

a= cosKa*— ^b)«2sin4asin4-^* 

SDiefen %utbtud fttbfiitmre er^f mant 

12* 



cos DAM - ^^„g^^j - J^;;^ÄN 
folglt*, btt AM = ^n— |hi AN=|ji — Jh' ifl, 

tutig ^ a taug 4)1= tnng ^ a' taug ^ h' ; 
tSDrauä flmir=siQiP', offo P=P' folgt. 
Ädrjct cr(>ält .nan Ha 5)enj(i^ barauS, bag 23infe( DAM 
^^„_^l>. EAN = 4n — JP' t(i. 

3uf. 1. E6tn fo roirb ein fp^ärirctK^ Sreitrf fett* 
(!riilrt, b((ftn ©rmibftitc nebft cmtm anlicgenbfn SBiiifcI ge- 
gtbfR Ji^/ unb baä mit einem gegebenen £)reiecFt gleichen 
gläcfjenraum ^at 

5uf. 2. 5ffiirb bte SSiJbmgunfl, bag ta^ ju fonfiruirenbe 
(parallel ogranim on bcc ©runbffite einen gegebenen 3ßintel 
iäU, mit ber anbern, bdg ba|felt>e ein fpijärifdjcö Stedjted 
(ei, ftertQufditi fo dnbcrt fJdj bie angtgebcnc ^onflruttion 
toiiftin ab, tag für AP bie Setlängerung AH beö Siatiuö 
>iA biö ju btm um N' bcfdjriebenen Srcife genommen unb 
batf babnrcb bejlimmte ^^rnlfelogcumm ACHI voUenbet ttirb. 

§. m. 

aufflfltte. €in fpMn'fcfieö Öuabtat ju (on* 
fttüitttt, bcffen Seite gegeben ifl. 

anfUfung, fö fei CQ Cgig. 3I.J bie »Seile be« |u 
(önpruirenben Auobrtjte^. Um unb D befdjreibe man mit 
*em SSabiu^ =|(ji— CD) (»ei 35ogen, bie ftcfe in M fc^nei' 
imi -iitf)t bie Sogen MC, MD bie fld) berlängert in M', 
bem @egenpunfte Don M fe^neibcn; Befe^reibe um M' mit 
bem atabiuö = MC einen iRebenftei^, ber bie ©pinbel 
MCDM' In G, H fc^neibet unb (ie&t GH— ; fo ifl CDGH 
lin fp^cife^e^ Hnabrat. 

f&tntiä. Sffiegen ©leic^beif ber ©teiede MCD, M'GH 
i(t GH = CD. 2)a MC, MD = K« — t^Ö), unb M'G, 
M'H=MC, MD i)l, fo ift GC=n-(MC-fM'G) = CD~ 
unb eben fo HD = CD; mithin bai Siereif CDGH gltitft* 
feitig. ©a ferner in be« Zireiecten MCD, M'GH bie SflÜtt- 
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= sin 4-a sin Ib jl — sin* 4^ c«^sin> |d'— cos' i(/i +b) 
+ 2sin^csin j-dco84Ca + b)[ ; • 

= 4sln|- asin|bcosi(a 4-b + c+-l3) oosi(a4-b — ^c — d) 
sini(ar)*vb-r-c4-d)sin4(a + b + c — d)j (^) 

©al^r ifl: cos«fÄ=: , 

%vA btefen Some(n für sin^A Vni^ cps^A erl^dft ttia(i$ 

tang^lA = '.' ■ * :. • ' ' ''^'' 

»ini (a-f b— c+d) sin^ (a+b+Q— d) co»i (a+b"-f^d) cos^^a+Jb— c— d)' 

32aci& ber §« 71 ^ 3uf« 2. ansenommeneti ^eieic^nuud (äffen 
ftc^ biefe älu^trucEe furjer fo barfteöfen; ' 

sin»|A = T— t Ti^l (1) 

* : % co&^ a cos |,b ■ "^ 

cos* JA = -7 — *i -Tx 5 (2.) 

tatig''|A=<: ; ^ - I <3.) 

%vA {i:^ unb (20 er^ft "»«» i>w<ft gfiuKi|>rtfati(y» t ' 

2 cos ja cos«- tt' ; - 

CÖSA =t: • TT 1 »-rr-^ I (50 

z cosf acos-|b ^ 

S)u,(^ fSeriattfd^ttita jeber ©eife niK ber folsenbett ir^^t 
Wfttt au^ biefentJormeto; ' : 



cos* JB = -v TT r-> (70 

* z cosJbcos|c 
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{ff btt Umfang bti Quabrattä fo mie btr bt^ tatä}U<lt^ eU 

bit ^al6e £ugtlfld(f}e einnimmt, j^ieran^ l&St ftd) fc^litgcm 
büß in bitrcni S<i[Ie bnä ^tii^ttd, nit baß Haabtat, einen 
J^aupttmi iilbtt nnl) «lifo aufgärt ein SSicrtcf ju fein. 

S(uö §. 61., 3uf. 5. gt^t tkä eeibenf ^eröor. S>enn 
lieftt man in bem tKtdtUdt, reie in bem ßuabrafe eine Dia. 
sonore, fo (tnb in ben ba&urc^ entftanbentn Sreietf« bie 
©runbfeiten refpcftiot Surt&ratfrer 6er ©eatnfreife, jwifcj)en 
benen bie SSreitife licaen. ©ie ön biefe ©cunbfeiten (itft an- 
fi^Iiegenben 6ei(en btS Utäittätß unb bti Cmabvattä Pnb 
bann aßer ni(*rö anbere«, atö bie SerlcSngecunfltn bet ©runb. 
feiten; mithin roirb au^ jtbem Siitrette ein .^nuptfrei^. 
fflttSl. S- 62, 3uf. 2. anb §. 68. 

Suf. 2. Um ein beliebige^ fp^acifi^cä ^olps^n '■> <iti 

fp^ätifc^c^ Quabcat ju uertrunbeln, becroanble man ba^ ^O' 

lugon in ein ScciecE (g. ©. §. 84.3! batj Srcied in ein gja* 

raUcIogramm CS- 65.), bieS in ein JRetftterf unb baö Stcittcif 

' in ein &uabcat. 

§. 70. 
atufsofit* ®cn glfEc^enin^alt eine^ {p^&tU 
fi^en £rape{cd audjubräden. 

auflSfung. aSan ieclege baö Ztapti AßCD (gig. 
33.) burc^ eine iDiagonare AD in jwei iDreiecCe, beien Srunb« 
feiten AB, CD — jngleii^ bie ©tnnbfeiten bti traptit^, 
b. &. biejenigen Seiten, meiere @e^nen jtveiec ©egentreift 
finb — mit a', a", beren gldc^enrdume mit T, T" bejeic^' 
net feien. S>a itibt ©reiede jSDifcften benfelben ©egenttet- 
fcR liegen, äff» gleiche Jg&^e h ^abenj fo er&dit man ])aud 
bet gotmel: siniT^tang^atangih (§. 62.) 
siii^T' = tang^a'tanglh; 
siniT" = tang3a"taiig^h; 
ba^tt sin i T + sin J T" == (tang J a' + tang J a") taiigl li j 
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sin I (a' + a^') tang| h 

cos^a'cos^a 

Mtt« bet gormel cosiT = ^^^ (§. 62.) ttUtt mam 

cuo "^ a 

COSf 1 +C08i 1 .= £-1 + f— 7, 

' * cos^a ' cQs|a. 

cosf a cos-|-a' 

ti^o a% a' bie relafiDen ®er(|e ber ju bm ©e^nitt a% a' 
ge^Srigen Sie 6 en bogen AB^ CD ipinb^ 
j&ierauö folgt: _ 

ainlT+sm^T' _ sin | (a'+O taug jh 

cos i T* + cos ^ T" cos|a cosy«" +cosi-a cos^a 

ober tangiCr+n = «n|^.M")tar.^ih 

*^ cos^acos^a + cos^a cosj^a 

fär txnmblidf {(eine Xrapeje erhelle man bteran^ bie planimt^ 
ftif*e goriiier: ^(r+r-):== ^Ca"+aOlh 

ober .(r+ro=^^y^j 

2) aitt« bec Sorntel tangtT = tang|asmJli (§♦ 62^ 

SRo. 50 tx^&lt man: 

tangiT + tangi T" = (tang ia' + tang i a ')smi h; 

.K.. sirrKT + rO sin^Ca^ + Osin lh^ 

ooer 7-7t9 i7iv> = " ; — f ; — /f— " l 

cosi-IcosTX coai:a cosia 

fHat^ ber oben ansejogenen gormel if{ nun: 

irjyt^ t rp/' COS 4« COS|a' ^ 

.SBef($rei6t raan um bie ^ote M, M' ber ©eflttifrelfe , jwf* 
Wen btneti ba^ Srapej liegt, beti ^aupttttü FEG, ber i» 
ben genonnteti ^Junften bie ©eiten AC, AD, BD ^olbJtt 
(5.58, 3uf. 4.J §. 62.)J fo (fl FE=4a"} EG=fa' (§.63, 

Sttf» 1)5 folflK* 4(a+a")=FG. Sejej^nett t»lr biefctt- 
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AC, BD tu Zmfitii 5af6lr(n»in aSoätit FG 
mit m, |o ift: 

■ j(r + T')= «'"".'i- JjL,. 
CDS % a cos l Bl 

f. 31uä ber @fcicf)ung 

r + «iii ■>- T" = «i"K^' + a')t.T,s5h 
cos J a cos -•- a 
it rnat f^r baä Stapej bie Soniiel: 

r I r'i:^ s?n-K''' + a")"'ng J-}i 

"*" ' y cos i et" — T") cos Afl tos j a" ' 
Sluä wclcfitr bi; Formeln für bai ^arctüdo stamm unb baS 
SDreierf fi* httUiun lofftn. © : man n&mlii^ a"=a'j t)a 
bann au* T" = T »irö, fo tu alt man: 

am i P = — ;t — -- ^ ■ — = taug ? a taog* h. 

©tö* man a"=30^ »oburclj out* T"=o njfrb, fo tr&ält 

. , „ sin * a laue } !i 
nan «mjT = 2cos|Tco;.'a ' .""*""* 
sm|T =^ lang Ja taug J h fisfjjt. 



(öoni ctnscfdjttcbenen^Bietfirfe, 
§. 71. 

9Iuf9a6e. £>it £)i(igohaUn bcä in einem Sie« 
((REreife beftfiriebenen fpff&tiftt)tn fSitTtdti 
bucd) bic ©eiten btffelBen au^iubriiifdi. 

aiiiflöfung. 3n bem 31t6tnfrtife ABCD (gig. 34.)/ 
befen SRittttpunft M ift, fei ba« fpMnfc'je SSitrtrf ABCD ' 
btfd)mbtn. Die ©eiten DA, AB, BC, CD belfcieen ftien 
6ct 0Eei5e natf) bur^ »^ ^r c, d; bie jn benfelben gf^Srigm 
StmriroinW DMA, AMB, BMC, CMD bur* a, p, j-, 3 
ibejeidfnet, wobnti^ iU9(ei($ t>ie relativen ÜBert^e ber SReben- 
togen DA, AB, BC, CD «uÄgebrölft »erben. Sie ©ia- 
Sonal&oge« AC, BD fturi batd) p, q angebeutet, ber fp&tl« 
rifc^e Slabiu^ btS Sttiftä butc^ r. SBie tuin sai^ §.54, 3uf.l. 



» 
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=5= sin4(a + c) nos«]^ b. 

jDiefett Sttt^brucE o^tt fit6f{Umrt tt%iXt mant 



l z z costacos^c 



•n 



■ - ' I - "» "p 



cosi(C— D) =; 8mi(c + 8) 



2 4 12 1« 

cosi(B-C) :=» »mi(b + d) .--|_SKK 

Z Z COS4-D cos^d ^ 

pitff;;. 

I z z cos^b cois^^c ^ "^ 

S)ie £)tt>ifion bec gotmeln 18 — 31 burc^' bie t>prf{f^enbeti 
22—25 ergiebt: 

t /A Tix sm4^(c — a)f S S K iL 
Un«*(B^C) ^ ^-^^j^l _^; (27.) . 

Y'% 4 ' — TT 
h.^ irn m 8ln4^fa--c) f S S K K ,„. ' 

tai,sKC-D) ^ ,i„^^-^e; | ry^-g ' C28.) 

s=s — tangi(A— B). 

ai»i(b+d) g § 1^^ * 

»=5 ^tangi(B-^C). 
3ltt«.(260 ttol» (270M3t: 

, . T,^ . /n <^N sinJ-Cc— a)sin4/'d — b) K K 
tangl (A^B) tang* (B^C) :^ ^inKc+aUrCd+b) ' ff ♦' 

2 \4 

tangi(A— r B) ^_ sin 4 (c — a) ^in | (c rf- a) S S 
t^ng^MÖ— ^ " »iö4(d— b)sin4(d + by^* 



'"«CD-A) = SS-|f44S.W 



* . 



jt; sin'4p = — T«z! Utll» sin*iq = -t-.z. 

.... sinip z' 

Bin -1 p sm ■* q = z ; —. — -J- =» -77- . 
^ sin ^ q z , 

SBirb Sfife bfä SSürcde^ mit bec n<!c[)f]fi)IgenbeR « a 

mit b. b t c u. f. tv. Uertäufdit i fo eerwdntielt ftc^ z in 

z", p |) z iUibt unueränbert. S)a|feI5e fttibet flaCt, wenn 

\tbt e mit ber fior^trgeöenben, a mit d, b mit a u. f, ». 

»ertaulajt wirb. 

2. Die ©r6§cn z, z', z" la|fen fii^ no^ umfor» 

'A nämlic^: 

äin^c + sin^b sm^-d; 

_ -. -c)— cosj-Ca+cj CO b-d)-cos40)+d) [5 9 io \ 

cosj-Ca — c) — cos|(b-|-d) , cos Jp] — d) — cofl|(a+ c), 

ac=sini-( — a + b +c4-d^siniCa-{-b — c-f-tl) + 

ain^Ca — b4-c+-d)smi(a+b-f c — d); (§.2, 46.) 
SSejeic^ntt man bit gaffoccn 
sinK— a+b+c+d), sini(a— b+c+d), sin^JCa+b— c+d), 

. «n4(a+b + c— d; b« Svei&e n«^ mit S, S, s, s, 

fo ifi z = ä § +SSl 

SSerfaurt^t man in z bie ©fite c mit b nnb bemgemiSß bic 
SRarfe (') mit (»), fo «&4It man z'j nimti^: 

z'= ^ s 4- s S. 
fSiicb in z' ftbe Seite mit bet folgenben becUec^feft) fo tc« 
giebt fi(&: 

z ' = ä § + ä S. 
31tt^ obiger @Ieii$ungt 
_ cosjrfa— c)— coaiCa+c) cos 4 Cb— d)— cos jfb-fd) 
2 "*" 2 

(r^<|[t man buci^ oerclnberte SurammenflcHunst 

_ C03 |{a— c) 4- cos iCb— d) cos jCa+c) + cos |CI>+d) 
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JRö« §. 71, 3nf- 2. i|l z' =^ § + S §j «Ifo 



'1 • 8 4 

SS+ s s 



folglich 



«in|(A+C)c:;=| , ^^^'^^ _-,^. (30. 

I cos^acos^pcos^ccosid ^ 

C08J;i\C08^C = 7—' ^ 



) 



COS i a cos ^b cos/l c cos i d 



siniAsmiC = — »r- 5 -=- ; --r j 

Ä I Qossacosj^bco^iecosld . 

Baratt« folgt; ^ •' • 

^ z I cosiacosibcosiccos^d 

ülac^ §. 71, 3ttf. ,2. ifl: 7 = — 1 j 

folglich ffii 

^— ; — ^lu . 771 (31.) 

9lu« (30.) u«b (31.) «r^Ättmottr > 

^-TTT-' (32.) 

SSS S • :. 



I 
* I 




"1 t 8 ♦ t^ V* TT* ' * 

ttllb «in(A + C) ^. -r 2' ^ ' ^.^^ ^ , . ■ ? (33.) 

föa te Den gomd» (30), (31.), (32.) (330 ^« ©eite» be« 

SSterette;^ fommetnf^ enj^alttn flnb, fo ^at t>ie SSectaufd^und 

kerfeftm feinen ginffnfi «»f bie gomel^. SWan et&dlt f)«^<r 

^i«fel6e» au«t>töcte für . > 

sinKB+D), cos4(B+D), tangi(B + D), sm(B + D)} 

»•tan« P(^ ttitbev ber ©ofi <f0i<bt, b«| A+C = B + D 



»2, 5) 



(9) 



"*8*y = -7— ^ — ; cosS3 = — ^— . 
ttingr tarjgr 

«„« ''"tq _ ■i°r» + « 
«"* ™j-p - .in4-(A + ,) 

co.-Jtf c"fljy — cps^g c05 |(a-}-j^-|-y) _ 

C03 j^i'oa-^-y ^-rosj-aros j3 

cos ^ « CDS -' ^ + CDS J / cos -J- J 

(r^dlt man ba^er: 

sin-Jq taug p" lange' +*3"S^ tange' 

sin^p lange' Lai)ge" + lange" tauge"" 

Un6 aus sin^psinSq = sin»i-.sin|Ca + |5)siii^(j?+;') 

= sin'rfcoslacosly—cosJjScos'/a+i?-!-^)) (§. 3, 2.) 

= sin*r(coa-Ioros-Jy + cus5|?cos J5) 

«gic&t fidt: 

sinjpsin^q =: coa'p(tange' lang e"' + lange" lange""). (i^) 

au* Cfp) unb (V) folgt! 

. 1 , tanee'lanEe" + tanee"'tanae"" 

am'*p = — ;; — s — ^ E — „j; — n — . . 

langt- Ijinge +lange lange 

C'aTig t;' tang e'" + lang e" lange""), cos* r; 
. , , tanae"tanee"' + tanee"" lange' 

sm^ ia = £_ --jT-~ —,t: TTTT • 

^ lange tange +tange tange 

(lange' lange'" + taiige" tange"") . cos' r. 
SBciti^ntt man tie ^erpenbiftl uom ^itidpunlfc M btS 

Stttiftß auf bit iDiagonalm pr q butc^ e, e, fo laffen flt^ 
miUtlli t>er ©reic^ungen : 

tange = co84(j?+;')tangr; 
tange = cosKo-f-^jtaugri 
tl^nli^e EKtIdtionftt fili e, e getieften. 

3uf. 4, Dag jtttfc^m btn afiftftniften p', p", <i', q" 
bcr ;Dt(i(|Dnt)(en p, q bie (Sfeic^ung: 

tanglptangip" == tatag^q'langq" 

ftati finbef/ ij{ §. 54, 3uf. 3. btmertf wotben. 
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§• 72- , 

Slufdüht. S){e ^Inttl bti tttrsefc^riebetten 
ip^itiidftn ^iittdti bnt^ bit&tittn itfUi^ 
btn atxHubx&dtn* 

^ ,3(uf(6rutt9* SXan {te^e itr bem ^itxtäe AßCD 
(Stft« 340 tint £>ta0ona(e BÖ ^ bit i»itbtt mit q (ejeic^ttet 
XDtxbtf fo tt>ie burc^ a^ b, c, d bit @eiten DA, AB tk f. to. 
unb burc^ A, B, C, D bte SBinfel nadf i^xtn Qd^üttltu 
3tt bem ©reiede ABD tf{ «o* $♦ 29- 

flin" I A :::^ ' ^^P Kg + a — b) Sin ^ (q + ^ — a) 

sin a sin b 

sinasinb ^ \# f y 

z z 



7 sift«i(a— b) 

==, Jl , _ . (jN 71, gttf: 1.) 

smasmb ^ *^ » -^ 

zz''~z'sin«jCa— b) ^ 

z siaa«uiD 
Sßtttt i#: 

z i" = (sin|a sinjc + sin^b sin Jd) (sin^b Bmic+sinid sin|a) 
=8in|a sin^b(sia*|c+sin*id)+sin4c sin|d(sin«ia+sin* Jb); 
unb z'sin*i(a — b) s=s sin|asin Jbsin* l(a, — b) 

4- sin-icsinjdsin* J(a — b); 

bahttx 

zz — zsin»iCa-:b)====8in|asinib(sin'5c+sin*^d-sin»i(a-b)) 
+ sin jcsin|d(sin* Ja+sin'ib — sin^|(a — b)); 

^te tn ber k^tm ^annthcfc tnt^ltmtn ®(ieber {äffen flc^ 
)ufammen{ie&en. £)enn e^ ifl: 

sin* i- a + sin* 4 b — sin» f (a— ^ b) 

= »in*5a+sin*#b+co«*4(a-*-b)— il; 

= cos*4Ca — b) — (1— sin*4a — sin«4b)| 

= cos*i (a— b) — cosj (a — b) cos4(a+b) } <§, 2f 60.) 

= cosJCa — b)(cos4^(a — b)— cos4(a+b))f 

a= cos|(a'-"b)«2sin4asin4b. 

liefen ^uibtnd iub^Hnitt tt^t mant 

12* 
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z 2" -z' sin»i(*-'') = siniasiif''{sia'i<^+siii'|J-sin*{(a-b) 
4- 23mJcsin4dcos4(a — Isjj ; 

= — fimjasm|b{l — sin*^c — sm*|d — cos'4(a — h) — 
2siiiicaiii^ilcosKa — b)/i 

2)« (n { ) itfinbUdft Xftcil lägt fi(* nac^ §. 4, Sßo. 3. in 

gafforen jerltgdi. edjrtißt man boxt ic, id, i(a— b) 

rtfp. für a, ß. y; fo ergieöt fic^: 

zz" — z'sin»Ka — b) r= 

4 rin 4- a sin + b . sin i ( — a + b + c + d) sin i (a — b -j- c -}- d) 
co5i(a — b — c + d)ccis^(a — b + c — d); 

aUicb tiefet aiuSbrutf fÖc zz" — »'siu'4(a— b) in (o) eiri= 

gtft^t URb Slcnner uiib 3^(>(cc Piit 4 sin |a sin 4 b bioibict, 

fo tx^Mt man: 

sin' yA = 

^ini(-a+b + c■^d)»in^[a-^^4-c^-d)cA^^;a-b-c+d)eo»j(a-b■t-c-d> , 

!Dit <5vmmett'['e bcr jroti (egttn ^aftortn btä '^i^ltcS in ^e« 
jug auf A roirb tieutlidjer, tticnii man pe fo fd)ttibt: 

ttm cos^A ju finben et^ält man attS btm S^ttUdc ABD 

„„..JA = «°K. + b+^).i.H. + b-,) 

Sin a Sin ' *' ' 

sin* |-{a+b) — .lin^^H, ' 



sin* i (a + b) r- 

sinasinb * 

z' sin' A (a + b) — b z" 
z'sinasinb 

fHait bct cbtn auägefä^cteti Sn^icEtluns ttWt man ^iec t 

z'sin* • (a+b) — zz" = 

8in4-aaiDTbCsio*Ka+t) — sin'Jcain'^d) 

+ sii)4csin4d(sin»4Ca + b) — sin* 4a — sin'jbjj 
^ sin Ja sin 4 b (sin '4 (a+b) — sin* 4 c — ain'4 d) 
-t- 2 sin T a sin 4 b sin 4 c sin 4 d cos 4 (& + 1>) i 
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sin'l-a' =s 



^4 19 

c c c 



Z sinJA'sin^B' 

dt 19 14 
cc c 

cos" -Ja = ly/ . - ■ ' f : — Td: 



tang'Ja' =: 



9 4 _ tt 

— c c c c 

1 2 19 14 

c c c c 



Z'ainf A'sinfB' ' 

, cccc + cccc 

*"" ~ Z'siniA'siniß' * 

SAr 6te Geieen b', c\ d' ^at man in ben borfle^enbm Sor» 
mein nur bie Qt^vist SSertaufctung ber Suc^({aben A\ B'^ 
C, D' tinb ber ^avUn V % *f *, Of (") # . »orjune^raettf 

tooM jtt bemerfcn ifl, bafr na* §. Tl/gaf. 2. für C* t* C 

• 4 1 9 I S * 

Sefc^rieben »erben fann: C^ C, C. 
fAtii 3uf* 3* be0e{6en $. credit man : 

r 

8miQ/ — a:)=z aiix$(A'— C) 



» 4 _ 19 

CC c c 



Z'Z'siniA'sinia* 



1 3 12 1« 

CC c c 



cosJO)'— a') =« ain*rA'+C) y v^ v. v. 

Sio *-' ^^^^^[ Z'Z'lSpi^iniC". 

tena I n.' «'^ — ""§CA'— C) f — ÖCC C 
9(u« 3ttf. 5. foliU ■ 

r p w H H 

I sm^-A sm^B smACJsinjD 



cosi(a' + c) =? 



15 9 4 

CCCC 



sin4 A' ain | B' «ia 4 C' äiu | D" 



18? 

SS K K 

z coa J- b C03 J c 

iffitrb in 'eti gorntttn biefd&e SSertdufc^uns »((btr^vlff 



sm'jC = 



-■ CUJ 



lang'IC = 
sin C = 






Ä S K K 

z cos^dcos|-a 

3u.r. 1. 9Ibtirt mm bit ©ftt^ung« Ct) Mb (2.)> f> 
««lebt p* I 1 = r — ~- — ..."— 

Otiet z'cosiacosjb = Ä ä ^ K +^^ K 1^, Wttcft« 

tifuäbrutf in b» Sormelii 1, 3r 4 5 ru6{litui[t mtbm tarn. 
€b(n fo iff für bie iJtrisra §ocmeln ; 
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12 ISI4 IS lai» 14 12 19 * 

(C C + C C) (C C + C CXC C + C C) 

^aS ixmQtf(bmttnt fBitvtd ge^t in tin S^xtitd üitt, toenti 
imi ton ben ißunftettf tn n>e(c^(n b'u (Seiteii beffelben ben 
einsefc^rieSenen ^reid berühren r m einen ^nntt )ufaramen« 
geM* £)te Sogen f weicht in jenen fünften btn Xnii bu 
t&fyvtn, faOen bann in tintn SSogen jufantmen unb ber 
asinfel , mldftn fit einfc^ltefen toivb = n. Um alfo t>om 
,umgefc^riebenen aSierecfe auf ba^ S)nitd tiberjuge^en/ braucht 
tttan nur einen SBinfel be^ S^ierecfe^ =9^ ju fe$en* 2)teö 
l&it fic^ auc^ auf folgenbe 9Beife bart^un. S)ad etnge« 
fcfttiebene SSiered rnirb jum ^reiecfe^ menn eint @eite beffet 
(en, tma d, =0 gefegt tt^irb. Siai ^olam'erecC beffefben 
— ' baß umgefc^riebene — i(l bann ebenfaB« in tin SDreiecC 
fiöergegangen* ©a nun ber SSBinW D'=jr— d ifl, fo fo(gt 
für d=Of baf T)'=n geworben i^* ^ün tann alfo anß 
ben gormeln bitUi $* bie entfprec^enben füir bai X)xtitd fytx* 
leiten, rotnn ber SBinfel Ji'=n gefe$( tk)irb« iDie SBinfel 
bii baburc^ bebingten ^ttitdti ftnb A'; B' , C, benen be^ 
iflglic^ bie ©eiten b% (c'+d'3^ a' gegenüber fielen. Um 
bie bei £>reieden Qttoi^nlidft Se{eic^nung beijube^alten, 
(treibe man a fflr b', b ^r Cc+dOr c für a. S:>ann i(l 
för c' jtt fegen |{a+b— c) unb 4(c + b— a) für d'. 

(^0 (äffen fic^ auß bem gegenn)dreigen $• unb auiS $. 72» 
bit mti^tn ber in §. 2& ~ §« 33. tntti^idtlttn Sormeln ab^ 
leiten* 

93efttmmuiTd fpl^&ttfd^er SUd^ent&ume^ (te 
t>on ätfbenfteifen begt&nst n^etbem 

5. 76. 
ne« Sle6(nfreifed bur^ bctt f^icifd^cn 9{at>ttt^ 

n. 13 



y — TT — n — ' 
Q|CA-B) = BiiiKc-4 .^.'^^^ — . 

lurcfi aJerretc^feluns iebce ©(i(e mit bet fofgenbi 

nlCB — CJ = siiilCd— b)f . ., ^ ^ ^ ; 

I z z cos-ibcosj-d 



sia { (C ^^ D) s=: ain J (a — c) j 



I cus-racOH-ic 



BiniCD — A) =f slaiCb — d) 



r: 



SS K t? 



(19.) 
CSO) 
(21.) 



i z cosjb cos-id 

M 6(11 gomitln (18.) unO (20.) MsU »dB: 
»inKA — D) = — «ini{C— D) ; 
ob« A — B = D — C 
oket A + C = B + D i|i. (ä. 6. §. 75, Juf. 3.) 

©o(re(&e SE&t QUO (190 unb (21.J (jtreor. 

Sluä ben ^Drmeln (2.) unb (7.) tr^dlt man: 

COS J Aco^ijB = - 



S S K K 

z'z"t(JsiacoMic 



cos 7 b| 2 x" cos J a cos^ c 
iiiB+sioäA sin iE) ober 



flUß (1.) tttib C6,) 

smiAain^B : 
©Ä^« (p: (cos+Aco 

co,KA-E) = lsj_|KrTip:: 

^ ' co»4b I a'2"cosJ«co»^c ' 

fiilt litt (I* S K + § iij W(4 infnmnieilliejm. e« (ff 

nümliti S K + ä K = »ml(a+b+c— dJcoHCa+li+c+d) 

4- sini(a— b+c+cl)co3i(a— b+c— d)^ 

sinKa + b + O— sink d i sin|Ca — b + c)-f-s'»t^ 
•=■ ^ H 2 i 

f= ''■rK't4rl' + o) + si,iHa-b4 -c) . 
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S$efd^ret6t man alfo mit einem tHablnß, btt gleich ber J^&^e 
Mc btß ÄU9eIa6fd)nitte< iff, einen Steiß ; fo ift btt S^dd^en* 
{n^aft beffelten bie SXffcrenj jtbifc^en ber fp^Jrifc^en Ober* 
fliäit bti Äagefabfc^nitte« nnb ber föafiß beflclbem 

3« f. 3. ©te ^erip^erfe P be« Slebenfreife« ABD ift 
s=2jrAc=2jrsinr. ©a^er iflt 

K 4n:sin«}r 

— = -jr — r-^^— = tangfr. 

P 2n8mr »2 

SDördtt^ iflerficfttHc^; bag ber fp^drifc^e SMc^entn^aft eine« 
JRebenfreife« «einer ali ber Umfang be|fel6en i|lj öoran^ge* 
fegt njmlic^; ba9f ttie bie« am natilrlic^flen tjt; unter bem 
fpb^rifc^en Sl^c^enraume tintS SRebenfreife« Don ben hitbm 
t&eilen, m »elc^ bie Äugelflacfte burc^ biefen Ärei« ierfdtte^ 
ber fletnere t)eri!anben n^irbf für tpelc^en bann ber fp^drifc^e 
J&albmefier immer <|?r ift. 

3fi r = |jr, fo ift tang|-r = lj alfo K==P; b. ^. bie 

f)albe ^ugelfldc^e bem Umfange eine« J^auptfreife« gfeic^* 

3uf. 4 Sefcöreibf man um M» einen aweiten Ärei« 
A'B'D' (gig. 360/beffen fp^dr. gldcftenraum mit K', beflTen 
fpbdn Svabitt« mit r' beieic^net fei; fo ift K'=27r(l— cosr); 
mithin: 

K'— K = 2jrCcosr— cosr); 
SDie ©ijferenj K'— K 1(1 aber bie jwifcöen ben ^paratteffreifen 
ABD, A'B'D' enthaltene Äugeljone. SBitb biefe mit z U^ 
{eic^tvef/ fo ift bemnac^$ 

' z= 2^(cosr— cosr) = 4^ (sin* ^r— sin' fr); 
s= 4 TT sin l (r 4- r) sin | (r — r)* 

Uebrtgen« ge(ten biefe 3(u«brücte äberfiaupt fSr bie ©ifferen| 
tn^eier greife ton ben tüabitn r, r% bie a(fo nic^t parallel 
)tt fein br andren. 

2)ie ©ifferenj ber Ärei«ebnen Don ABD, AB'D' iffj 

= jfr8m*r' — jrsin'r = grCsin'^r •— sin^r); 
= 7rsin(r +-r)sin(i' — r). 

^irb biefe mit C be^eic^net , fo er^dlt man : 

t =5 4jr8in^(r +r)8in|(r — r)cosf (r +r) cos|(r'— r); 

13* 



3uf. 4. 51uS 8laä(A-ß) = siiiäCc-a)j ^g ^ K K__ 
I z z cos^acoa^c 

gc&t litrt :, büß A=B ifl, jcnac^&era c=a ifl; baf olfo 

Don (ttct Binfeln tief! mstffbntitntn W'itndii, ntlc^t an 
ctiur scmtmfäiaftücitm @e(te (iegcn, berfenige bec gr6gere 
iftr btITeit jwtiter iBcIjcnEtI fltinet if{, alä tet )»eitt 6(^en< 
fcl beä dttl ern ^infctä. 

SDIan htm öBc biejcnigen ©eittn (ititö SOiftwfcÄ, ober 
iifitr^aupf cineä ^ loneä, tcelctje nlc^t <3c^enfd cintä sc' 
niffen ^infelä in cn finbr alß biefent ^inFel gegen' 

übeifie^enbt bctra m SBinM A beä emgefifitiebcnen 

SBierecfeÖ, bet I ur'^i. a, b ^at, (ie^en ülfo gtgenübtc 

bit @titen c, d; nfd B flehen ses^nübet a unb d. 

genocfibem nun c = a , aüä} c + d = a + d. 2)a&ec 

Ijgt fic(; obiger Sag T» am :^en: 

Unter ben an einer stmeinfätaftlitiitn ©eite 
[icgcnben Sßinfcln bcö eingcfdjriebenen ffiicr^ 
tdt$ ifl betfenige ber grigere, wtlt^em tine 
gr6gere Summe tton @eiten gegenttbet tle^t. 

- £»ierec &a% gilt fi&rigen^f wie Oc& leicf^t nacbtveifen 
läßt, f>DR allen (ingefttiriebenen ^ologonenr ju benen ant^ 
jebeä £)ieied ge^irt. 

3uf. 5. aug ben gormein 1-4 unb 10—13 «* 
ftÄIt man: 

... , „ S ^r . K K 'k 'k 

z I cosJacos^bccrsTCcoSjd 



ros-Jaco»Jbcoa-|-cc08§d 
batauÄ folgt: (siniAcosäC + coaJAsirijC) ober: 



„.(A + C,=Ü^f 



cüsjacüs|bci 
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fSid^ $. 71/ 3ttf. 2. Jff z' = ^ § + § §1 a(fo 

-7 =« 1 5 folglich 



I cos^acos^bcos^ccosid ^ *^ 

' ^ ' KfcT — Trn — ^ 

^ I cos^aco^ibcoälccosjd 

•iA • «^ k. K^j 1 § l§ S 
ainiAsmiC = — tH zJLELz. . 

.'.; ^ I coaisLcoaihcoaiecosid .' 

batmi folgt; _ . > •■ ■ 

xrA j-n = Ktg-k iey^ OTT" 

cos i (A + C; = ^ :\ 



1 cosifLcosibcoä^ccosld' 

SRa(^> 71, 3ttf, ,2. m ^> == -1 i 

Y 4TTI 

cosi(A + C) = — J . ^±£-^ _ . f3i ) 

I eosi^acosibcos^ccosid ^ ■ 

fHvii (30.) unb (ai.) er^4(t matt: 

tang5(A + « -SlKÄ^ . (32^ 

N I SSSS ■ ::. 

COS i a COS 7 b C03 i c cosj d 

pa Ixt bin Somete (300, (31*)# (320 (330 We ©eiten be« 
93ure(fei^ fommetrif^ enf Ralfen ffnb/ fo ^at bie SSertaufc^uns 
berfe(6en fernen Sin^ug auf bU gormcl^. ^an tt^ilt bf^<r 
blefclbeii 2lui8brficfe für * , 

sini(B + D), cos|(B + D), tangi(B4-D)f sinCB + Ö); 

ttoratt« Pc^ »feber bec ©aß erglebt f i(4 A+C = B + D 



Ifl. Bit (3"liwn gSwiiiiJjtn in (31.), C320> (33.) 6tat«i 
on, ttoß bii (Summt jt jtttitr ©loäonolwinftl >n i(i. 

5. 73. 

5luf8j6i. »tn SUidtntaum tt« tfnä'Mrit. 
tint» Bitttittä bui* eit Stittn bifftfbtn ou«. 
jubtücftn. 

anflJfunu. SStbinttl Q teil gHcStnranm bt« Sitt. 
tftii, f» i|l Q=A + B+C + D— 2»i ottr, bo A+C= 
a + D Ift, Q-n/A . r,, _„, . „j,j 4Q=A + C— , 
uns iQ=i(i ., n lim 

ainiQ = — CO ^^ os^Q = ainJ(A4-CJ; 

lai)gJQ=. -1 iniQ = — «iii(A+CJ; 

m« bin Soni 3, btä »ociätn 3af. irtdlf 

matt oir» Wi: II» Sotmtln i 



siiiiQ 



T^:; 



Ebcosjccosäd ' 
K k' K K 



I K 



in in = ^r ^^s s K k'K i^ ^ 

^ cos i a coa 4 " cos ^ c cos f d ' 
3uf. ®e§t man bie 6ciie d=0, fo ivicb ba^ Siier((f 
tin iDreitd auj Un <5(ittn a, b, c unb I>i( gocmeln |iir 
siüiQ, cusiQ, Ung^Q, sinfQ DtmaHbtlit ^c$ {n bk 
§. 41. füt siniT, cosjT, tangiT, 8m4T auf3»ff«B(m 
Scrmcln. ^Un fo [offen ßi^ wi ben $orme(n bef «ortsm 
§. bie cntrpcec^enben Sormeln füt tit ^tnfe( beä Srriedeä 
aMtifeHf wenn man tine ©eUc bed SSierttlt^ =0 maitit 

^.. 74. 
Aufgabe. £>ett ft>Mnfc(en SÜa&iuä btö um 
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X>t&dt man h, h' buttS^ bie fp^&t. dtabitn r, r (et ^ataU 

leWreife ABD, A'B'D' ani , fo er^dft man; 

A'B'AB = aCcosr — cosO=2asiiiiCr — r}8in|Cr'4-r)* 

fi^orau^ flc^ ber §. 76^ 3uf* 4. fär bie ^ugeljone bemerkte 
9(u^brtt(f abfeiten (4§tf wenn man a=2!7r fe^t. 

gttf» 3» Sliramt man ben JÄebenbogen EF=AB unb 
jfe^t A-E, BT, fo ift bai Sierecf A'B'EF = A'B'AB. 
£>enn man {te^e bie fp^iu Slabien ME, MF« 3n ben 
©reierfen MEA% MFB' jf{ ME=MF, MA'=MB' unb 
aöinW A'ME=B'MF, totit fit auf gleichen SRebenbosen 
AE, BI^ flehen- ©aran« folßt, bag A'E=BT unb SBin* 
fei EA'M=FB'M"ijl. «egt man nun ba^ Slfterbreierf B'BF 
ouf A'AE, fo bag B auf A, B' auf B fdOt, fo fiUt ber 
SBogen B'F auf A'E unb F auf E. ©ie ©reiecfe becfen ficft 
affo/ mithin finb bitSfJc^enrdume berfelben gleich, jpierauö 
folgt aber, bag A'a'EF=A'B'AB tfl. ©a^er ifl aucft: 

A'KEF = a (cos r — cos r ) = 2 a sin } {r'+ r) sin i (r — r) ; 

!D0 a ben re(atiben Sßert^ ber t^oraOelen unb i^nliä)tn 92e« 
benbogen A'B', EF; r, r bie jugcborigen fp^drifcben 9la- 
bien anbeufen. ©urd^ (r — r) tt>irb bie ^o^e beö SSierecfeö 
au^gebtucft* 

guf 4. Sluf ber anbern ©ette be* ^auptfreife« abd 
fei A"F'D" ein qjaraOelfrei« ju ABD, ber in A", B" t>on 
ben ^albfreifen MAM'^ MBM' gefcfjnitten wirb, gur ben 
gldc^enraum bti SSierecfe« A"B"AB ^at man nad) 3uf 2» 
bie gorrael: 

A"B" AB r= a (cos M A — cos M A'') 
= a(cosMA + cosM'A"); 

oberf wenn MA wieber mit r, MA" mit r bejeic^net wirb, 

A"B"AB = aCcosr + cosr'); 

= 2 a cos |'(r + r) cos | (r — r ) ; 

©le fpl^arifc^e ^ibt biefe^ Sßierecfeö ift AA". SBejeic^net 
man fle mit h, fo i(l t+v — n~h', ba^er folgt ani 
t^tfltUnitt gormeh 

A"B''AB Ä 2asin|h.cosKi' — r)- 
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f. 75. 

.S)af um einen Srtiä befdjiUbtnt ^kitd ift baS ^eiat- 

ti tmtidniibtntn, Ea&cr lafcn fic^ btt für 6aS 

DtcfEltcn gocmefn ouf ba^ umgcftftdtttne Itit^t 

£&{jci(6ntt man wie oben mit a, b, c, d bit 

„lit A, B, C, D bie SBinfel beö eingcft^rieöenen 

1} mit a', b', c', d', A', B', C, D' bit ©citen 

unb SEBintet be* iimgeftftHcbenen, fo bag A' jftjifdicn d', a'j 

B' jttifcfeen a', b'j C jtBiftften b', c' unb D' jroifc^en c', d' 

mflti fo iff:^ 

a^jr — A'; b = jr — B'; c:=ir — C; d = jT— D'; 

A=n:~a'j B=j(:— b',- C=3i — c; D = jr— d'. 

bötKC ip: ain^ A = cos *a'; cosjA = sin4a' H. f. tt- 

z = cos + A'cos|C' + cosäB'cos5D'; 

z' = cos^ A'cos-J B' + cos^C'cosjD'i 

z" =: cos '-B'coe^C'+coaf D'coH^A'i 

gerner iffi 

«BiC— a + b + c+d) = coH(-A'4-B'+C'+D'); 
BiniCa— b+c + d) = cos|(A'— B' + C'+D':); u. f. ». 
cosi(a + b + c + d;==— cosiCA' + B'+C' + D')i 
cosiCa + b— c— d) = cosi(A'+B' — C — D'J; u. f. W. 
SBejeid&net man alfo cos^— A'+B'+C'+D'J, cosifA'— ff 
+ C+D'), cos4(A'+B'— C+D';, cosiCA'+B'+C— D') 
tefp. burcö C, 6, C, C; unb coaiCA'4- B'+C + D'), 
coa i CA' + B' — C — D'), cos 4 (A'— B'+ C— D';, 
cosiCA'— B'-C+D') bnrcft C, 'd, C, c'; fo i(I: ä = C, 

h=c, s = b, i = CiK = —c, i^ = b', k = c, 

€nbli(&fei cosfA'cos^C + cosfB'cosjD' burtft Z; 
cosiA'cos|B'+cos|Cco3jD' burd) Z'j 
cosJB'cosjC+cosjD'cosi^A' bar(ft Z" bejeicftnet. 
^ietna^ (alfeu ptft tfuö §. 72. für ba^ umgefcftriebene SSierecf 
folgenbe gormein, in benett bl'e ©eilen biß iSierecfeö burt& 
bit HSinfel au^gebiilctf werben r ganj bequem abfc^reiben. 
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sin»:5-a = 7=7 



' •-_ T T>' > 



1 t IS 14 

,, , c c c c 

tang a-a — v » u i» 

C C C C 



ZamiÄ'sin^B'' 



, cccc + cccc 

*'*"'* ~" Z'sinfA'sinlß' * 

Sär bie ©eieen h', c% d' &af man in beti Dorffe^enbm gor- 
mcltt nur bie g^^^rige SBertaufc^ung ber Sbndjflabtn A\ ti\ 
C, D' unb ber SDJarfe» V % */ \ Of Ok öorjuneN^ttf 

»obe{ jtt bemerfen t(lf baf* na^ §. 71/ 3of* 2. für fe) C^ C 

• 4 IS 1 S ^ 

gefc^neben »erben f arm: C^ C, C* 
f&uä 3ttf. 3. befelben $. er^dlt man : 

.iniCb'^a') = sinf (A'-C) ^=^^00^ 

j Z Z sin| A smfCT 

co8i(b'— a') = sinfCAT+C)' C C C C 






a « II 



taiic*rb'-a'^ - !!lLiCA%-C)f -CCC C . 
9lu^ 3uf. 5. folgt: 



sin^Ca +c) = ^ C C C C 

' I sin i- A' sin ^ ß' sin | C sin f D 



co8i(a'+c') =?> 



sin4 A' sin j^B' «in I^C' sin I D" 



laDg{(a+0 = j : 


- C C C C 

bbcb ' 


sM.-4.c-, - ^r 


-ccibccUb' 



} A siu^B's'^i Cain^D ' 
©fr ©unim^ttie bicfcr gornidn sufolge i|t a' + c' = b'+d', 
TOaÖ fcftßti fluö A + C = B4-D (itroorge^t. 

2Iuö guf. 4. t!tÖ §. 72. n^itU ft<i) für baö umgefcftrie' 
htns SÖicred unb üötr^aupt für \tbiä umgcft^n'e&ene ^oli)* 
flon bct ©ag; 

SSon itixi ©elten eintö umgefc^rie6tnen SSier- 
ttttä (o&ec ?lo'iJ9oneö)y rotldje einen unb ben> 
ftl&en ^inU[ tin{ci)lit§tn, ifl biefenige bie sc 6' 
gerc, rodelte eine gt66erc @umnte von SSinEe(n 
gegeniibet flc^t — 

toobti jebcc ^iitfcl, ber nit^t an tmt @eite liegt, ald tin 
berfeI6cii flegeniibtr licgenbcr betradjwt xtitb. 

S>a jebeä £)retecE fotvo^I ein eingefdinebeheg at^ ein 
umsefi^riebentä fein fann, fo gelfen «cn bemfelben iieibe 
©d^e, baß bem grSgeren 9QinEcI eine größere ©ttnjnie «oa 
6dten (b. &. eine gtögtre @ei(e); unb bog bet gr&geren 
@tife eine grögere Summe bon SBinfeln (b. ^. ein gr&gecec 
fflinfet) gegenüber (?{^(. Sei gigucen bon me&e ol^ brtf 
leiten i|l baS ni^t bcr gaD. 

enbfii^ für ben fp^dtifi^en SRabiug e beö in ba« SSieretf 
emgefi^riebenen ^reifeä, ber ber ^olatfrei^ beä um boö ^O' 
[ocbierecf mit bem mabiuä r befc^riebenen i^, et^lt man/ ba 
p=^n:— r j|i, Qug §. 74. bie gormel: 

— 4Öfc(5c c c* b' c 
zz'Z" ■ ' 

— 4 c c d c c b* 6' 6' 



tangV = - 



(6 c + c fc) cc ö + ö c) (c d; + c d) 
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(c c + c c)ccd+ c C)cc c+ c C) 

^aß timdefc^rteSene SBieretf ge^t in ein £)reiecf ä6er, tt)enn 
)n)ei ton ben fünften f in n>e(c^^n bit ©eiten beffeCben (en 
eingefc^ricbencn ^rei^ Ut&^uttp In einen ^unft {ufaninien« 
flehen. £)te S3oden , n>e(c^t in jenen fünften btn Xviii io 
rühren, faDen bann in tintn S5ogen }nfanimen nnb ber 
asinfel f n^elc^en ffe einrc^Hegen n>irb = n. Um alfo tom 
, umgefc^riebenen SSierecf e auf ba^ £)reie(f uberjuge^en/ brauche 
man nur einen SBinfel be^ füimdti =^ {u fegen* Zkß 
lift fid) anäf auf folgenbe fSeife batt^nn* S:>ai einge^ 
fc^riebene SSierect n>irb {um ^mtdt, mnn eine @ei(e beffeU 
beUf tttoa d^ =0 gefeßf »irb- ©a« ^olarbieretf beffelben 
— ' bai5 umgefcftriebene — ifl bann ebenfatt« in tin ©reierf 
übergegangen, ©a nun ber SGBinfel D'=iir— d ifi; fo folgt 
für d=0, ba% D'=7r geworben ifl* tKiin (ann oifo anS 
ben Sormeln biefe^ $* bie entfpred^enben für ba^ ©reiedE ^r« 
leieeUf ttenn ber SBinfel D'=zn gefegt t»irb* ©ie aOBinfel 
be« baburd^ bebingten ©reiecfe^ ffnb A\ B', C, benen be«» 
jöglicö bie @titm V, (c' + d')^ a' gegenüber flehen. Um 
bie bei ©reichen gen^ö^nlic^e SSeieic^nung beijube^atten^ 
(treibe man a fflr b', b für Cc 4-d')f c für a'* ©ann i|{ 
für c jtt fegen |(a+b— c) unb i(c + b— a) für d'. 

do (äffen ftc^ auß bem gegenn^drtigen §* unb aui $. 72. 
bit meißen ber in §. 2& ~ §. 33* entmttfeften gormeln ai^ 
leiten« 

S^efitmmuttg fpl^&ttfd^er Sl&d^ent&umC; (te 
t)on SR^benfteifen begrdnjt wet&em 

Slufgabe* ©en fpM^ifc^en gldcl^enraum ei^ 
ned 92ebenfreife$ bur^ ben f^irifc^en Slabiu^ 
beffelben au^jubrücfem 

n. 13 
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5IufrHun9., ed fei (gfg. 35.) M bn mttclpünlt 
cincö Snettnfrfiffö ABD unb burc& C, btn 9)litle[punl( btr 
Äugcl, bie Üldjre tie(Tcl6fn, MM', gejogen, bit in bcm ?OIi(. 
tetltunfte c b« Srti^cbne auf bcrftlben fetifrctfit ftt^t. Sie 
fp&orifcfie Cterpädji: btö Sfugdabfcftnittf^ ABDM i(t nun 
cintr Äugcljonc gleicft, ri>dd)e gleiche .^ö^e mit ienem 9J6» 
fcfjnifte &<it; — alfo fltei(^ btra ^robufte öil^ btr fpfrip^erie 
tint^ Jpatipitrtifeö in bic ^öfit Mc bt$ jJugctabfcfinittf^. 
33is >JJcrip&eric ern(^ ^flupffrrifcS i|i nun =211, luenti btt 
jftigcltiibiu^ = 1 flenoramm wirb. SBirb aifo btr fp^ärirt^e 
gläcftenraum ABDM mit K tcjcicfiiKt, fo ifi K=:2ji.Mc. 

9iun ifi Cc bcr Äoffnuä bciS ^Pogcnö MA, btr alö ber 
fp5«rifcf)e SabiuÄ beö JRcbtnfrcifiiö mit r bfjcii^ntt toerbc. 
2)a6tc i|i Mc = MC~Cc=l — cosri mitftiii! 

K = 2jt(( — cnsrjj 
= 4Ttsin'i-ri 
3« f. 1. 3« SMt^cnraum btr Äugd ift = 4it. 3it&t 
man ^t«üon b^n fi>l>är. gidcfecnraum K bed DItbtnfteiftö 
ABD ab, fo 6[ci6t fiic btti Stcfc: 

M'ABD = 471 — 2n(l— cosr) 
= 2ji(l+cosr); 
JDa r=MA = « — M'A i|T, fo i(i cosr = — cosM'A; 
mithin: 

M'ABD =2nCi — cosM'A), 
IBtlc^e gormef mit ber cbigen K=::2ii(l — cosr) ibentifuft 
i(i unb bcrfn ©ültigtcit aurf) für btn gafl, TOcnn ber fp^d* 
tifi^e SSabiuS eincö SRebentrtifcö > J n genommen wirft, 
btwift. 

guf. 2. See gt^djcninöalt bcr jfreiäebne ABD, be- 
ten ^olbmelfer Ac = sinr ift, i(t =irrAc'=ji8m"r. SBicb 
berftibe mit k bcjcic^net, fo folgt auöj 

K = S'nra — cosr) unb k = wsin«r 
burd) eubtrafticn; 

K — k = ii(2 — 2cosr— sin'r)=jiCl — 2cosr-|-coa* r) 
= 71(1— cosr)» ^jT.Mc*. 



\ 
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@t^nt befto f lernet wttbtn, fe f4(efer fle auf ber Ge^ne 
ftt^tn; fo fabelt biejenidenf wtltftt grdgfer a(« 91 f!abi i^re 
@cbeitel auf bem S3ogett ADA'; bietenfgen welche f (einer 
atö a ftnb, imtt^al^ AC unb A'B. 

£)ec fpH^ ^mp^mminhl in bem f(etnertt Wc^nitte 
BEC tf{ immer gr&ger, dtö ber @^^nenwinfe( beffelben 9(6« 
fc^nitte^* £)enn n>irb (enteret mit € beteic^nef; fo ifl €+9( 
=jrj aber E4-A>wi alfo, ba A=2(> raug E>C fein» 

3f{ BC ein £>ttrc^mefferf fo faSen bie burc^ B, O unb 
bnrc^ M befcbriebenen ©egenfreife in einen ^auptfret^ )u« 
fammen; ber SSogen AC berfc^P^inbet unb fjOt in bie Zan^ 
sente im Snbpunfte be^ SDurc^meflfer^. IDer $er{p^eriett>infe( 
BAC Uft bann ber Heinße auf bem £)ttrc^mefrer # ber ein^ 
SXec^eer, a(fo gUicft bem @e^nentoin{e( M ^alblreifeö i(t 
(«♦ ©♦ i 75, Suf* 80- 

9(ttfdabe^ 2)ie SBinfel beä {« einem degebe« 
iten fpHrifc^en S)reiecEe ge^rigen @eMen^ 
breiedEe^ burc^ S3ogen auf ber Xttge(fUc^e bat* 
IttfieUen. 

3luf(6fttttg. & fei bai fp^Jrifc^e IDreied ABC 
(Sig* 370 gegeben. Um ben SBinfel ^ be^ {uge^irigen ®tb^ 
tienbreiecfeö auf bie »erlangte Steife barnufleOenf Derldttgere 
man bie @etten AB , AC big ju i^rem anleiten IDttr^dbnitte 
tn A'; ^albire bie 93erldngerungen BA', CA' in E^ F; fo 
!({ ber SBogen EF = 2{. 

fbixotii h 3n bem Dreieffe A'EF 4(lt 

cosEF=cosA'.smEA'.sinFA' + cosEA'.cosFA'| 

2)a nun BAV. CA% bie ©upplemente bon BA, CA obec 

c, b finb} fo in EA'=$jr— ic5 FA'=ijp— ^b; olifa 

€osEF=c08A'cos|bcos|c*|-.sin^bsiii{c* 9}ac^ bori« 

gern §« ift aber auc^ cos^t bemfelben Stui^brucfe gleich; affo 
{({ EF=2t. 

fdttotig 2. JDer um bdd S>mtd ABC befc^riebene 



bfl^tt ^ — cos A (r + r) cos i (r — r) * ' 
3iacft 3uf. 1. fann A'M>-;jr ftitt/ oßne baß ^ic goriiiel 
K'=2n(l — cosr') fiä) &nbt(t. S)af)tt iff b(c füc z atigc« 
gtbcnc Slu^brud QaltiSr bie Greife, Iiiird) welche bie 3one 
6egrdnit »icbr nt&(|en auf einer unb bcrfclbcn Sugel^dlfte 
litsetir Dbec tii^t. 

3uf. 5. 3(i A"B"D'' Cgig. 36.) btr ©tgcntrn« »on 
ABD, fo ^flt man nad) »origcm 3uf. für bie imifcöen ben* 
ftl^en enthaltenen' 3one J>k gormcl: 

z = 2 n(cos MA — cos M A"). 
Sia &iet fl6er MA"=7r — MA, alfo cos MA" = — cosMA 
ift, fo tTi)alt man für ble jn^ifc^en (Sescnfieifcn entfialtene 
3one ben Slu^brud: 

z ^ 4 T ros r, 
Sa bet Slbfianb AA" bcc @egenfreifcr ben man a[^ bi'e 
ff^&tifäte ^h()c ber S'itte ^etrocC^ten Fann, baS @upi>Unttnt 
»on 2r, alfo, wenn berfcl&e mit h bfjeic^net wirb, r = iir 
— Jh ip, fo et^iilt man ten Sn&alt bec 3one bur^ bic 
$6^e betfttben au^gebrüdt in bec gormel: 
z = 4 n sin I h. 

§. 77. 

8e^rfa6. Sie ©ifferenj fceE rpMc'f*eii 
gtde^entdume jroeitr «polardeife Iff ber Siffe- 
tenj i^rec Umfdnfle gletc^. 

Semei«. g« fcfm Cgig. 36.) ABD unb A'B'D' j»« 
5)oIartreife , beren fp^dr. Stabfen MA, MA' buri^ r, r', 
unb beten giiStfjenröunie burc^ K, K' beieicfrnet ftien. 9?a(^ 
»origem §. ifi K=2n:Cl— cosr); K'=2n:(l— cosr); ba« 
6(C K' — K=2jrCcosr— cosr'J. Sa nun r'=4re— r i(l 
Ca- ©• §. 66.), fo forgti 

K — K=2jrCcosr — smr), 

Sejei^net man mit P, F bie ?Jerip^irie«n bec ?po[«rfreIfc, 
fo [|I: P=2jiainr; P'=2«smr'=2i»cosri btt&etj 
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.^ • , cos|(C4-B~A) 

^ siii2l ^ 

^ tang2l 

6) cosü' = sinrsin|(C 4-B — A) ; 

Um V burc^ bie ©etten \>ti ©reiecfe« du^iubdcfeti, feße 
man in (1.) für tAng-5(C+B— A) Den 2Ber(5 

cos* j a + sin^ fb + sin^|c — 1 

g 

fo er^^It man: 

sin ■^- a 

7) cotgü =3 —^ . {coa^SL + sin'ib + sin*|c — 1) ; 

= ^.(sm»|^b4-«in»|c — sin^fa)} 

Obw fe|t man m (6.) ftfr «inr un.b sm|(C+B— A) refi>. 

2cosf a sin ^bsinja . '" 

fo credit man: 

8) cos ü = i^!J£i± Ccos^» |a + sin« |b + sin« ^c— i) . 
au* (7.) Uttb (80 folgt; 

^^ COSV . , 2 

9) ' / = amif = f 5 

cotgv co5^a.0 

3ur ©inb v\ v" bie SitiQunsßtoinUl M ©e^nen* 
brelerfe« mit bcn ©eiten b^ c fo ifl nac^ (30: 



// cosr ^ ^.^ ,„ cos r 

cos|b* 



. ,/ cosr . . ,„ cosr . ^ 

cos :? b cos * c 



5 D cos f c 



smi; :sint; :sinv = 



_ cos^a cosjb cos-l-c 

Slu« (60 forgt eben fo: 

cosv':Coav'':cosi;"' = sinf (B + C-^A): 

sin-5-(A + C— B;:sinJ(A+B—C)| 

ttnb au« (20: 

tangii':tangu":tangi>'" = co8 3(;cos!5^cosS« 
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3uf. 1. t&tfäittibt man um M ali $oI bm ^aapu 
Utii ubdf bec in a, h con bcn etrIJRSCCtcn ^Üobieit MA, 
MB getroffen toitb, fo (rgittt' fic& auö Obigem fuc t>en 
©(ftot aMb — bit ^dlfte bcr ©ptn&cl MabM' — ttr 
gju^btud : 

fljVlb = a= mitiUi aMb = Sogen ab, C^Strgl. g. ©. §. 49.) 
SBirb von bcr f)albm ©pinbct abM btt ©cftot ABM q&. 
fltjogen, fo blci&t boö Sßicrcct abAB übrig, ein burc^auä 
redjtwinfligeö, ix^m ©runbfeite btr ^auplbogcn ab {= a) 
i|t, nsd^renb aA alä bie fpt)ärifd)e S^bift befelben betrachtet 
nerben fann. gär bcn gläc^encaum beffelben finbet fit^ ber 
Stluäbciief : 

abAB =a — «(1 — cosr) = «cosr; 
ober, wenn fi'ir « eine ©runbfeite ab gefegt wirb! 
abAB, =: ab. cos P 

©fl bie fiö&e aA=jn— r ift, fo tt^ilt man autftt 

abAB = asinh =ab.fim3Ä. 
®e§t man in bicfen gonneln für « ben SSert^ ~ — , ober 

, ^, tto a = AB i(l, fo ergiebt (?(^: 

acosr 
siiir 

3uf. 2. SSeft^reibtmanumM ben^flraDelErciöA'B'D', 
bet fton ben öuabranten aM, bM in A', B' gefdtnitten wirb, 
fo ifi bet JSaum abA'ß' ein ffiieretf wie oben abAB., Da* 
Ut ifi: 

abAB' = c.sinaA' = a.sinh' 
ttenn aA.' burdj h' bfjcidjnet wirb. 

Sie^t man abA'ß' t)on ab.-VB ah, fo bleibt bai SßiereiJ 
A'B'AB , baä audi lauttt rechte SBinfcI entfjdlf. gÖr ben 
g(ä<$enraum beffclben ergiebt fii^ ber 91u^bruef: 

ABA'B' = asiiih — a sinh'= «(ainn — sinh') 
= 2 « sin •■ (Ii — h') cos *- (h + h'J 
TOB (h — h') b. i. AA' bie $6&e bc^ SQiererfe« bepiramt. 
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_ ^7- <^os ^ (c — ^ b).cos r cös p 
cos V = . T 

cos i a 



, Csin» *c + 8iVf b-J-cos» j.a— 1 ) , 

+ 2smicsin^bcos^a «örsm^j 

^ .* stnrsinö 

Sernet ifl: cos r cos ? = j^^^^^ 

sin r sing sin Ka + b + cj rr tin\ 
' — 'asiniasin^bsinic ' ^^ ^'^ 

, / cosjCc — bjsinKa+ b+c) 

kajet — cos V = I «^^ ^-TZ — ' — -^—^ 

+ sin>|c+siiiHb + ^s4a--l),, . f"^^'°^ ^ 
■ * /2sinwS^csinibcos^* 

c= |cosiCc^^b)smi(a + b + c) 

+ 8iDJa(sm'Ac+sin^4b+cos'ia-l) L . , . , ' . ^ * 

' ^ ' j2sln^siiiibsm4ccosia 

= /cosHc-^I')^^^7(a+I>+c) 
+-sin4a(cos«la-cosKc-b)cos+C'c+b)) > g^nrsig(> ^ 

{sin|(a+b+c)— sin^a cos4Cc+b)}cos|(c— b)+sin4a cos*te 

2sm4'asili^bsin^ccos^a 

/ . sin r sing; 

cosi (c — ^b) sin f (c+b) cos | a + sin 4- a cos' i a , 

== ^^ — ir^'~x • 1 u • I — TTIZ iSinrsmpj 

2 sm ^ a sin ^ b sin ^ c cös 4- ^ ^ 

coslfc — b)sm^Cc + b) + sin^acos J-a ,. 

c=- — -— — — --, — . — , . sin r sm 

2sin4asin4-bsin4-c ^ 

•l-Csinc + sinh) +4.sina . 

= > . ■ , /, . , • sm r sm g ; 

2smn{-asin^bsm^c ^ 

sin a 4-'sin b 4- sm c . . ,«. ^ 

==:-T-^— ; — ■ . , , . ' >smrsmg; (20 
4sm^asmii>bsmi^c 

^, ^ / 2sin > asin^bsin4c 

SItt« tangrtangg = ,inica + b + c) 

sin r si n p cos r. cos p ^ 

2sinj-asinj^bsin4'C sin4(a + b4'0 ' 

n. 14 
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3(e$( man na* btn ffnbpunfKtt E, F bti 9it6en6»9«i« EF, 
der =AB gdipmitim wur&e, bic ^gogtn A"E, A'T, fo ijl 
baä SBitred A"B"EP = A"B"AB; rcaö mi Bern in 3uf. 3. 
gtfii&rttn äScroeifc ti^tUU S>tm bie bort gcmüdjten ©cblfiflTc 
bltiUn bitfel&cnr trenn man A' , B' gegen A", B" »et- 
taufest. SaEjec gelttn bie f&t bm gÜcf)enrauni A"B"AB 
angeseScntn gormeln andt für baä fdjiefe ajitred A"B"EP. 

3uf. 5. einb ABD, A"B"D" ©cflentreife, fo ifl 
r'=r unb btr 9?(&en6D3m A"B"==AB=EF. 

Saö ffiiertcf A"B"EF ifl bann dn fl'Mrir^f« aiftcrpa- 
MÜelogramm, belfcn ©cunöfciten A"B" unb EF 0It6en6o< 
gen finb. ffiJirb btr gldi^fnfn^att bcfTfl^fn mit >J)' feeiei** 
mt, fo credit raun auä btr gormcl A"B"AB = A"B"EF 
R=oCcosr + cosr') C3nf- 4.) f& ^ btn aiu^btucE; 

S(j = 2aco3r, ober menn man r burc^ bie fpö^ir. 
J^S^e bti ^laraSelogrammeä au^bcücft/ 

qj = 2a6!nih. 
aSejeicOnet man bcn abfolufc« SSJcrt^ beS SReßtnßogtnö A"jr 

ttiebet mit tt, fo ip = -:^ =s — Vtf mif^iii: 

^ = 2atang|h. 

guf. 6. ©ut* bic diagonale AT wirb A"B"EF 

^albizt. Sima iit^t man bie (.f\>i>&t,) Seinen btr gleichen 

fSltbmbß^ta A"B", EF, »elcfte in bcibtn Äceiftn gleiche 

©egmtnte s, s a6fc^neiben, (0 tvHlt man baä (<igent((<4f) 

ipf)ätifti}t ^Jarafftlogramm A"B"EF, baä burc^ A"F ^aU 

bitt nitb. aiimmt man nun oon ben gleichen S^reterfen 

A"B"E, EPA" bie glticften ©egmente s, a weg, fo bleiben 

bie gleichen Slfterbreitde A"B"F, EFA". Stjeic^net man 

btren gUcftenriume burcft 1, fo c'fi X = ^$» ba^er: 

X = asin-ih unb % = atanglK 

gfir (in anbetet aifterbrciecf X' tion berfelben ^o^t h, bef- 

fen ©runbfeite a' ifl, &at man bemnac(> l' = a'tangf h. 

X a 
^ierauö folgt: i>^ = ~j- 
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©^fc^e S(fterbre(e(fe f^oii sletc^er ^(^e ober ixoif^tn 
Qki^m ®esenfretTen Der^atten fld^ dfo toie hit fSitbtniodtnf 
auf btmn ffe fielen. 

£)afre(6e gitt Don ben SlfterparaOelostammeii betf t>ort^ 
flen Sttfage«. 

3ttr 7. SBebeutet a bit tJon A" nac^ B" gezogene 
fpHt* ©e^nef auf welcher atö ©runbfeife ba^ fV^^r* SDrekdE 
A"B"F fle^t, beffettSWc^enraum =T fet, fo ift nac^ §.62. 

sin I T = tang ^ a tang^ lu 

JRac^ torfgem Sttf. tfl X=?:a.tangjh, 
IDarau^ folgt: 

sinfT tangfa 

I ■ ■ ZUSS ■ I ■ > *^ 

X a 

2Ju< bett gortnetn; taiig * T = tang f a sin | h ($. 620 
«nb , ^%=za8m^h (3uf. 6.) 

tt^ilt man bie merfmdrbtge Proportion; 

tangjT _ tangjg 

X' "^ « . ' ^ 

3uf. a Siimmt man Don bem fp^tifdtm Ztapti 
ABCD (Sig*330 bie fp^dr- ©egmente, welche jwifcften ben 
©eiten AB, CD unb ben gleichnamigen Siebenbogei^ ent^al^ 
ten finb, nueg^ fo bt^ilt man bai {»ifc^en ben paraKelen 
SZebehbogen AB, CD enthaltene 3(ftertrape), ba$ ikt burcQ 
ABCD angebeufet n^erben fod. iDurc^ bit £>iagona(e AD 
toirb baffelbe in bie Slfterbreiecfe ABD, ACD jerlegtf bie 
mit bem Xrapeje gleiche <^&^e h b^btn nnb beren ©runbfei«' 
ttn ^ bie aiebehbogen AB, CD •— refp. burd^ a', a" be* 
{eic^net feien. £)ie relafit>en SBert^e Don a% a", nimli(^ bie 

a' a" 

Quotienten -r— , -: — ober bie S^ßtritoinW Don a', a'> 
feien burd^ a, <x' beteic^net fRad) 3uf* & ift nun: 

ABD = a'tanglh; ACD =? a^tangih, 
Sa&er ift ABCD = (a' + a' ) tang i h. 
gerner ifl ABD = « sinfh; ACD = a'sinf hj 
folglich: ABCD=:(« +a')sin|b. 
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, ift b« SBogcn FG, bn bit ©«i(m AC, BD 
, ptjeö ^al6irtf — i(«' + a"J; ba&« (c^ölt man oud 
Sit iXDUttti gocinel bcii 2Iu^bruif : 

ABCD = 2 FG. sin Jh. 
SauÖ biefen gormcin «gicbt pcft i 

bog *foI(^e iiBift^tn ©egenfteifen liegenbe 
Slftectcapeje oon gleicher ^tfyt fict» ber^atten 
»ie bie ©ummen betr atebenbodtti/ jnifc^eti bc> 
nen fie mt^altta finb. 

iCont ©e^ncnöteiecfc. 
§. 71. 

31ufsa6t. £}(e SSinfd bti ju einem fp^jrf' 
fcften Sceiede flt&ßtigen ©«öiienbttiideÄ ju 
finben. 

aiuflJfung. Um baö fpMn'f^e ©reied ABCgig. 37. 
6efi^rti6e man einen Srci^, beffin Sbne burc^ bit £&nen tec 
©eitsn beÄ fpI>(Sr. ©reitcfc^ in bcn graben Cinicn AB, AG, 
BC, t>en Beinen ber gleichnamigen ^ogen, gefc^nitten nirb, 
uelc^e ©t^ntn baä gtablinige jDreied ABC bilben, btfTen 
^infel gefunbtn »erben foQcn. ^an jic^e butcb ben $t>l 
M be« Snebtnirtifeö bit fpfidrifcfjen 2)ar*me|fei; BB', CC, 
teren ebnen, ftnUtdtt Htfftnb mf ber ÄreiöeSne ABC, mit 
tiefer bie grablinigen 3DurcI)fc^ni(te BB', CG' geben, totlä}t 
flt^ im ^ittelpunfte m ber ^rei^ebne fc^neiben, (tiro SDurt^* 
melfer berfelben ftnb. 2)er SenttiroinEtI BmC, auf beffcn. 
BäftnUln Bm, Cm ber X&eil Mm ber SJcfefe bciJ äRtfecnftct" 
feg fenftecfft Ht^t, ifi ber djeigung^ninfel ber ^reiäebnen 
BMB', CMC, alfo bem fp^rifcftcn aCinfef BMC gleic^. 
^ejelc^nen wir atfo bie Sßinfel btä SednenbreiecEeä an ben 
€cten A, B, C ber Steige md) mit Ol, fS>, ^, (o ifi ber 
3)erip&erie»inNl 21==iBmG, alfo auc^ 2I=|BMC. gdOt 
man nun in bem gleit^f^cnfligen fp^drifc^cn £ircteife BMC 
bad ^erpenbifel MD, fo wirb ber 3Qinfe( an M ^altitct unb 
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e^ jfl 8t=BMD. 3tt bm rcc&twfnfliflett ©refecfelBÜM 
m nun BD=|BC=|a; ber$BlttfelMBD (fl=fCC+B^A){ 
MD {({ bai Komplement btß fUtmtiQßmnUlß ,(v') btt €6ne 
bt^ ©e^nenbreiede^ gesen bie €6ne be^ S3o9enj BC, ober 
ber ©eite a (9. ©* §. 450- SKati er&dlt bemnac^ ani bie- 
fem ©reierfe ©leicftungen jtDifcfteti 21 «nb a^ (C+B— A)^ 
v' ttttb bem fp&dr. Slabiu« r bei nms<f(^vHbtnm Xttifti$ 
ndm((c^: 

1) cosBMD = cosBD.sinMBD^ 

Ober cosS(= cosJasin|(C+B— .A); 

2) sin BMD = rjrf^ 

. ' cos MD 

• cir co8-KC-fB~A) ^ 

Ober «^'^»«-—iw ^ 

3,UngBMD = ^2^ 

^^ tangf a ^ 

Ober tangSJ = — ^^r 1 

^N • AT flinia 

4) fiingt =5 — r^- I 

"^ sinr 

5) cos 21 «= cotg ü cotg r j 

6) cotg 21 = cos r tang |- (C + B— A). 

6e6t man in (t) für sin|(C + B— A) ben ffiert^ * 

sinj-csinfb + cos j-ccos|bcogA ^^ « oß\ 

fo credit man ; 

7) co»2l = cosAcos|bcosf c+^i^iftsinfc* 

J^ierauÖ i^ ttfidtüid) , ba§ , unb unter welcher SSebinsun^r 
S( ((einer, eben fo grog ober groger a(^ A fein fann« Gegt 
man in (1.) för sinfCC + B—A) btn 5Bert& 

Bin'|c + sinHb + cos^ta~l (^^36^0,) 

fo er^dlt man burc^ bie ©eiten an^gebrucft: 

ON M sin*4c + sin*4b — sin*|a 

8) cos2l=5 o ' I u^ 1 ^— • 



©utfiUufrt man in 3Jo. 4. füc sinr den Slu^brucE 
2.!..;..faib.in}c j5, 53, 3„f,3j 

fD cr^c!(t man tbenfaSä bur<^ bie 6elten audäcbvilcft : 

91 slnai = — : ^ - 

'2 siii I 6 sin | c 

©iefe unb bie »or^erse^enbe gcrircl finb 6(e 6rfann(en gor« 

mtlB ber tbnen Srigoucratttte, bo bit ©titen l>eö ee^nm« 

ftrdcdtä refp. 2sinia, 2slnib, Uain^c flnb. <BtHt man 

in (10 für cos^a ben 5- 29, (I.) aufgtßcatcil 5H!crt&/ fo 

<t^dlt man butc^ bie SBinfel bcd fpfttErifcfien iQteieilcä aud> 

gebrücfti 

10) .n-n,-,;„yr4.B,Af co.KA+B-CjcosKA+<J-H) ^ 

3uf. 1. diu« cotgül = cosr.tangKC + B— A)i 
unb cotgSS = coar.tangJCC + A — B); 
cotgg = cosr.tangKA + B — Cjj 
foIg( tangSIitangSitange = cotgj (C 4-B— A): 

cotgi(C-f-A— B):cotg|(A4-B~C)( 

3uf- 2. Um unter ben fptjär. iperipljeriewmteln/ »tiefte 
auf bem Sogen EC |Ic^m, benfenigen ju pnben/ ber bera 
«Se^nenwintel 31 gleich ift; fonjiruire man jwti ^tütatttlfe, 
ben einen burt^ B unb C, ben anbetn burc^ ben ^ittelpanU 
M. Eegteret fcftneibet ben SRebenfreiö ABC in (»ei gjunften 
A unb A' (gig, 39.). $it^t man nacft einem öon biefeu/ 
et»o A, bie Sogen BA, CA,- fo ift bec SBinW BAC=Sl. 
©«nh in bem ©reierfe ABC ;fl bie ßßinfetfumme A+B+e 
=2A + U, wenn butd) U bie Summe bet SBintel MBC, 
MCB bcieicftnet wirb. 3n bem Dceierfe BMC i)i bit SBin=. 
fclfumme =BMC + U = 22I + U. 5)a nun bie SJteitde 
ABC, MBC iwifi^en einerlei ©cgenfreifen tieflen, fo finb 
bie %läd)tnviümt , alfo aui^ bie ^infelfummen betber gFeicft. 
SIuö 2A + U = 231+U folgt nun: A = tH. ffbenfo i(I 
BA'C = 21. 

S:)a bit fpöat- iJJerip&criewinfel auf einer unb berfel6en 
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©e^ne beflo Hemer mtbtn, fe fc^fefer fit auf ber @e^ne 
fielen; fo ^aUn biefentseitf mldft grSjgfer ali ^ finb, i^u 
@cbeite( auf bem SSogett ADA'; bititniQtn mld^t tkintt 
atö Sl ftnb , imttW^ AC unb AU 

£)ec fp^dr. ^ertp^en'etDtnfel in bem f(emem t&bfätnittt 
BEC ifi immer größer , ali ber @^^nenn)infe( beffe(6en 9(6« 
fc^nitte^. SDenn tt>trb (egferer mit <S bejeic^nee; fo if{ (£+9( 
^ni aber E+A>w; alfo, ba A=2(; mug E>g fein* 

3(1 BC tin ©urc^meffer/ fo faße» ble burcö B, O unb 
tttrc^ M befcbriebenen ©egenfreife in einen ^anptttti^ {u« 
fammen; ber SSogen AC terfd^winbet unb fiüt in bie %an^ 
sente im €nbpunfte be^ S>ur€&meffer^* £)er $erip^erien>infe( 
BAC i|{ bann ber f(einf{e auf bem £)urc^me(fer # ber ein' 
Slec^fer, a(fo gleich bem ©e^nenwinfel be^ ^albfreife^ i(i 

(8* ©♦ §• 75, 3uf* a)- 

"» 

Stufgabe« £)te !S3infet bed {« einem dcgebe« 
nen fpH^ifd^en ^reiecfe st^tvistn &t^ntn^ 
bttitdt$ bure^ S5osen auf ber Xuse(f(dc§e bar* 
iu^tlltn. 

SlttfUfung. €« fei bai fp^5rifcr)e ©reietf ABC 
(Sid* 370 segebem Um ben Sßinfel ^ be^ {uge^irigen @eb^ 
nenbreied^eö auf bie verlangte SBeife bar^ufieKeUf Derldngere 
man bie @tittn AB , AC bii }u i^rem itotittn ^ur^fd^niffe 
in A'j ^albire bie SerWngerungen ßÄ% CA' in E, F; fo 
i^ ber Sogen EP = 3(* / 

85ett)eiö 1- 3n bem ©reiecfe A'EF ijlj 

cos EF = cos A' • sia EA' . sin FA' + cos EA' . cos FA' j 

©a nun BA%. CA% bie ©upplemente ton BA, CA obec 

c, b finbj fo ijl EA'=i7P— |c; FA'=iw— |b; otfa 

cosEF=cosA cos|bcosf c-f-sü^bsinf c. S}a(^ t>Oti 

dem §« if{ a6er auc5 cos % brnftlittt ^ui^^ruä e gUic^ ; alfo 
f|lEP=3(. 

fdtwtii 2, Z)tt um Md S)me(f ABC Uf^tkUnt 
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SrtiS ffl tintt btt Segmfceife, itrifc^m bmatt iai 3l(6tn. 
MccE A'BC in SRüd(i*t bev ©tunbftite BC (iegt. jRac& 
$. 63, 3uf. 1. Ifl nun bet Sogen EF, btt bk SKitfefpuntte 
ber ©titen BA', CA' ücrUnbtt, bit S}&iftt btß Stnirimm- 
Uli BMC, ftet auf btt ©cunbfcite BC flc^t; uiib, wie im 
»prigm 5. emiercn »urbc, iit btt ©ctntnminfEl Sl tbtafaM 
bit SiSlfU btiftlbttt 'StattmiaUli. £)arauä folgt, bag 
EF = a. 

3uf. Sotlen&et man bie fyaupttmft, bertn^oQtn bai 
2>Hierf ABC bilbcn, fo aUU man (gig- 40) bic 3I(6ert. 
tttität bt(te(6(n, ABC, AGB', BGA' unb bie ©egcnbrettdt 
bitf« »iet. Äonffruirt raon nun um bcn Sßiftclpunft M beä 
um ABC befdKicbcnen Ärtift« ben S^aupttrei^ EFGE'F'G', 
fe ^albirt bief« nai^ f. 62. bie ©ciftn BA', CA"; AB', 
CB'r AC, BC Sa&et pnb bie Sogen EF, GE', F'G' 
bec Steige aacli ben Sßinfeln 31, S5, € be^ ©e^nenbreiecfc^ 
ton ABC gleich. 

§. 81. 

5Hifga6e. SieSReigung bec ffbitcn be* ©tß* 
rttnbititäiS segtit bic €bnen ber ©eiten be^ 
fp^rif^en iDceittfeä burc^ gormeln ju 6t' 
Timmen. 

Sl u f [ 5 f u n g. SDer SRetgungöwinfel beÄ ©eftnenbreitete* 
gegen bie €bnen b« ©eite BC ober a (gig. 370 'P bm 
Äomplmente bt6 JJerpenbifefö MD, baS bom sOiittetptinfte 
betf umgefcftriefeenen Äreife« nuf a gtffllK wirb, glei^ (g. ©* 
$. 45.). SSejeic^net man affo biefen Sßinfet mit v, fo erMft 
man auS bem tecfttroinlligen ©reietfe MDB, in »eifern 
MD = 4ir— w'; BD = Jai BM=:r; DBM = |CC+B— A) j 
BMD = 31 if{, folgenbe ©lefc^ungen jtvifc^en v unb ie 
jtoej bec genannten @t&gen: 

1) cotg^u = ain$a.tang5(C + B — A)J 
■ 2) cotgf u' = coaSl.tangr; 

3) sin» SS p-j 

■^ cos Ja 
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. / cos|(C+B— A) 

4) sinv = ^^ T~ ^ ; 

5) coBi)' = 7~-^V » " 
^ tangSl 

6) cosv = sinrsin|(C4"B — A) ; 

Um V bntd} bit @eiten btß S^tmdti mßinbt&ätn, fege 
man in (10 für t^ngKC+B— A) ben 2Ber(^ 

cos* ja + sin^f b+sin^|c — 1 

S 

fo ttWt txtanx 

7) cotg V = — ^ . (cos*|a + sin*-|b 4- sin*|c — 1) ; 

= ' — ^ . (sin* fb + sin* J c — sin» f a) ; 

£)ber fe§f man m (60 filr smr un.b sin|(C+B— A) rcfp» 



ttttb 



cos*|a + sin*f b4-sin*ic — l 



2cosf asin^bsin|& 

fo v[^lt mam 

8) cos V = , ^°S^^^ ^cos* |a + sin« |b + sin* f c— 1) ♦ 

au« (70uttb(80 folgt: 



H 



9) — -— 7=.sin»«= f — -•; 

^ cotgi; cosfa.g 



3ttf* eittb v\ v" bie SitmnißtoinUl M ©eöneii« 
breietfe« mit ben ©eifen b^ c fo (jl nacft (30: 

„ cosr . >,, cosr . ^ 

8inv = =^; sinv =5 ~- ; bapec: 

cos I b cos 4 c 



• # • tf * ^ Of 

sinv :sini; :smv . =: 



cosf a * cos J b * cos \ c 

au« (60 foldt eben fo: 

cosv^icosv^rcosv'" = ainf (B + C-— A): 

ain-5(A + C— B):flini(A + B~C)J 

unb au« (20: 

tangu :tangu':tangv'' =p co8S(;c08S&:cosS* 



\ 
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i. 8^ 

iweier ^oUc>@c&nenbtt{tJe ;u 6crc^nen. 

3lufI6fu,ng. <£S fti (S'g. 38.) M ber {fp^ir.) gKit- 
tdpunft beö um baS -Quitd ABC &(fd)ric6cnt:ii unb m bet 
CDIitKtpunft bc^ einflcfc^r;c6encn JSreifcÖ; fo i(! Mm baS 
»Suppicmcnt btö gerudjftti aicigungettinfefö, (nfoferi! afö 
fotcficr btrjcnige gEnommen wirb, »((cfeer iroir^c« ben bcm 
Stiittclpuntfc bfc ^ugc( jugefe^rtcn (ober aaät ab^tU^Hctt) 
ecifen ber SreiÖcbufii m^aUta ifl (g. ©. §. 46). 

Um Min ober teffcn ©uppicment äu btflmmtn, fäüe 
man öon M unb m auf BC bie 5)erpcnbif£l MD, md, 
»cicöe ußer M unb m uerlangerf in bem ^pole P ber <Stitt 
BC ficfe fcftneiben unb fton benen jeitciJ bie ®titt BC in D 
^albirt, baä anbere aber im ^eru6rung^punfte ä bti tinnt' 
fcffriebentn Äreife^ trifft, e« ifl ba&cr md ber fp()(Ir. ^alb« 
meff« e beö cingefi^riebcnen Äreifeö; MD bog Komplement 
bt$ tSiti^vriQ^rcintd^ v bcö (rcfnunbrciedc^ unb bec €&nc' 
»on BC. 3n bem ©reiede PMm ijl nun : 
cos Mm = cos MPm . sin MP .sin mP + coa MP . cosmP ; 
bü^er, ttenti man für ben aBinfelMPm ben gleit^en »ogen 
Dd nimmt/ «' fit MP, (in-~Q)J&t mP fegt unb 6en ge- 
füllten Sßcigungöwintel mit V bti^ntt, 

— cbsV = cos Dd. sin ü' cos ß 4- coa w' sin p. 
£}a BC in D ^albirt ift, fo i({: 

Dd=fBC— dC=4a — ^(a+b— c)i (§. 60.) 
= Kc-b)i 
bafftt — cosV=5=coai(c — b}sinv'cosp4*cosv'sinp; (1.) 



cosu = siDrsin$(C4-B — A) f 

(sin' I c +sin» i b + cos' l-a — I) 
2smJcsmJbcos^a} 

SDitd in (t) einseftgt gie&f: 
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dC , dC 

-r* =s flinasinB = ainbsinA; 
de 

^. da sinb da . . ^ 

^> dÄ = IEÜ'* g5=8macotgCi 

da cos b sin A ^ 

de sinC ' 

^^ db • t ^ v-i ^^ sin?^ 

ß) dÄ = "°''*'*'*S^' dB = |I^J 

db cos a sin B 

de " sin C 

VI) Unab^indli A, B, a, 
a)?(in pttbet db, de, dC aui 4, 8, 13, 

• ^' db tangb ^ db tangb ^ 

*< da tanga ' d^ tangB* 

qb tangb 

dA tangA 
O^ de gfaC de ^ tangb 

'^^ da *^ cosbsinA* dA "^ sinA 

/■ . ■ 

de sinccotgC^ 

dB ~" cosb * " , 

«N ^C , , . ^ dC 1 

3) a- = ta"gb3mC}^=^-^J 

dC cosc 

dB ~ cosb^ 

9B(e Dott ben ^ter attfgefil.&rten ;Difrere»j(aI{oefft{unfen/ tDentt 
unter btn «li ma^&nm ^ttinbttliä) ansenctpmenen 
^(liefen tini ober {tt>et ttnberdnberUc^ ftnb, bte t)Ott benfelben 
^errä^renben Koeffizienten toegfaSen ober 9lu0 toerb^Q/ iff 
(){^ befannt tforau^ittfeeem 
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*. 82. 

auflöfung. €* fei (5i3- 38.) M btr (fp^är.) sKi(. 
ttipunff btö um baö Drtierf ABC 6tfc6ri(btncn unb ni bot 
gjtittelpunft tcg ein gefcftricfemeit ÄrtifeäJ fo i(I Mm ba^ 
©upplfinent beö gefucfettn aicigungöitinftfö, infofern ali 
fol(Acr bcrjenigc genominm nirb, wtlditt jtvifcfjcn ben beut 
sOiitlcfpunttc bcr ^ugtl jUfjtFfMen fobir oucft aHtUf}xUn) 
etiten ber SrtiÄefincn (nt&alten ift Cs- ©• §- 46). 

Um Mm ober beffcn ©upplfmenf ju btiiimmm, fatte 
man »on M unb m auf ÜC bU Iperpcnbifd MD, md, 
ttdcfte übt: M unb m Btrlöngert in btm 5|3olc P btr &üu 
BC litft ftftn(ib(n unb »on bentn jtncö bit ©tite BC in D 
^albirt, ba$ anbftt ain im S^tru^runs^punfte d btä cinAC 
fcf)iitbtntn ^reifcä trifft. €^ ift bd^cc md btr fptjir. ^alb< 
nieff« p beö tia^tfdftUbmta Snih^i MD baä Äompltment 
bttf Sfdgung^trinffl^ v' beö i2c[>ncntr(i(cf£ä unb btr €bti£ 
»Ott BC. 3n bdn ©rtiecEe PMm ift nun: 
cos Mm = cosMPm.sinMP.sinmP + cooMP.cosmP} 
bai)tt , »enn man für ben fflJitiW MPm bm gleieten Sofleo 
Dd nimmt/ «' ffic MF, C4«— e)iit mP f(gt unb ben gt- 
flicf)teti Sßeisunsäminftf mi£ V bejflqnet» 

^cbsV = cosDd.$inv cofi^-f'cosv'sinp. 
IDa £C in D &aI6irt ift, fo iftt 

Dd=iBC— dC=4a — Ka+b— c)j C$.60.) 
= iCc-b); 
bo^tt — coaVsBcosKc — b}sinv'cos(+cosv'sm^; (I.) 

Jßiii^ »oriflem §. ifi fflni*'= — j— ; unb 

GOsv' = sinrsiniCC + B — A) { 

. (sin' j c +• ain* | b + cos' ^ a — 1) ^ 

2sin^csm^bcos^a) * 

!Dic0 in (!■) cinscftet siebt: 
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I 

^r COS iCc'^ h\coa r cOs p 

C03 4 a 
j (sin* » c-f sin,« ^ b -4- cos* 4 a — 1 ) . 
+ 2sinic8ia^bco^ «nrsinpj 

Sernet iflj cosrco«^ = -^^^^^^ 

sinrsingainKa+b+cj >j ^-^^ 
*= 28iniasinib3in^c ' *'»* °"-' 
/ „ / coslCc— b)8in4(a +b -f c) 

8in T sin ö 
2sinjtcam^hcosiB, 

c= |cosJCc — b)siiii(a + b4-c) 

1 sin T si 

+ aln4a(sm'ic+smHb+cos«ia-l) J2-ij7jj^i^ 

= 7cosJCc-^b)sm4.(a+b4-c) 

^ ZN / V ^jjsmjasinj^bsiniccos^a 

{sin|(a4-b4' c)— sin^a cos4Cc+b)}cos|(c--b)+8in4a cos^ j-a 

2 sin -J- a sin 1^ b sin ^ c cos i a 

/ .sinrsin(»j 

cosi (c — ^b) sin * Cc+b) cos t a + sin l a cos* 4 a . 

= — ^ — PT" . . ■ , 1 — — ; — r"r *sinrsmo; 

2 sm ^ a sm 4-b sin 4-c cösi-a ^ 



sin^ecos^' 



i 



cos4(c — b)sm^ C^ + b) 4- sin4.acos|.a „ 

5_- — ■! ----;^ — j — ; — r , . , »suirsinoi 

2sin4^asin4-bs]n^c '^ 

•l-Csinc + sinb) -+• Isina . 

= > . — ^— -: — . . , .sinrsin^i; 

2sm j^asm^bsinic 

sin a +^sin b + sin c . . ,_ . 

• smrsm^; (2,) 



4 sin ^ a sin 7 b sin ^0 

- , ^ , 2sm* asin^bsinlc 

2IUÖ tangrtangp = ,i^^^^ + b^,) 

credit man; 

sin r si n g cos r. cos p 

2sinj-asin4^bsin4-c sin|(a4-b4-0 ' 

ir. 14 



2)ijö in (2.) fubdititirt s'H^ti 

,- sina 4-s;nb4-sinc ,„ , 

' — cosV = — TT—- — . . - . 1 - --r.cosrcosfl; [3.) 

SBirttt^rdt man ba€ SrtiecE ABC mit femim ^olarbrcietfe, 
»od in SSudftciK auf V glcicftgiiltig i(i; fo etUU man, in- 
btm fi'ic r, p bectn Äomptcmcntc mttittn: , 

sinA + stnB + ainC ^^ ^ 

— COSV = -; — ; ~r: -7; .cosrcoso; (4.1 

sin A 4- sin B + ain C . 

Um V unot'^Jngig »on r mit) 9 QU^jübriSden, fSnnen bte 
für sinr, cosr, sine, cos? aufS §. 59. unt) §. 60. ^cfann» 
tcn mm^t in otigtn gormeln eingcftöt rotr&tn. 3Iuö C20 
ecMIt min tiann: 

sin a + sin b+ sine G ... 
_cosy = — .~; C6.) 

.,,. „ sinA+sinB+sinC g ,_ , 
mi (4.) - cos V = ^^^ ■ I J (7.) 



■T' 



■^^^H 



8f n 1^ a n 9 I 



A. S)iffetenjtalfotmeln für fp^&ttfcf)e 
^ S)teiecfe. 

§♦ 83; 

^a jur SScffimraung eine« fp^drifcften ©refecf e« brei ©tfitfe 
erforbcrlic^ finb, fo ifl jebcr ffiinfel unb |cbe ©eitt beffelben 
eine Sunftion breiec t>on emanber unab^dnsiser Zeigen unfr 
e^ (dgt f!c^ ba^er bte JBecdnberuns , mlä^t jene erleibettf 
toenn biefe Dergrogfert ober terHeinert n^erben, nac^ bemfelben 
@efe6e btftimmtttf nad^ tDelc^em bie SDifferen) eine^ Don me&^ 
reren Derdnberlic^en ®r6ßen ab^dngigen gunftion burc^ bte 
S^ifferenjen ber (eiferen au^^ebrucft ttirb« 2)ie 9(uffuc^tttts 
ber SSerbdUniffe f in toelc^en biefe ai^&nmm unb unab^n« 
iiStJi SSerdnberungen in fpl^drirc{)en £)reieden ju einanber 
fieben unb bit ^efümmuns be^ SinfTuffe^ ber Sage unb ber 
@ri§e babei if{ nic^t nur an fic^ ton ^nfereffer fonbern auc^ 
bei Slnn^enbungen ber fp^dr» Xrisoncmetrie auf aflronomtfc^e 
unb seobdtifc^e SReffungen — {ur S3eurt^ei(ut}d ber ©c^drfe 
ber burc^ 9)7e(funs unb SHec^nuns erhaltenen tAtfixUattf }ur 
Äorreftion t>on ge^Iern, iur Söeflimmuna berfenigen ©tücfe 
unb iasm , mld)t hd ber ^effuns bie serindften Segler ter^ 
anlaffen^ jur 3nterpolation u* f* tt). — wichtig unb not&*» 
tpenbifl. 

^efanntli^ (d§l ffc^ bk 2)ifferen{ JA, um tt>e(cbe eine 
t)on ben oerdnberlic^en @r6ßen a, b^ c ab^in^id^ gunftion^ A 
% 14* 
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»(Stftfi, mmn Mefe refp. um bit Siffercnjen Ja., Jh, Jq, 
)u|ic^intni nac^ $of<;n}cn bicfei; S^ifferenitn fo audbrilcEent 

da db de 

d«A ^a* , d»A . ., , 

+ d^-T:2 +dXdb-^"-^^ + 

'SRa(i& biefer SSci^e togt fit^ j.S. auö btc ©Icii^ung cosA= 
coBa — coshcosc ^^.^ 55i,fj„„j ^^ ©infffö A burc^ bie 

sinbsinc ° 

©ifferenjen ber ©eittn a, b, e alIö^^ücf^:n, ba jur Seflim« 
mung ber jtoc ffisicnf cn brr Siffcrtnjcnreifjc nur ein iticberljoU 
tfä S^ifferciijiircn jener @Icicf^uni| not^tg ifl. ^oO» man 
inbeg oui^ nur bie @Iifbfr bcr brci er|len @rabc bier» Stfi'be 
bßUftdnbig entmtifeln, fo mürben bic gormein fd)oii tVfitlSu' 
fig werbfn unb, bie ©iffercnicn ftbeä aßinfd^ unb jeber 
©eitc auö bm Sifferenjen fe breite gri'icFe ju finben, roürbe 
(int bebfutenbe sBIenge foldjcr gormcln nöt^ig mad)cn. ©cl- 
tm ober iti6d)fe eon bctifelbcn ein «orthciiftaftcr P^cbraucft 
JU mad)en fein. Sepo ^dupger aber loerben bie ©lieber btö 
erffen ©rabeö mit SJugen gcbraiii^t. sffiir brfcfjrflnfen un« 
tjö^et feiet auf bie Seltimmung bcr ©iffeceniialtoefftjienten 
hti «fltn ©tabeö um fo me^r, a(^ eine meitere Slnrocnbuug 
bet )Diferenjt<)Irect»nuns niif bie fp^drifc^e ®eometrie nicfet 
(ie^er ge^^rt. ^ 

§. 84. 

91ufga&e^ Sluä ben £)ifferen{talen je brtier 
©(iidt (ineö fpMrifdjen ©reiedeö baö Siffe- 
reRjial febeä bec übrigen ©tütfe {u finben. 

^uflöfung. Um t)on ben £)iferfnjtalen ber ©titttt 
Ottb SBiitttff: 

da, db, de, dA, dB, dC 
jebeä burd) brei ber äbrigeti au^jubrücfen, werben ©(eicfeun* 
gen jroifdjrn je eier biefer glemenfe trforberf unb (»ot 15 
©Icit^ungen, ta 15 Sierbinbungen |u oieren a\xi ben gc 
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sinBcotfiB cosB 

sinA smA ^ 

IDiefc mvtU für bit SotffiimUn {u db mh dC fu6flifutrt$ 

sinb j , cosc „ ■ sinC ,. 
•da + 77377, üb + -T-r-T-tdA 



sin'a 



«ma 3in*A 



sinA 

ober; um gleiche SRenner {u er^a(ten: 



sipB 

sin a sinA 



, , coscsmA ,. , 

, da + -: r- . db + 

3inasinA 



sino 



sinasiaA 

, sin a cos B j^ ^ 
+ „-„ • . -•„ A 'dC = 0; 



.dA 



sin a sinA 

ba^tt tnbUdf bie brtffe ^anpt^^iffmniialiUidimQt 

— sinB • da +COS o sin A . db +sin p» dA 

-|- sin a cosB « dC 3= 0; 

€tnfad^er er^iebt fic^ biefe ©(eic^uns au^ (L) burc^ &imU 
nation. «Denn für bte Auafernipnen da, db, de, dA «nb 
da, db, do, dC ^at matt bort bie ©Uic^ndett: 

— da + cos C , db + cosB . de + sinb sin C . dA==0> (et) 
-r-dc + GosA.db + CQsB.da+sinbsin A.dC = 0; (ß) 

@egf matt bett anß (ß) für dc.ffc^ ergebenben Wtxt^ in (<«) 
eitt, fc ttH^t matt georbnet: 

— »- (1 — cos* B) da + (cos C + cos A cos B) db 

-{- sinpsinB.dA + sinasinBcosB.dC=;0^ 
Sliiti t^ : cosC -f- cos A cosB = cos c sin A sin B ; (§.15.) alfo t 
— sin* B . da 4* cos c sin Asin B • db + sin c sin B . d A 

•!|-sinasinBcosB.dC=0; 

toorau^ ttad^ IDtDtffon mit sinB bie obige ©(eic^uttg folgt 
IV) iDie eieid^ung t)ptt (L) auf baö a^ebeu-^oIarbreiecC 

a 6 7| 

ABU/ 6e|ogett dititt 

abF) ^ ^ 

— dA + <;osc.dB + cosb,dC+sinBsijic.da=0; 

b. u — dA — cosc.dB — cosb.dC+sinBsinc.da = 0; 

Ober dA + cosc.dB +/cosb.dC — sinBsinc.da =^0; 
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ain b cos c — cos b slti c cos Ä ^ ein a cos C > 
cosbsinc^sinbcoapcoaA =r smacoaB; 

9)fan tr^dlt alfo: 

— sina.da-l-sitiBcosC.db -{- sinacosB.do 

+ siubsmcsinA.dA =0{ 

©isiliirf man ^iec oBcö mit sina unb feßC ^^^ für ^^^, 

fo ttäitit fic^ bie gunbomcntalgteidiung: 

' — da + coflC.(lb + coflB.dc-|-sinbKinC.dA:=:0! 
IIJ gilt bie auaternion a, b, A, B ift bie ©(tic^ung: 

sin a sin A _ 

sinb siuB 

fßimmt ntanr um Bequemer jn biferenfli'ren, iosmt^mtttf 
fo ifl! 

log sin a — log sin b = log sin A — log sin B j 
^nb man erhalt fosUidu 

cotga.da — cotgb.db = cotgA.dA — cotgB.dB; 
ni) JDie ©(eitttung für a, b, A, C iff: 

cotgasinb — colgAsinC — cosbcosC = Oi 
iPutcO SDiffecenjiiruRs txi>&U man: 

,1). , 

6in*A' 

— cotgAcosC.dC + sinbcoaC.db + cosbsinC.dCssO; 
geotbnet; 

— — . da + (cotg a cos b + sin b cos C) db 

+ ^|-^.dA + Ccosb3inC — colgAco3C)dC = 0; 

ERai* §.25., C.5, i(inun: 



sinA 

• ainc.cotgc cosc 

sin a sin a * 

«nb nai^ §. 25., D.3 ifl: 

L • rt . * ^ siabcoleB 

cosbsinC — cotgAcosC = : — s_i 

- P- ■ sipa 
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sinBcotgB cosB 

, sinA sinA* - ^ 

2)iefe mvtU ffir bit Äoeffijfettfett ju db unb db futjlituire; 

sinb , , cosc; „ ■ sinC ,. ' 
•da + TTTTtOb + -r-r-T-tdA 



sm'a 



sma 



+ 



3in*A 
oosB 



sinA 

ober; um gleiche fUtmtt ju erhalten; 



.dC = 05 



siqiB 
sinasinA 



j , coscsmA « , 

, da + -: T- . db + 

jSinasinA 



sino 



sinasinA 



-.dA 



, sinacosB ,^ ^ 
+ „»„ ■ . _.„ A 'dC= 0; 



ainasinA 

ba^er enblic^ bte htm ^anpt^^iffmniialiUiätmix 

— siiiB.da + coscsinA.db+smc.dA 

+ sinacosB »dC sns 0; 

einfacher erjiebt ftc^ biefe ©leic^ung aui (I.) burc& €KmiV 
nation. £)enn für bte Auaferntpnen da, db, de, dA unb 
da, db, do, dC ^at man bort bie ©(eicftungen: 

— da + qosCdb + cosB.dc + siiibsinC.dAsssOj (er) 
-r-dc + cosA.db + cQsB.da+sinbsiu A.dC = 0; (ß) " 

©cgt man ben au« (ß) für dc,f!c^ ergc^enben aSBert^ m («) 
etUf fo er^dU man georbnet; 

-^ (1 — cos* B) da + (cos C + cos A cos B) db 

+ sinpsmB.dA + sinasinBcosB.dC=:Of 
Sinnig: co$C-|-cosAcosB=coacsinAsinB; (§..15.) alfo: 
— sin* B . da + cos c sin AsinB . db+sincsin B . dA 

4"sii^asmBcosB.dC=0; 

toorau« nac^ S)it>tf!on mit sinB bie obige @(eic^ung folgt 
IV) S)je ©leid&ung Don (I.) auf ba« a^eben-^Jolarbreierf 

a 6 7| 

ABC} Jeiogett fliebtj 

a b c ) ^ 

— dA4-<?osc.dB4-cosb.d(5+siuBsijic.da=:0; 

b. i. — dA — cosc.dB — cosb.dC4-sinBsinc.da = 0; 
Ober dA + cos c . dB +»cos b . dC — sin B sin c . da =? $ 



^ 
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in bia ^aupf^Icitfiungcn ct^ält man ^urt^ SJer» 
rnuna ■■■f bie aai bcti Elementen ila, db, de, dA, 
I liefen 15 Ouaterniontn folgcnbe 15 @[eii$un> 
s^n jut J iing o&iger aiufgabe: 
i) — da + cos C. ilb + cos B . de + sinb sinC. dA =0 

2) — db4-cosC.da + cosA.do + s;oaa;nC.dB=OiJ (I,) 

3) _dc + cü3B,da + co3A.db + sinasinB.dC=0 

4) colga.da — colgb.db = eotgA.dA — cotgB.dB 

5) cotga.da — cotgc.dc=cütgA.dA — colgC.dC;J(n.) 

6) cotgb.db — cotgc.dc = colgB.dB — cotgC.dC 

7) — sin B. da + coscsinA.db -f- sinc.dA 

4- sinacosB.dC = Of 
S) — sinC.da + cosbsinA.dc + sinb.dA 

-}- siuacosCdB = 0; 
0) — sinA.db -J- coscsinB.da + sine. dB' 
+ sinb cos A.dC = 
10) — ainC.db + cos a sin B. de + sin a. dB 

+ sinbeosC.dA = 0; 
11) —sinA.dc + coabsiiiC.da + ainfa.dC| 

4- sinccQsA.dB =: 0; 
i2) — sinB.dc + cosasinC.db + sina.dC 
4- ainccosB.dA = Oj 

13) dA+cosc.dB + cosb.dC — sinbainC.da=0 

14) dB + cosc.dA + cosa.dC— sinasinC.db=OiJCIV.) 

15) dC+cosb.dA4-cu8a.dB-^sinasinB.dc=:0i 

§.85. 

S3if jtnistn ticd @tüif e be^ S:>wtäti , »on totl^m üH 
nnab^ngig ber^nb erliefen bie übrigen a(^ SuoEtioncit bu 
Ua6)ttt nerben, thximn ftmi 

1) brei ©eiteni 2) jtvei 6tittn unb btr (ingerc^(D|Ttnc 
SBinfel; 3) jtDfi 6tittn unb ein gcgenübet (itgenber ^in« 
Ul-, 4) bcti SBinftfi 5) itoei Sßjnftl unb bie atiliegenbe 
@eitei 6) jwej SBinftl unb eine ber n^tiMtt liesenben 
©eiten, 
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J&iernac^ lajfen ffc^ nun ,tie SDijferenjiarfoeffljientttt für 

mett fttüinx 

gjjan fittbet dA^ dB^ dC refpt auö 9lo. 1, 2, 3 unt) ^war: 

dA _ 1 _ 1 ^ 

"^ da " ainb sinC sincsiiiB * 
dA — cosC ^_^ — cotgC ^ 

db smbsmC ""^ sihb * 

^^ COSB ^ -TyCOtgB 

^ sinb sinC "^ si^iq 

^ittani hntdf $8erwec^fe(uns : 
^, dB — cotgC 
da sina 

dB _ 1 1 

db sin a sin C sine sin A 

dB -rrrCOtgA ^ 

de sine 

dC _ — cotgB ^ dC ___^ ■rr-cotg A ^ 
"^ da sink ' db fiinb 

dC 1 1 

de sin b sin A sin a sin B ^ 

II> Unah^änsiQ a, b^ C* 
(ii fittbet ffc^ de, dA, dB au^ iRo« 3, 7, SL 

aN de _, de . 

1) 5^ = co8B; 3g = cP8A; 

de 
. -77^ = sinasinB = sinbsinA } 
du 

... dA sinB dA . • a . 

2) -7- = — — } -jr =? — cotgcsinA i 
da sme db • 

dA — sinacosB 

dC "^ sine 

^^ dB ^ . -, dB sinA' 

3) -r^ == -T^cotgesinB; nrr- = — =-r^ » 
^^ da ° > db sme 



dB sin b coa A . 
dC sine 

ni) UnaftMngig »» ^t A, 
sBfon ereilt de, dB, dC au$ i, 4, 7. 

*^ da cosB' db cosB ' 

de — sinbsiiiC „ 

cos B ° ' 

dB _ — tangB . dB _ tangB . 
-^ aä taiiga ' db taugb' 

dB _ langB 
dA langA ' 
„, dC tarsB 

» 31 = -IIA-' 

de -^coscIangB — colgcsinC 



siiib cosB 

dC sine 

d A sin a cos B 

IV) UnabMnflig A, B, C. 
€3 irgieftt fii^ da, db, de auö 13, 14 r 15. 



*■* ,IA ein A ' .m Sl"l 



dA siribsinC aincsinB' 




da cotgc da cofgb . 
dB ~ siiiB ' dC ~ sinC ' 




db cotgc db 1 

dA "~ sinA ' dB "" sinaaine ~ si 


1 

ine sinA 


db cotga 
dC ~ sinC' 




de cotgb _ de cotga 
dA ~^ sinA ' dB ~ sinB ' 




de - 1 1 




dC siuasmB "" sinbsiiiA' 





V) llniltMnäiS A, B, ( 
äOIan ttfält dO, da, db an« 15, 8, 10. 



^•'^"■^■^ 
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oti^nt iiMtümtn mtbm iittb man ^at mit berfe((ett @e« 
nauif^Uit i»k oben : 

A = A' + 4t; 

&m fo erWft mon B=«B'+ttj C=C' + iT. ©arau« 
ersieht ffc^ ber merfmürbide @a$: 

Wenn bie ©eitert eineö fpMtif^^ti 2)rei« 
ecEe« fe^r flein finb im f8tv^&ltni§ {um Attgel« 
rabitt^f fo ift iebet SBinfel beffelben um beit 
britten %f)til bti SUc^enin^Ue^ bei fp^ivl* 
fc^en ©reiedfe^ dr£§er aU ber entfprec^enbe 
SBinfH be^fenigen ebnen ^ttitdti, bai mit 
bem fp^drifcben gteic^e breiten Nt. 

S^ (ann alfo bte 3(uf{6fund eineö fp^dr. ©reiede^ auf 
bie eineö ebnen juräcf geführt mvbtn, toenn man für jene^ 
ein ebned fubfiicuirt/ beffen (Btittn ben be^ fpb^rifc^en 
S)reiecf e^ gleich , beffen fSinfel aber um i bti gldc^enip^al« 
ui btß fp^drifc^en ober bti ebnen ^xtltäti Heiner # al^ bie 
SBinfel in jenem, finb- 

§. 90. 

Um ben in X^eiten be^ ^ugelrabiu^ genommenen %li* 
c^enraum ober asinfeluberf^ug t in 6efmiben att^iubräcteUf 
mttUip(i{irt man r mit ber 3a^l ber 6e(unben, bie auf ben 
j(use(rabiud (ommen. äSejeic^net man biefe 3a^( mit r, bie 
3a^l ber in r enthaltenen @e(unben mit s, fo ijlt 

T=— ; ba5^rs = rTj 

Ginb bie (Seiten be^ fp^drifc^en ©reiedfe^ nat^ einer onbertt 
öneareinbeit (j. 95- SÄur&e) flemefen, bie im Äugelrabiu« R 
mal entl^alten if!, unb ift S ber nac^ biefer ein^ett gemejfene 
^l&(t)manm bti^ticäti^ i^ ifi: ' 

r 

i. *. S.r , 

ba^er..... ^-rt 



B. '9iei^cn jut Sluftöfung fp^Örifd;et 

Sreietfc. 

5. 86. 

SDit in $. 37. unttr 3Jum. 33 — 40 angeführten ©(ei- 

cftungen laffVn pcft mit geringet Umttonblung ouf bie gorm 

bec ©Icicfjung: 

n sin X 



firinjien, au^ welcher y naclj §. 7. bur^ efne ndi^ bat ©(• 
nuä ber bielfac^en oon x fortfc^reitenben Slei^e aai^tbt&dt 
tterbm lonn, ßic ©Icicöungm 3ium. 33 — 36 geben 
niümUc^ : 

t.ng<(A + B + C-„)= ''""^•""''^'',^'^„ ,(1.) 

ta,gK-A-li+C+.)= °°"',f;°"',";f° -^i (2.) 
" ' l + cotg^acotg^-bcosC ^ ' 

,, _ ., , , taneiacoteibsinC 
taiigiCA — B — C + TT) = -^ ^^, Pf ; (3.) 

„ „ cotgiatangibsinC 

tangi — A+E— C-Ht) = . . . ,u r, ? (4.) 

°'^ ' ' -' 1 — colg i a taug ib cos C * ■' 

au« (1.) erbält man nadj §. 7. II. 

ICA+B4-C— n)=:tglatg4^bsinC — itg*4-atang*ibsin2C 

+ ^tg'4atg'4bsm3C — itgnatgHbsm4C4-.,. (5.) 

ein ntertmilrblger Slaäbrud für bett Sidc^encauiii btS 

fp^tttifdjen SDreicrfe«. 

Slu« C2.) et^^It man: 

iC— A— B + C + Ji) = cotg^acotgibsinC 

— Jcotg'4acotg=4b8iii2C 

+ |cotg'|acotg»41>sin3C— (6.) 

unb mS (3), (4.) nacft §. 7. I. 

4(A — B — C + wJ = lang iacotgj^b sin C 

+ itaDg' 4^acntg»4hsiii2C 

-1-^tang'Jacotg* Jb8in3C4- (7-) 
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i(-'A+B — C + n) = cotglatangibsinC 

+ i cotg^ i a tang* f b sin 2 C 
4-|Cotg»fatangHhsiii3C + ...... (8.) 

Zamit tie SRei^e (50 font)er9ire, mug: 

tangla.tang|b<l5 ober 
8iniasin^b<cosJa.cosibj olfo 
cos|acos^b~sin Jasin|b>>o> b. U 
cosi(a + b)>0; 
olfo i(B. + h)<in ober a+b<7r feftt* ©le SRef^e fort* 
t^ergtrt fc^r fcftneff/ wenn a, b fe^r Hein finb, ©ie SRei^e 
(6*) foitöergirf; wenn (a+b)>9r ijl. ©ie ÄottDerflenj ber 
Siei^e (7.) feebingf, bag: 

tang|aco1g|b<l; ober 
sin^acos^b<^cos|asin|b; ober 
cosjasm^b — sinJacosib^-O» b. !♦ 
smi(b— a)>0 

alfo bag b>a fei. 

3n ber SRei^e (&) mug umgefe&rt a>b fettig ttjenn Pe 
fonbergiren foU. 

3"9l«i* ttnnen alfo bie SRei^cti (5.) tinb (6.)/ fo 
tüie (70 unb (80 nic^t fottüergiren ; too^I aber (504jnb (7.), 
ober (50 unb. (80; fo toie (60 unb (70 ober (60 unb (8). 
3n jebem ^alle n^erben bemnad^ jmei fonbergtrenbe SRet^en 
t)or^anben fein^ aui benen bie Wintd A unb B gefunben 
»erben f finnen- 

I) 3ff a + b<7P unb a<bj fo er^dft man au« 
(50 «tib (70 burd^ 2lbbition: 

A = tang l a (cotg i b + tang i b) sin.C 

+ ilg'3a(cotg«ib— tg«Jb)sin2C 

+ itg»ia(cotg»Jb + tg^ib)sm3C + .... (90 
burc& ©ubtraWon; 

B = ff — C— tgia(cotgib— tgib)8mC 

— itg^ia(cotg2 4b+tg«Jb)sin2Cr 

--itg»Ja(cotg*4b--tg*4b)am3C— ... (100 



'' *'> 
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3ffo6<ta>bi fo titt»Kif<II null In (9.) unb (tOJ 

a, A mit h, B. 

II) 3(i a + b>^ nnb a<b, fo itäMl fi* OW 
(60 ucib (7.) bur* SlbijiliiMi: 
n — B = cotg ib Ctangi a + cotgl a) sinC 

+ icotg'ibCtg»ia — cotg*§a)sin2C 
+ tcolg'ibCtg'äa + cotg'{b>m3C + .... (11.) ' 
burc^ ©ubtraftioni 
A=:C + cotgib(tg|a — cotgia)siiiC 

+ J cotg' 5 b (tg' i a + cotg' i a) fliD 2 C 
+ tcotg"ib(lg'i — colg'4a)sin3C + .... (12.) 

S. 87. 
Stil: bjt britfe @(ite c fann <inc (I^ndcbe SttiV aufgC' 
sejleDt wtrbttir bit f](( aügeraein auf folgenbe SQeiTe tat- 
nidtln Idgt. 

aSenn jlttifcben y unb s b[e ©(ticöung: 
y' = 1 ■|-2n coa X + n^ (o) 
da« fnttt, fo i(i: 

iogy=ncosx — |n* cos2x + |n* cos3x — 

jDtnn ff$t man in (a) filrcosx bmtr))onent<ca(n31uäbTU(f: 

3^5 (§.6, VI.) 

fo tt^Slf man; 

, y> = 1 + n (o'^^ + e—''^ + n' 5 

= (l+ne''''-')(l + ne"''^)i 
Sa6lc Ifi: 
21ogy = log(l + ne"'^) + logCH-ne"''^)i 



-in'e'"" + tn><!"^-' 



2jrs:.„r=i 



fca^er, tttnn bie Sfiebcr beiber !S(i&en na* ^ofenitn »ran n 
2Ufanimtnge}ogm unb mit 2 bibibict ntrbm: 



223 

logy = n. 2 5^ • ^§ 

. ,„3 5 + e . 



2 

= ncosxr-in*cos2x + Tn*cos3x— f.... - 

Sär ntdatii>t Sßert^e &cn n roitb a(fo au^ ber ©leid^ttttgt 

y* = 1 — 2n cosx + n* (/?) 

bk Slei^e folgen: 

Jogy = — kicosx-^in*cos2x — i-n'cosSx — .... 

auf bie Sorm bec ©leic^uiideti C«) unb 0)) 14§t f{^ nun 
bie ©(eic^ung: 

cosc = cosacosb + sinasinbcosC; (y) 

(nnsettf n>enn man beibe Z^tik bott 1 fubtra^irt ober ba^tt 
abbirt gegtere^ glebt: 

1 + cosc = l + cosacosb+sinasinbcosCj. ober 
2cos»ic = 2cos«iacos«ib+2sin«iasia«ib 

Seitod^bem man auf belbe» Btittn mit 2co3*Jacos*jb^ 
ober mit 2sin> jaain^ib bibibirt/ credit man unter bcr 
Sorm ber ©(eic^ung (a): 

+ tg»|aVJb} (13.) 

4-ctg«4actg»4bi (14) 
Dttrc^ ©ufctcoftjott er&dft tnan aüi (y) : 

1 — cosc = 1 — cosacosb— 'sinasinbcosC» oitt' 
' 2sin»4c Ä= 2sin»Jacos*|b + 2cos»|asm«Jb 

— sin a sin b coa C ; 

ttttb ^lerAtt^^ wenn man mit 2cos>ia sm'jb, tfter mit 

2mn^iacoa'ihliit>mtt, bit eUi^vmdtnt 

8m*4c 
cos'^asin« lb=' i-2tgf aclgjb cosC+tg'la ctg«|b j (15.) 



cos- 5 



cos'* 



^ 
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H^Ma'c^- ^ = l-2clg4a(gibcosC+ctg"4atgHbi (16.) 
bie btibt »on btT gorm btt ©[eicfeung (j?) finb. 

fflur* aniuenbung btr ffit (o) unb ("(^ flefunbmm fUti' 
^tn auf »I rfif^cnöe ©[citftunflen tr3i(6t fidj nun au« JRo. 13. 

H(^S^^ib) = 'ß^''*E^''^°«C-itg>4at8Hbcos2C 
+ itgHatgHbco83C-.... 
ba^r: 
]ogcos|c ^ log(cosfa.coa|-I)) + tg4atgf bcosC 

— 4ig*4atgUbcos2C + ilg*4atg»ibco83C — ...(17.) 
f&ü€ 3lo. 14, 15, 16. 

logcosä-c = logCsini-8fiiii4-b) + ctgjaclg4bcosC 

— iclg» 4a clg» ^b C082C + |ctg' ja ctg* Jb coa3C — . . . (18.) 
logsiD j c ^ logCcos4aain|b) — Ig^acotgibcoaC 

— |tg*4actgä;bcos2C — itg'4actgHbcos3C— ... (I9.J 
log sin 4 c ^ log(sin4aco8 4b) — cotg4a(g4'>co8C 

— ff dg' 4a tg" 4b ros2C— 4clg' 4a lg* ^b cosSC— ... (20.) 
^an wirb leicht btmtthn, bag bt'c legten brti tüti^m aai 
btt erften (17.), burc^ 21nn)(nbung berfelbtn auf bit Sfitben« 
brtitdt iafy), (^y), (itßy), folgen, ©ic tÜti^t in (17.) 
i|{ fonbersenC, tocnn a + b<;n i|t; bii folflrnbtr nenn 
a+b>7ii bit Sttifee (19.), ttietin a<bi unb (20.), wenn 
a>1> i|t. 

©u6(ra(jirt man (19.) »on (17.), fo Pnbet fit^: 
logcotg ic = logcotg4 b 4- tgla (cütg4 b 4-^g4 b) cos C 

+ 41g»4a(cotg'4b— tgHb)cos2C+... (21.) 
©u^tffl&irf man (19.) »on (18.), fo n^&H mant 
Iogcotg4c = logtg4a+co'g4b(tg4a + cotg4a)*08C 

+ 4cotg«4b(tg*4a— cotg'4a)cos2C + ... (22.) 
3fi a+b<» unb a<b; fo fonwrgirt (21.): iff a + b>« 
unb a<b; fo ift (22.) (oneergent. 3n teibm SRei^en l|l 
a iinb b ju »ertanfcgen, isenn a>b tji, bamit bie 9tet^m 
fon&trgirtn. 
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!• 88. 
SSfe bttiti^ He ^(er entmicfefeen 9te{^eik att^ j|tbef ®^ett 
unb bm ettigelic^tofrenen fßinül bit Utistn @t&dt bei 
^tkdti jefuttttti '»erben; fo lafm fit ft* m(b für ben 
gdS, t^cnn eine ®elte unb bie anftediettbett SEBirifel gegeben 
flhb, anwehbetr. ^enn bejie^t man btefelben auf Hi fRcbm^ 

gjorarbreied IaBcK fo erWft man fcgretd^ an« (5)— (8), 

kbc) 

9t.^^(ä*^ b + c)=cotg|.A cotgiBsinc 
+icotHAcot4B sin2c + 4cotg»4.A cotg^B sinSc .... (23.) 
f(a+b— c) ^ tg* AtgiBsi2ic + itgHAtg*iBsin2c 

+ i^tg*4Atg»iBsin3c + ..., (240 
4 (a — b + c) = tg 4 A cptg + B sine — tg« iA ctg« 4B sin2c 

+ itgHAcotg»^Bsiii3c+;.... (25.) 
4(— a+b+c) ^ ctgiA tg^B sin c — ^ ctg« iA tg« ^B sin2 c 

+icotg*iBtgHBsin3c — .... (26.) 

jDte S5eb(ndttngen ber .^onbergeni finb ^{er b(efe(ben/ n>te 
bort (§. 86.) 

gfir ben gotf wenn A+B<« unb A<B, erWft 
man aui (9.) unb (10.) 

a =tangi A (tgiB + cotgiB) sine 

+ 4tg« i A.(tg« iB — cotg« ^B) sin 2 c 
+ itgHA(tg*iB+cötgHB)sin3c + .... (27.) 
b = c+tgiA(tgiß— cotgiB)sine 

+itg2iA(tgHB + cotg«iB)sin2c 
+ itgHA(tgHB — cotgHB)sin3c + ..- (28.) 

Unb wenn A + B>5r, A<Bj an« (11.) unb (12.) 

n — b=cotgiB(<iotg4^A+tgiB)sinc 

+icotgHB(cotgHA— tg« 4A)sih2c 
+ icotg»4B(cotg^iAtg*4•A;)sin3e + .... (29.) 
a==jj— c + cöfgiS(tg4A— c6tg|A>sinc 

' — cotgHB(tg«4A4-cdtgHA)sin2e 

+icotg4B (tg*iA — cotg*4A ) sin3e — . . . • (30.) 
II. 15 
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b( Hm SBinfd exiiält man aaä (17.) — (22.) 

^ ^ = lüg^sin4 Aflin4-B) — tgy Atg-f Bcosc 
,-,. . — itg' jAtg'.i'Bfos2c 

ni^ TU- !r. :. -flgMAlg'^BcpsSf- (31.) 

j,j|(^*iH^C=Iog(coa 4 A cos ^ B) — colgi A colg 4- B cos c 
^y, ; — 4colg'+AcotgHA«:os2c 

— icotg' ^Acolg' 4Bcos3c — (32.) 

Jogcos4C = Iog(cosaA8iuJB) + tg^AcolgiBcosc 

~ilg'^Acole'^Bcos2c 

47}tg':f Acolg' + Bcos3c — (33.) 

Iogcoa|C:^lng(Bm4Acos4B) + colg ^Alg^B cos c 

^'f- , — 4colgUAtg'4Bcos2c — (34.) 

'^'jpg tglC =logcotg4B — tg4A(tgi-B + colg4B)eösc 
^!: -ilgHACtg'|B-colg'4E)coa2c-.... (35.) 

*'.1?g*ßäf' = logtgl A — colg4B(cotgtA + tg4A;)cösc 
y-'': — 4cf^^'lB(ctgUA — tgnA)cos2c — ..... (36.) 
lixit'ti bta §. 16. für bgö «"ttiüinflige Srcifcl aufsefleOtcn 
gormefii Iflffen bit mittel!, IV, VI äiigtfii^rten, bie nitf 
Don btc gorni: 

lang z = ptangu ^ ' - - ''-'■ 

flnt) na* §. 7, V. biefefte Sufföfung in SÄci&en i». 3. S, 

auö btr ©Uii^ung tangA = -^^^' «Mit 'man '."- 

-/ i-sinb y- 

- ^^"^CA-^.) = ii±^^ ^ 

fang' (:^ jr — 4 b) aJn 2 a- _ 

~ 1 — lang"/(^7i— 4bJcos2a '„. 

unb bierau^ bit !)ln&(n: . 

A — a=:tg*(^7r — i.b) sin2a^-4^tg*(^ — ^b)9in4a + -->-' 

A + a=ctg'(iii,— ■lb)sm2a + 4clg*(|jr^ib)sin4a-|-.>.' 
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C. Sluflitung ief)t fictnct fi^^rtf^ct 

' - §. 89. 

SBenn bte @e{(en tinti fp^drirc^en Sixtitdti im ^tt^tnif 
itt tem — ali imawnf)tit angertommeiien — Äugefrabiuöi 
fe^r tkin finb, fo i^ bai Sittitd fe^r mnii Don emem 
ebnen f)erf(6teben »nb man n>urbe fd^on eine annd^ernbe 
,9luß(fun9 erhalten/ t^enn man baffelbe für ein t)6(Iig ebne^ 
nd^me. iDabei tombc aber ber gldc^enraum be^ fp^drifc^en 
^ttitdtif ber ben Ueberfc^ug ber SBinfelfumme Jlber {mei 
Siechte au^mac^tf a(^ SluK be^anbeft« Sine genauere 3(uf« 
(&fung muß ba^er biefen Ueberfc^ug mit öx Siec^nung ik^m 
'unb bajtt bient bit ^ier ju entmidelnbe^ t>on 2egenbre ge^ 
funbener^ben fo einfache aU intereffante/ Stegen 

©inb bie Btittn a, b, c eine« fp&drifc^en ©reierfe^; fe^r 
flein^ fo fann man in ber gormel: 

. ' cosa — cosb.coac 

co»A= . , . 

sin b sin c ^ 

bie £of?nu« unb @{nu« berfelben nac^ ben §« 6. angegebe« 

nen Steigen burc^ bie SJogen au^brucfeUf tnbem bie über ben 

Dierten ®rab ^inau« ge^enben $oteo)en ali oerfc^n^inbenb 

toeggelaffen toerben. 

(£i tf{ bannt 

a« , a* 

cosa = l-j-2 + i;2Ä4^ 

b* b* 

eosc= 1-^ + 5^; 

^^^^ = ^-1X3^ ^^"" = ""^1:2:3' 

SBerben biefe SSBert&e (n ber gormel für cosA eingefegt unb 

nur bie ©lieber hü jum merten ©rabe beibehalten, fo er^ 

giebt f!c^: 

15 ♦ 









I 




bca— -. 



gRudfpIliirt man gd&Iet unb Kennet mit 1 -i g — fo «• 

%iH man: 

cos A = — -rr, :m ' 

'Ihc 24üc - 

©inb nun A', B', C bie ffiinfd beÄjenigen ebnen ©reietJtÖ, 

t)t|fen @titen bm ^o^cn a, b, c gleich finb, fo if{: 



COflA' := - 



2bc 



4b». 



•A' = 2a*b''+2a'c» + 2b»c»~a*— b' — c' j 



©igt man nun A=A'4-x, fo ift; 
cosA = cosA' — sJii A'x — C08 A'- 



_.,,. bcsin'A' - ., . ., x' 

tntii)m TT = sinA .x + cosA — -^ — .... 

worauf ^ereorgcMf baß x bom jwciten Qrabe i|}. Sdgt- 
man bab« x' alä 6trf(*niinbenb wt$, fo tr&itt matt aa^t 
hü jum eiemn @rtibe genau: 

bc.sin*A' 



sinA'.x ^ - 



unb ^itvaui 



6 
bc.sin A' 



auÄ ben ©et(m a, b, c, btr mif r ittti^ntt fei Sa bif» 
fcr «Ott bem be* fp(j5cifcfttn Steiedtö nur um eine Sifferenj 
beä t>i(t((n @cabeä vcrfc^jebtn ifi, fo fann bet eine fäc bm 
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9 

oiiNnt 8ttt0iäm(tt metfben iinb man %cA mit berftlben @e« 
UMi^Uit I9ie oben : 

A = A' + 4t; 
€6ett fo erWft nion B=«B'+iT} C=C' + iT. SDarau« 
ergiebt ffc^ ber merfmürbige @a$: 

^enn bie @etten etneö fpHttf^cn Z>reu 
ecfe^ fe^r fletn finb int S3erHUnt§ {um AngeU 
rabiu^r fo tf{ tebet SBinfel beffelben um ben 
britten X&eil be^ ^l&äitnxn\)alHi be^ fpHi^i" 
fc^en ^reUdfe^ dr£§er ali ber entfprec^enbe 
SßinfH be^jentden ebnen 7:>xt\tdtif hai mit 
bem fpMrifdl^^n Sfeicbe breiten bat 

(S^ (ann alfo bie 3(uf{6fun9 eine^ fpb^r. ^reiede^ auf 
ixt tmi ebnen juröcf geführt tt)erben^ toenn man für \znii 
ein ebned fubfiicuirt/ beffen <^txtiyi ben iti iipW^^^tn 
^trndti gleich p beffen 9ßin(e( aber um i Hi gldc^enip^at 
tii be^ fp^drifc^en ober be^ ebnen ^xtitdii f (einer # al^ bie 
®infel in jenem ^ ffnb* 

* • - 

§. 90. 

Um ben in Xbeiten bed ^ugelrabtu^ genommenen SM« 
c^enraum ober aBinfe(uberf^u§ % in 6efmiben au^iubräcten, 
inu(tip(i{trt man r mit ber 3ab( ber 6efunben, bie auf ben 
j(uge(rabiud (ommem 93e(eicbnet man biefe 3a^( mit r, bie 
3a^( ber in r enthaltenen @efunben mit s, fo ijlt 

®{nb bie leiten be^ fp^drifc^en Creiedfe^ nat^ einer onbern 
Sineareinbeit 0* 9. Stutze) gemeffen, bie im ^ugelrabiu^ R 
mal ehtl^alten if!, unb ift S ber nacb biefer ^in^eit gemejfene 
SMc^inraum be^ SDreiede^r fo ifi:' 

r 

ba^er . . • . . ^ ^ rT 
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©« gMifienraum S alfo, b« au« Un gtgc6[nen Steifen 
btä Sizticcttä, inbctn man baffelbe al6 tbtn bttva<i)M, leidet 
ju fiiibcn iflf tvirb in ©cfun&en tiermait&clt, loenn man S 

mit btm &t|Idnbi9tn ^attot rn; tnulciplijirt; Dbec: ju bcm 

Soflarit&rauö uon S ifi bfr befllnbigc EogaritI)niu« Bon ^ 

jn abbirtn, um ben Scsarit^niu« oon s ju (rr)iilten. 

Sie 3a{)I r ber in btm ^albmcfftr cintö JtKifed mt« 
^aKtncn (©cfQgefiniafO eetunbtn ift 206364,8 unb 

iogr = 5,3144351 
Siir bie auf ber ffrbfugel cntroorfenen fpftarift^tn Drtifde ifi 
in Dtut^tn (rfjcinl.) K = 1691861,9 ba&eti 

log— = 2,8576954-10;-} 

■Slbbirt man alfo 2,8576954 ju log S unb jie&t Bon b« 
€umme 10 €iner ab, fo ^at man loga. Qä fei j. £8. ib 
mul&cn a = 35100; h = 28600 i C = 110"40'i 

foiÜ loga = 4,5453071 

loglb = 4,1553360 

log sin C = 0^9711132—1 
bfljet logS = 8,6717563 

ftaitt 2.8576954 — 10 

flicbt logs = 1,5294517 '-..■■ 

. s = 33",84 ba&er -is=: li",23. 
Bfl&tr id C'=C-|3=i=llb'39'48",72 . 



*) 3fl «ine anbre Sin^dt pc 9»E|Tung Örtcaut^t roorbsn, biep Su%n' 
Enthält, fo ^üt man ju obigem- eogatilliniuä :J,8576954— lö nödf 
2Ioen iu abbiKn. 3. ». ffa rlieinl. -Ji* fSjäobij,) i(J n-cuivi «*. 
tjtt in fcldden gufm log ^ =0,6993329 y-io. 
3n 9)otir, gu6 ifl log— =o,72921M— lO. 
3n melrei =1,7056649—10^ - . .- 
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^<m ^at «Ifo m tinti lDreJk#janfiuI6fett^ in toetc^ io 

§ibm ifit' •■ - ■ ". a^^ 35100 ;• -/itiv:- -/j:- -::?h:ß mvi 

mtbtt gortJI^ tftiig^(A'':-BO'=±=-^=^co%f'C'?;'' •• ' 

er^art man : i CA' — B') = 4» 2' 12", 58 

4(A+B') = 3^4ff 5",U 

A' = 38" 42' 18", 22 
. ,i i B' =^ 30? 37J 53i', Q(^ 
3» tiefen SBinfeln 4-s «bbtrt dte6tt 

;:.,,&== 30* aar Ct^ 

a , Sin. Cy 

c = 52521 '^"f liv-: vi 



< .1 • 






fe^c na^e lommen. ©enn fttib bUi bit 6et(ien a;.b 
c <: a+F fein ttittf . S>A?^'Cfefe*^ mtf- fükvmä bä^it 




iDceierft { « -^ fc } =We tffiinrer A , B ff^t «ei»> fo fthi m 
ABCj ; . :,, ,\vi' . ;:v 



bcnt (ßt6(n'<poIaTbreitcfe (AB(J> bie ecittn A, £, fo 

(sbo) 
ttit öu* bie btlttt ü ftftr Rttn. 3nbfm olfo (abt) auf bie 
oben SfieijU ^Gtift aufdEl^ft wird , erhält m.nn bie ©tüif e 



»h 5'» ir^ IL 

(Sinige ©Ätsc «18 (gtgänjung sum ctftcn 

?f)cite tJfr ©pl)cirit. 

ficft nuf bcn tcpen Sfjdt iiitb beuten an , reo biefe ©döe tinju^ 
fd^fllttn finb. . ■ ' , 

S. Ö2. CS- 6(a.) 

Sf^rfa§. 3ebcc jwiTcftdi iwci ©egtnfctifen 
Hegen beS^ßSett eintäJ^duptFrtifeä wirb »on 
bem jenen ©esenErefftn patallclen ^QUptEteife 

?6,tvotii. gwifefttnben Segenft-eKin CS'S- 41.) ABC, 
A'&&"m^mbtt ^oge'n Ölt, b« »erliji^ri^n^B", B"' {um 
jweittnniäle son /jenen', unb in D, D' «on bem )u ben $a« 
Itn MffÄ^V;*'« ^mnlttiU StUtisß J&au(>tfreift EF ^e- 
fi^niittu wirb. tQa B", D' bie @cgenpunfte t)oa l}i, O 
Pnb, fa,f(t.I«rSJ«8?p,e'D,=5B"p;. ,,.. 
, .gfUU mutf «oil^ tttt ^tpmbiUl HG- Auf bit fp^ix* 
Btifat B6", fo toiti biefe boburift ^.albicf, ^i^ bu J^olb* 
Utii BGD' mitb b(i^\iidit ^albiit, »ie. aw^;b«c .®(tici)V>t 
btt rt^iroittttigen ftuabtfintenbteitrfe, M^ft MGD' frerftore 
ge^t — ober »eil DGD' eine fp^clr. ©e^ne be^ ^atiT)tFrei< 
frö EDP ip, ©a^er j|i GD-GB=^GD'--GB' h, i. 
BD=B"D'; mit^tin üui^ BD = DB'. \ 



283 -r — 

frtifatt cnf^attenen föt^n (t0n ^^iptttifmy litQtn auf bar 
9tn>i^cric be^ ben Oegenlrdfen t)ardle(en ^att|)tf reifet. 

3uf. Z SDa GD ein 0ttabran( t'Ü^ fo ifi BD bo« 
Somplemott ber falben ee^ne fifi''. aBcmt o^o Jbdiebise 
Cfp^rO €e^nen tineä SRebenfretfeä um btc .S4inpleiiiettte il^# 
Ttt Jjj&tfttn berldnsert fi>erb€R; fe Itesen bie. jSabjmnfte üütt 
SßttlinQtvmitn in bem ^auptf reife/ ber bem iRebfntretfe 
IKiealUl iff* 



'^'•Y »■% t f . *'t > 



. §. 93* (§. 69aO . 

Se^rfat« 9ßenn ti»ei^^4.ttt)t(,re(fe t>on bem 
{|V0le:ytoeier 9>aranelfreife# mii betten fit ftt^ 
fd^nniibtUf sfeic^en ^bftanb ^abtnf it ftttb^ibit 
ftoifxfteB bett .VataUettreifen tni^alttntti ^o* 
flen ber J&auptfrerft gleicft. - v •. ,; 

aSewei«. €ö feien (Si9-420 AD^ A'D'SBogen zweier 
^auptfreife unb M btt ^cl C^ittüpnntt) ixotut ^ataÜtU 
firetfe AA', BB^/ mit benen pc& ient fd^neiben: ©4 AD, 
AD' ^tticb toett t)pR M entfernt flnb / fo Ünb bie tH>n M 
auf biefelben gefdOten $erpenbifeI<ME^ Mfi^ gleich; ba^er 
«w* bieöe^ne flC^B'C; AD=A'D'j fölftlicb, ba E,ß' 
bie «itteipunfte ber ©e&nen finb, EB==:i;'ß'; EA:5=:E'A'. 
JÜutaM folgt/ bag AB=A'B' =^CD=t»C'D' f|i. 
•^ ':3itf« 1 S)er Bai iilt offenbat ni^^t nur Don ttütif 
fmbem Don btlitbii bfe^.^auptf reifem ■ ' i- 

i Sttf* 2. fiBenn bie J^^^uptfreife gleichen 9Ibf{anb'Oom 
SSÜUt^UtHt M ^ben ,■ fo fttUn ancft Ü^iE ^ole gterc^ »ett 
Hftti M; «nb umgeEe^rf. X>te ^otentfetming iß aber ba« 
6)tpp(eiMent bti 92eigitn8«ioinfeli$ ber Jtreifei ba^er (4ßr f{<| 
ber 6a$ anc^ fo auäfprec^en : 

r Mtn» itoet'^^tr mre^rj^auptfreife f id^ ti;nter 
gleicben SBinfeln mit {u^ei ^aradelfre^fen 
fc^iteibettf^o finb bteimife^en beit U|Uretr ent> 
^a«cnen 9(6f€^nUte. beir J^auptfreife ilti^.,. 



3»if. 3. SS(fi^rei6( man um M mt( bm ^p^h.^obluS 
MF. einen Stiä, fo bciü^ren biefcn aüt um ME oon M enf> 
fernten ^aupifrtifc; unb iimgtfe^rt. iDa^cr ergiebt fic^ fei» 
genbct ^luäbrud be^ ttf)i^aM: 

^enn mehrere ^auptfreife einea !Re&enEtei^ 
btnlbrenrfo finb bie jwifcfeen jeiioti bcmfeI6tn 
parallelen Steifen enthaltenen SBogen 6eifel' 
6en.-9leii^. 

Unb ba bie ^ok aUtt berii^renbcn ^atiptfceife »uf bcm 
Spclortrcife bcä berü&rCtn liegen, fo folgt: 

^enn meferece ^aaiptfreife il)re 9)oIe aufbtr 
8)Crip&ccie eineö9?cbefifrcifeö f)abtn, foftnb bie 
jwifef)en je jtvei bicfem ^ebentretfe patttlieleu 
ÄPeifen ent&olrcncn Olbfcfenittt bcrfelben gleich. 

Siag bec (ine von bcn Iparalldf reifen ein ^aupltm'tf 
ober ber ©egenfrtiö bcä anbern fe'in (ann, ifi flar. 

>9i c$.mx) i, ■ •■,','." ..f. 

Scferfag. 3Senn-bic itcift^en ituei «patadeU 
fceifen ent^a-lteiien 316fet)nifte jiveiei' ^aitpt» 
treife'gleif^'rtnby fo ^abfn' hiefi gteicfrt'B. «6« 
'ßanbi'dO'm 3nittel|»unfe ber ^aiallclttei-fe. 
. ■ .%£«*{«. .S# AB=A'B' (g^g.«0^ fo ßnb bitJurd» 
bie aiabicn RfA, :MB; MA', MB' gtbilbeten Dreie'tfe MAiß, 
M'-A'B' megen ^ileic^^eit ber €et(eil''3Teic^i ba^r.bec'^tn' 
fet ABM=A'B'M unb MBDä:MB'©V: 3n ben-bir*»ft 
ilUVptVbiUl mg; rME' gebitbeten' te#tniäiFlig^n '{Sicfietfen 
MBB/ MB'ET; finb ttun bte J^twoienttfrii' MD:> MV>ite&fE 
btd •nllegeiiben't«)i(tfeln MBE-, MB'E.'; ba^eDr!bie;£)reie«Ec 
♦M6fl:glci(ft anb ME^ME'; «Ifb:H«ft'.«teifE;AD.>:A'D' 
gleicfi weit Bom ^Riftefpunfte M..-i ,-■-■■' i ^ ' -'J ■ 
'-S^af. It ^'i^i<B«fä:'ei:i9cbeii fic9 bic-'Utnfi^tiiinsmlifo 3u' 
fdge^ti* oocigW' §. . ,: ^ . .. i.fo. 

■;-. -'l).aBeiiii bie' jwifefren jfcfi-^ordUttlreifen 
ent&Ältttien SB&gcn meMt'er^aaptttt'fe «1«>* 
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Hub; fb btri^tin' ilvS^anptlttiit tintn iSliitt» 
tttiif bttix^tn gJaraneifreffen pataUel j(l: • ' 
■'■■^r. 2) aSBettii*r«q5»ifc^en jw^it !}Jtac«(leI6reif<n <ht* 
^altenen 9l6rc^nttte mehrerer J^aüptfretfe 9(eix^ 
fiAb/ fd liegen bit ?Jole bct ^aüptf reife atff et» 
ntm SSttbtntttifif btt fenen ^araHeUcitfen pa^^ 
talitl tfl. •* . . . ;. i 

» a) SSBettn bie-^jitotfcfteo Ivel ^av all tttrti fsn 
tntbaUtntn' fAbid^nittt mt^rerer S^anpttttiit 
gleid) iinbf fo finb bte J^auptfreife nnttt iXtu 
i^m aBinfetn Begen bie ^araUe« reife geneigt 



4 95. (§. 69c.>, .. . 
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Se^rfd^. 3Benn jtbei J^auptfreife ttns:(vet(6ett 
abßanb t>on bem SRtttelputtfte jmeUr ^^arallei^ 
f reife/ mit benen fie fic^ fcftnejbenr Nbe«; fo ift 
unter ben jmifcften ben^ataUelfreifen ent^al*' 
tenen 9lbfc^nttten berfetben ber jum entfecntCij 
ren gehörige ber.yr6^ere;' .j 

® e » e iä. €* feien (gig. 41) ABCD unb . A'B'CDf 
)tDe^<^aupt(reifef bon benen ber (entere tDetter t>em^(drute(« 
ptmftr M ber. ^araKelfreife abgibt, al^ ABCD.' ^le^ man 
burc^ A einen btitttn ^auptfreiJ AFG^ btr mit A'ß'D< 
gWc^wt Sttfianb »on,M:^at5fo i^ ttac^:§. 93. AF=^c=A'B\ 
ei ifl ober A?;> AB, rweii bie ©efonte.AG tt>eiter nonM 
entfernt ifl. laii'ASi (g. ©...|;fi3^i3uf; aOrf^lglii^f ifi 



A^ß'>AB* 

^uf. 1* S)etr,.bem Vole Ml nd^ere ^auptfiefi^ ABD 
ibetd^rt einen f feineren ^aralle(freü& btffdbeti ^oUi ali ber 
entferntere A'B'D'. ,©agegen .liegt? ber ^ot bed erjleren ouf 
bet ^eripberif r. etneä gr66eren ^olarfreifeä imb bilbet nut 
beni^rorffelfretfen. eisen bem Siechten nd^eren asSindL, ;^iet^ 
ouö .ergeben fid) bk ©dge: •.:.,■,: 

« 1) SBenn^fwei ober ine^rere J^aupffreife mit 
fioxi ^atJailtUxtiitn fi^ fc^ntiben, fo; ftnb bie 
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}nff(((B btn It^tttta tnt^alttntn ^bfdjnittt 
berjtnigen §aup(freife, totldft tUinere ^araU 
Ititrtife btffflbtn ^oleä bttü^ttttr bd flei' 
neten. 

2) 3Stnn tathtttt ^auptfrtife mit twti ^a« 
radetFceifen Tttf) f^neibfiif fo finb bit jroir^tn 
ben [enteren tntfyalttitcn ^b(d}nittt bttftnistn 
S)auvtttti(t, btttn ^JoEe auf 9r5§(ren unb je» 
ntn ipacaUcKrtiffn parallelen 3it&cntrciftil lie- 
gtiif bie fleineren. 

3) SBcnn mebrtre ^auptfrtire ff* mit jniti 
Varallclfreiftn fc^neiben, T» finb bit {n>iftl)tn 
btn ^acallcIfreircR tnt^altenen ^bfdinittt ber> 
tenJgtn ^auptfreife bie fUtneren, bereit 9Iei> 
gungdwjnfel mit btn ^aralfelf reifen bit bem 
Sttc^Cen näheren finb. 

3uf. 2. UiiigcEeljrt, luenn bie jtpifcficn jwci ^paratttl« 
(reifen ent^ialtenen aibfcftnitfc iweier J^auptfrtiff unglticft RnBi 
fo ifi ber jum sirögcrcn Slbfdjnilte gc^Drige ^aupffrciÄ tnt« 
fetnter Dom fek ber SParaQelfreife , alg ber anbtrt. t>ttm 
i|{ A'B',>AB} fo tann a'D' ntbec nd&tc* no* eben fb 
na^e an M fein, nlij AD. SDa^tt finb audt bte UmFe^tun' 
gen »orflt^enbet &J§e siiltigt 

.'. 1> ^ßtnn ungleiche Slbfd^nitte mt^ttttt 
J^nui»tfrtif& {»-ift^en )»ti ^laraUerCtciftn tnU 
^alttn finb, fo btcd^ttn bit (ubtn ^ti^tttn 90 
^6rigtn J^auptfrtift gt6gere ^atalUltttiie Cbef> 
feI6tli ^üM, toit ftne jtbtf '$araae((Ttift> - 

2)^ennuRs[eic&e316ft^nittcnit6rtrec$iiupt' 
trttft jmifc^en iweCVaralltUreifen tnti&Utn 
finb, fo [Jegen bie $o(e ber jn btn gcigtttn gt* 
t»6tigtn ^aupMrtift auf tleinttcn -VarafUl' 
fretftn. 

3)3Btnn ungUic^t 3t6f<4ni tt e mt^rer et $aupf< 
tteife |tDifcf)tn jnei ^arnlUlfrtifttt: ent^alttn 
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fitib^ fo ftttb bte aSti9tittd^tt>itt(e(f totldj^i bit |tt 
Srigerenäibfcf^nite-en ^i%ht\%txk i^auptfreift mit 
ben ^araUtlfreifett frilbettf t>ö.m SXec^ten eirt» 
fernter (ober fc^lefer)* 

§.96- 

S c n d r u n 9. ^ie bie }»ct Seiten eine^ Aretfeö (ober' 
einer €bne) in SSejug auf einen gennffen SBinfef^ tfelc^en 
berfefbe mit einem anbern Greife bilbet, in {»ofttibe nnbM« 
gotit)e nnterfcbieben n>ttrben (g. @. $« 10; Slnmerf.)» f^ (<^nn 
biefe(6e Unterfc^eibung eingeführt tt^erbenr vBi Sidcf^o^t irgenb 
eineä gegebenen ^VivXXii auf ber JE^ngeffldcfte; tt)e((^em bie 
eine ^ixit be^ ^reifeä jugefe^rt/ bie anbere äbgete^rt iflifb 
bag gleichartige @citen jn^eier Greife bieienigen feigen, 
t»e((^e jenem |)unfte beibe ivi%t\t\^tif oberbetbe abge« 
fe^rt ffnb; ungleichartige aber, bon benen bie eine 
eine jugefe^rtef bie at^bere eine abgefebrte i({/ 

3n bem Sotgenben gi(t biefe S&enennung t>on ben Reiten 
{»eier ^anptf reife , ober i^rer S)ogen# in SXiidßc^t be< |>o* 
{e< ober fp^drifc^en 9Ritte(pun{te^ eine^S^ebenf reifet ^ mit 
toelc^em fic^ ttne fd^neiben^ obgr aucfy nid^t fd^neiben. 

§• 97. CS. 69 dO 

^ Se^rfa^. ^enn {n)ei ^auptfreife bon bem 
(fpMrO SRittelpunfte }n>eier ^araUelfreifer 
mit benen fie ficb fcbneiben, gleich n>eit entfernt 
finb; fo finb bie in)ifc^en ben ungtetc^artigetf 
^t\it^ ber i^auptfreife fntMItenen S&ogen ber 

9)ara({e(freife einanber dMIic^* 

95ett>ei«. Sie J?auptfreifegABD , A'B'D' (gig. 44J 

feien gleicb m\i bon M, bem $oIe ber ^JaraOeKretfe BB'CC 

nnb AA'DD' entfernt 3^^r<^tn ben ungleichartigen ^vXt^f 

berfelben liegen bie SJlcbenbogen BB' unb AA\ fo »ie CC 

nnb DD'$ beren 9le^n(icb((it {it ertt>eifen ifl« SRan |ie(e bie 

fpNr« Siabien MA^ MB^ MA\ Mfi\ S^ic babutc^ itit« 
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flairttittn Dwiecft MAB, MA'B' pnb tufgm ©Iticd^tif oD« 
edten ftiticftj 6tnn e« ifi MA=MA ; MB = MB' unb 
na* §. 93. flu* AB = A'13'. ©a[)er ifl 6£c Wiatti AMB 
=A'MB'. aibbirt man ju tiefen tcn aßintd BMA', fo 
folgt: AMA' = BMB'. 3u gltidjcn 3fntri(rtnfe(n gf^pren 
nun äfenlic^e 5gogcn; raitöin iß BB'~ AA'. SDa CC'=BB' 
unb DD'=AA'; fo i|t au* CCco DD. 

©c&neiben fid) bie ^aupctreife ni*t innergal^ btr ^a« 
rafleUrcifc, rcic gifl. 42, fo finb BB'C unb AA'D bie j»i= 
fdrcn unstei^artiscn iBcften licgenteR f&ogen, btren 91c^nli*> 
feit bur* biffcfben ©djlüfTe tr^tüct. 

3uf. 1. Sluä bfmefrjrfd^e unb auä §. 94. crge&cn fi* 
fotgenbi 6äge : 

i) 5öenn b'it jwifc^en jnjei ^arallclfttifttt 
CRf&aI(entnQIbf*ni(fe tncitr ^auptfrctfe glef* 
finb 

übte 2) 3B«nn jtuei §auptfreife, bie f'* m" 
IVti $arallc(f reifen fc^neibfn, einen britten 
Ctlfineren) ^arallclEreiÖ bec Icgteren bcru^« 
ren — . — 

ob» 3) CSienn j«ei y^aut)tEreifef bie fid) mit 
jmei ^acarielf reifen f^neiben, i^tc ^ole auf 
einem brt((-en ^araneUreift ber legttren 6a< 
bei» 

ober 4) tSitnn )WejJ^dU|)tfreiferi*niit jwti 
9}:«ra[(elfceifen unter gleiten SReisuns^niia' 
lein fd^neiben — ' — 

fo finb bie iroif^tti ben ungleicftortfflen ©ei« 
ten ber ^anptfreife tnt^alttntn Sogfrn ber gJo- 
radelfreife tibnn*»^ 

Z)ag blefe @äge au*%on me&r ali jwti ^auiptfrtifen 
wit> ^araßelf reifen dulttg ßnb, 6ebarf Eeiner Studunanber* 
feSang.- 

3iif. 2. e« feien (gig. 45.) AEB, A'EB' (wei J&aupt. 
iMif^ jiKf ber Susefflii^e AA'ßB' unb DEC titi, brittec 



^ •..• 
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^anpttvtii , ber beti SBinW AE A' btt: erjleren ^albkt SBe^ 
^tiifyt mM mm um einen töiU&tU^tn ,$unf t m be^ ^aU 
6t(enberi ^leife^ mehrere $araKe(f reife ^a'di» bb'e^ .cc'f fs 
ßqb 1) bie jmifc()en pt tti^ei 3)araHe({reife faffenben/SIßfc^nitte 
tH>n AEB, A'EB' aWd).; ab=ab'; bc=hV. 2) bte SBo^ 
gen bet ^titatlütmft , totüäit {n^ifc^en ben,in SSejug auf m 
ttogfeid^artisen ©eiten «betfelben J^anptfreife liegen ^ finb dftn^ 

Ijcl^} ndmliC^ a'd'd<o b'e'csj cfj fo töie aad f^J bbVcv» ccT. 

©enn ' fdtti ^ mcrtt bon m öuf AE^ Ä'E bie ^Jerptnbifef 
inn; mn' fo'ffnb bte ©reiecfe mnE^ mn'E gleich (g* ©. 
§; 30 r 3ttf. 2.) 5 b'a^er mn=mn'j atfo AEB, A'EB" glefc^ 
totlt t>m m entfetnt ' , - . 

3uf. 3- ^abert. aber bie Jpfluprtreift (Sig* 44) -AD, 
A'D' ungleiche, (Entfernung bon bem. ffllittclpunfte M ber 
$araKe({reifef fo ffnb bie jn^ifc^en ben ungleichartigen &tU 
ttn berfelbeu enthaltenen Sogen bet: (e^teret)^ nic^t 45n(ic^ 
unb eä fänn fomo^I ber inner;e^,ä(^ b.cr au§er.e ISo^en. 
ber ?elatit) gr^gere fein, ©enn iff; i) A'ÜVber öon.M ent^ 
ferntere ^rei«, (b i(l A'B'>AB? bo^^t SBinrel A'MB:> 
AMB| folglich BMB'>AMA'; alfo ber innere Sogen 
Bß' relatii) größer^ aW AA'. 2f(l 2) AD ber bon M ent^ 
ferntere Ärei«, fo i|i AB>A'B'j hieran« folgt, ba§ ber 
dußere Sogen AA' ber relatitj gri§ere ift* SRennt man 
bit biem SÄittefpunfte ober $ole M jugefe^rten (Btitt bct 
Greife AD, AT)' bie innere, bie abgelehrter bie 4tt§e« 
unb bemerlt matif ba§ bie Sogen Bß', ÄA' auf ber fanern 
ptiti t>on A'Ö', auf ber dugeren bon AD liegen, fo tdgt 
fidi bie Sebingungr unter n^elc^er bei^ innere ober ber 4ugere 
Sogen ber re(atit> grogere ifi, fo au^bräcfen; 

. Stegen bie Sogen auf ber inneren ©eit^ beö 
entfernteren <Qau|>t(reifed/ fo iflbtt innere f)a«. 
cailelbogen ber:relatit> gt6gere» liegen fie auf 
ber ^ulSeren Seite be^ tntfernttrenr fo tfi ber 
dugere Sogen ber relati^ gkifert» r 




I 
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-*e ' §.98. C§. 102 a.) 

•« itt)tfa^. Mtnn um btn SRitKlpunft tinti 
»kf'^tgfnritift, jmifcf)eii beneit (in (p^icifäfti 
<PacalIt[o grdtnm lit^t, ^aralltlf rtifc befc^ric« 
itit werben; ^Q Unb bit innerhalb beä <))ac(i[It> 
loflcamrat^ fallenben Sogtn btrftlben tinan- 
»er ÄMl'* "nö bie jttiftfttn fe jwei biefer ^a» 
rölltlbogen tnt^altitita abfrfjnittt btt eeittn 
btd ^axalltitqtammeS (inanber g((ii$. 

Sewei«. eö fei ABCD (gig. 4ö.) (in rp^itifcfteS 
(DaraDdodrontm unb um ben SRittelpunff M bti burtf) A, B 
ge^enben @egcnfr(if(ä feien ^araUelFreife befc^rieben, beten 
ÜSegen ab, a'b' innerhalb beS 'JJaraDfdJgrammcö Ifeatn. 3u- 
ndc^ft i|I ju jeigen, ba^ bk bem inneren Stdume bci^aiaU 
[tlogrammeä jugefe^rttn Seiten bei: Sogen AC^ BD in 
SHörflitftt auf M ungleicftaclig finb. 

lit^t M auf ber inneren Seite Bon BD, fo fiOt bet 
«on M nail) B ge]ogen( ÜHabinä jwifc^en AB unb bie mtlt 
E gt^cnbe lÖerr^ngening ocn BD. gft^t man nun Pon M', 
btm ©egenpunfte »on M, ben Satiuö M'C unb fcerldngert 
AC li&er C nacfj Ej fo ifl 5Binfr( ABE=CDF, njtil i^re 
SKc6(nn)inEeI «fö Diogonotittinfel beö ^ParattelogramniEg gleii^ 
finb. gcrntr ift bet ÜBinfel ABM = DCM' (g. g. §. 950; 
mithin iff DCM<DCF; bnfjec liegt M' auf ber inntren 
Seite tton AC. ©a nun M'C ocrMngert buri^ M ge^t unb 
AC fid) mit M'CM ^um jnjeitenmale nicfjt jmifcöen C unb 
M fcfjneiben fann ; fo liegt M auf bec äußeren ©eite »on AC. 

Siegt a6ec M auf ber (Engeren Ceiten von BD, fo tu 
ditit fic^ auf biefeI6e SEeifr, ba9 bann bi( innere Odte eon 
AC nac^ M gehört ifl. iDemnacf) liegen in jtbent SaDe bie 
$ardII(I6o9(n ab, a'b' {Wifc^en ben in SBejag «tf M UU' 
gleieftartiflen Seiten tion AC unb BD. ©a nnn ACmBO 
ift/ fo ^aben bie j^auptf reife/ ju b(nen biefe 9egtn ge&iren, 
gfeie^en 3l6f!anb bon M; mithin iß nac6 $. 97. ab tv aV 
unb nac^ §. 93. aa'ssbb'. 
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3tif. 1. S5ef(^te{6t man um M ali ^ol eftten SiaupU 
frei«; ber in G-, H bie ©eiten AC, BD fc^ncibct; fo t(l 
ättc^ ber 93ogen GH beffelben if^nliä^ ben ^araSefbogen ab, 
aVrf/O n>te bem dle^enbogett AB be« um M befc^rte^ 
benen ©egenfrcife«. 

^ttf. 2; fflimmt man auf jn^et efnanber gegentiber fle^ 
^enben @eiten AC, BD eine« 0>^dr. ^ataUtlo^xammci t>on 
ben €nbpunften A, B au«, toild)t {u einer unb berfelbeu 
britten.©eite AB gehören; gleiche 2Jbf*nifte Aa^ Bb; fo i(l 
ber burcb bit £^ei(ung«punfee a, b gefä^reer bem SRebenbo^ 
gen AB paxaUtk S3osen ab biefem 4^nlid^. 

§• 99. 3ufa§e- 

3uf 5« 93e{eic^nee man ben Sfdc^enraum be« ^ofar^ 
polpgone« mit ?% ben Perimeter bejfetben mit p'/ ben be« 
urfprflnglic^en mit p ; fo ifl nöc^ Suf» 3. * 

P = 27r — p ober P + p' = 27r 
©a bur* 2 jtt b(e ^dtfte 6er ÄugellTd^e auögebrörft »irb, 
fo fann bicfe ©leii^ung fo auögcfproc^en werben: - ^ 

£)te @umme au« bem gUc^enraume eine« 
9)o(Qgone« unb bem Perimeter be« ^o(arpo(9« 
gone« if{ ber ^a(ben ^ugelfUi^e gleic^. 

3iad) bemfelben ©age ifl. auc^ P' + p = 27r; ba^er 
P'.fp=P+p' unbP — P=p-p' b. &.: ©ieOiffe- 
ren) ber Sldc^enrdume jn^eier ^plarpolQgone 
Ijl ber ©iffereni i^rer Perimeter gleic^. 

11) C3U5.740 

3wf* 3. Unter ben fpHf- ©reietfen. uub ben 
?Jologonen t)on gleii* t)lel ©eiten, »eicftelnei* 
neu Ärei« eingefcftrieben werben f 6nnen, ifl ba« 
gr6gteein regelmäßige«. 

©enn ifl ABCD..,. (gig. 47.) ba« gr6§te unter biefen 
^Jorpgonen unb baffelbe »dre nic&t gleic^feitig 5 fo feien -AB, 
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BC i»« auf einonb« fotgenbe ungltitfte ©tifm. SScrtfiHi&t 
man nun ü6ec Der ©djnc AC ein gki^ft^cntligcö ©rcied 
AB'C, fo iß baffelbc grtger alö AJJC; ba&tr »ütbc aaH} 
ba« 3)cIi)9on AB'CD,...>CBCD.... feini »a« geflcn bie 
ajorau^ft^ung (irtifet. S}a^(t mu§ AHCD — gloirfjftitig, 
mithin regelmdfig f*in. — Daß bet ^ewciii eon ©reifrfen 
tbciifaHä gilt, ift (inUut^tenb. 

guf. 4. 35ag rtgclmcigige ^polijgon (ober ©reitet) i(l 
bad gr56[t unter allen in bemfelben greift btfc^riebenen ^o> 
l^gonen bon eben fo bitl leiten. 

3uf. 5. Unter bm umgefcfjriebenen ^ol\)^onm 
(unb Sreiecfen) Bon gleich eicl ©eiten I>at baö regclmtigige 
btn (leinfien Urafangs fo nie, uragete&rt, ba^jenige unter 
ben umgefcbriebenen, wtlc^eS bcn tleinflen Umfang &at, ein 
regelmäßige^ fein mug. 

Senn ifl P ein umgefcftriefeeneÄ regelmäßiges ^olugott/ 
fo i|l baä ^olarpolijgDn p beffclben ein eingefdjrf ebenem res 
gelmäfige^. S^ergldc^enraum bon p ijl nun ein SRa^rimumi 
fülglicl) ber Umfuiig von l' ein 93Tmimum. 

S>ie StiH^tJgfeit ber Umfe^rung er^ellit e&eti fo. 

III) C3u S. 75.) 

3uf. 8a. au« ber ©leiefeung T = 2C+U — jr = 
2 C — Ü folgt ^Ü = C - 4 T. Stt ^ Ü ber Sffiinfel i|i, 
tDelcfien bie fp^dr. Sangente mit ber »om ^erüftrungöpunfte 
««Sgeiogeneu ©e^ne madjt, fo ergiebt fli^ ^icrau« bet ®a^t 
■ iSDer SBintel bec Xangente unb einer Se^tie 
tti Secä^rung^punHeS if! fl einer, al$ ber auf 
bet tntgegengefegten ©ette ber ©e^ne fle^enbc 
^erip^eriewinfel unb jwac um ben ^albtn Slä< 
^encaum bed SiteitdiS, rotlditi bütd) bie ©e^> 
ne unb bie^e^enEel be^iperip^ecietvinfeUsE- 
bilbct Wieb. 

IV) (3u §. 81.) 

3uf. 2. Unter ben in tinem Greife bef^riebe' 
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nen ^ttltdtn unb ^^ol^sonen t)on dletc^ Diel 
@^iten {f{ ba^fenidef melc^ed beti ar6§ten Um« 
fang ^at, tln regelmigtseä. 

JDenn ^at Do« ^Por^floii ABCD.... (gfg. 470 ben 9ri§* 
tcn Umfang nnb n>dren AB , BC jmet auf emanber felgenbe 
nngletc^e @eiteni fo fei über ber @ebne AC ein gUit^fcben^ 
tißti ©reied AB'C bef*riebem ©ann i(l AB' + B'C > 
AB+BC; ba^er »Are' ber Umfang bon AB'CD.... Qtb^tt, 
M bec bon ABCD «... gegen bie 9}orau^fe$ttng« SRit^in 
ift bie 93e^aup(nng ebibent 

3ttf. 3« ^ai rfge(md§ige Valpgon Ht bm griffen 
Umfang imter ben in bemfeiben Areife befc^riebene ^ot^go« 
nen bon gleid^er ©eitenja^I; ©reiecfe mit eingerechnet 

3ttf 4 Unter ben nm einen Arei^ befd^riebenen $0(9^ 
gonen t)on gleicb bie( ©eiten ^at ba^ rege(m4§ige ben tUin^ 
flen Sidc^enraum > umgefe^rt ift bai fleinfie ber umgefc^rief 
benen ein rege(m4§ige^. 

®er SBewei^ ifl »ie in H) Snf* 5. 

V) (3tt §. 92.) 
3uf. 2« SBenn au^ n gegebenen SEBinfefn jn^ei 
ufeitige ^olpgone fo tonftruirt finb, ba§ febeä 
einen Ärei« berubtt; fo fii^b biefe Äretfe, fo n>ie 
bteUmfdnge ber ^otQgone gieic^. ©enn bie^ofar« 
polpgone enthalten eineriei @eiten unb Ctegen beibe in Acei« 
(m, bie bie ^olarf reife jener finb- ©iefe Äreife fowoblf aW 
bie SMcbenrdume ber eingefc^riebenen ^olpgoner ffnb nun 
gieicb; foigUc^ and) bie Umfdnge jener ^oipgone unb bie 
Areife/ um toelc^e biefelben befc^rieben ffnb« 

VI) (3tt §. 93.) 
3 u f. 2. Unter ben au^ n gegebenen ^infeln {ufam^ 
mengefegten nfeitigen ^olpgonen ^at bai einen Arei^ Utü^f 
renbe ben fleinfien Umfang« Umgefebrtr in baS ani n ge« 
gebenen ^inttln {ufanimengefegte ^olpgon t)om fleinflen 
Umfange Idßt*ftc^ ein breiig bef(^reiben. 
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Sn ^ttoüi nie obat. 

• VII) (Sil §. 95.) 

3uf. 8. ©urift bfii ^auptfrtiä, »dtfier j»ei ©egtn. 
Frtfftn ti'ntä fp[)<!r. parallel otirdinnKä parallel ift, merttn bic 
S^iagonalen, fo tvic M*{ jisifdicn bcrfclf^cn ©egcntreirm IJc< 
gcnbfti ©tiren bt^ (paraQcIo^ rammet ^M'ixU (§. 92.) 

3uf. 9. £)a bic Siia^onalen bcä iPar<iÜelD(;rainme^ fiiA 
gtgtnreitt^ ^olt^itcn, fo liegt btc iDurd^fdjnitt unb ^ittcU 
' punft berrd&m mit bcn ^ittelpuuftcn je jicerer einanber gt> 
gcntUur flt[>([i&cr ©citcn in einem J^auptfrcife unb jrear in 
bcmjeni^cnr bti bcn ^t%tnht\\tx\, son bcncn jene €citeti 
bcgrcnjt rccrbtn, paraflcl ifl. 

3uf. 10. 55er Surd)f*nittÄpunft btr Siagcnalen ti( 
flud) ber Surcbfi^nitt iiii& ^ittelpunft bcr beibm So^tn, 
»eldjc bie SJtiftcIpunttE je jrceiec ötgcnübcr jlt(>tnbcc ©eitcn 
beiJ <paraDlc(o9Tdmmeä occbinbi-n. 

Cenn jlc^t man in bcm ^aradelogramm ABCD (gig. 
48.) bic Diagonale AD unb burd) bie (Olittelpuntte F, G 
ber ©fiten AC, ßO bcn ^Sogcn FG , btr in E fid) mit 
AD ft^neibct! fo i(i baö ©rciccf AEF = DEG, weit AE 
=ED tStif.O.) unb bie anliegenben CEintel gleitß ßnb. Sa- 
fttr in FE = EG} a%;^ucft ber QRittelpnnrt »on FG. 

^ierau« folgt bof E?f uc^ bet 51tittelpuntt bti SBogenS 
HI iß, ber bie ©eittn AB, CD &af6irt. 

3(nmerf. S^r ?)unEt E fann t,ii)ci; bec 5Bit:eIpunft b(« 
^ntflUelogtammf« gtnannt werben. ®t Imt i'ibriiicnS a«d) bJe Q-U 
gcnfcfjflft, bag iebec burdj benfelben geffilivtc .^auptEreiä baä ^a-- 
wUelogwmm fjalblrt. 
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